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ABSTRAKT

Bakalatrska prace je zamérena na podporu vyuky linearni algebry a na nésledné vyuziti
teorie v matematickém software Wolfram Mathematica. Vytvoreny text bude soucésti
materidli Math Support Centre Univerzity Tomase Bati a bude soucasti také jeho in-
ternetovych stranek. V préci predstavuji teorii, tykajici se linearni algebry nutnou k
pochopeni dané problematiky. Dale uvadim piehled matematickych nastroji pouzitého
software, popisuji jejich vSeobecné vlastnosti, které demonstruji na ilustrativnich pfi-
kladech.

V kapitole vénované vyuziti lineadrni algebry uvadim piiklady disciplin, ve kterych se
teorie linedrni algebry vyuziva v praxi. Text je doplnén o nazorné ukizky vytvorené v

programu Wolfram Mathematica.

Klicova slova: matematika, lineadrni algebra, Wolfram Mathematica

ABSTRACT

This thesis is focused on support of linear algebra teaching and the subsequent use of
theory in the mathematical software Wolfram Mathematica. This text will be a part
of materials in Math Support centre at Tomas Bata University and will be a part of
its website. In my thesis I present the theory of linear algebra necessary to understand
the given problem. As next part I overview math tools, describe their general features
and show how to use them on examples.

In chapter about utilization of linear algebra I use examples of disciplines in which is
linear algebra theory used in practice. The text is supplemented by visual demonstrati-

ons created in Wolfram Mathematica.

Keywords: mathematics, linear algebra, Wolfram Mathematica
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UVOD

Tato bakalaiska prace se zabyva jednou ze zékladnich disciplin matematiky a predsta-
vuje teorii nezbytnou k pochopeni problematiky linearni algebry. Ta je nésledné apli-
kovana v matematickém software. Pro potieby této prace byl zvolen program Wolfram
Mathematica, jelikoz jeho licence je dostupnd pro vSechny studenty Fakulty apliko-
vané informatiky Univerzity Tomase Bati. Tento text by mél pomoci studentiim, kteii

navstévuji Math Support Centre.

Hlavnim zdrojem definic a vét pouzitych v kazdé kapitole, byly knihy uvedené v
doporucené literatufe rozsitené o literaturu uvedenou v seznamu na konci prace. Text je
¢lenén chronologicky a uvedené poucky lze aplikovat i na problémy, které se vyskytuji v
kapitolach, které nasleduji. U kazdé definice popisujici danou latku je uveden ilustrac¢ni
feSeny priklad, ktery s ni tizce souvisi a mél by ¢tenafi osvétlit cestu, jak a pro¢ se dojde
k vysledku. Tyto postupy jsou popsany krok po kroku a tak, aby je mohl pochopit i
opravdovy laik. Pokud je moznosti jak se dostat ke stejnému a spravnému vysledkii
vice, jsou uvedeny i dalsi tyto postupy.

Toto téma jsem si zvolil z toho duvodu, Ze pro vétSinu studenti je nejen linedrni
algebra ale i matematika, jako takova, problém. Pro studenty je tézky prechod z mate-
matiky, ktera se vyucuje na stfednich skoldch, na matematiku vysokoskolskou. Rozdily
se projevuji nejvice mezi absolventy ze stfednich odbornych skol a absolventy z gym-
nazii, ktefi s matematikou nemaji sebemensi problém. Studenti se pak uc¢i latku me-
chanicky a uéi se veskeré postupy nazpamét. Tempo prednések jim pfipada nelnosné
a na pfipadné konzultace se radéji nedostavi, aby se v oc¢ich ostatnich neztrapnovali.

Pfesné z tohoto divodu bylo vytvofeno Math Support Centere v piizemi fakulty
aplikované informatiky aby mohli tito studenti ptijit a nedostatky dohnat a problema-
tiku pochopit. Svoji praci bych chtél prispét ke zlepSeni kvality vyuky v tomto centru
a roz§itit obzory navstévujicim. Za feSenymi priklady jsou feSeny i obdobné piiklady v
a slouzi hlavné jako ukazka, Ze ne vSechny problémy, které vyvstavaji, je nutné fesit
slozité.

V posledni kapitole této préce jsou uvedeny ukéazky, jak se teorie linearni algebry
aplikuje v praxi s ukazkou na jednoduchych ptikladech fesenych ve Wolfram Mathema-
tica. Soucasti je také dokumentace, slouzici k nadhledu pokud by pfi feseni jakéhokoliv

prikladu nastal problém.

Oznaceni: V celém textu bude 7 = (7, +,-) libovolné komutativni téleso. R ozna-
¢uje mnozinu redlnych ¢isel a R oznacuje téleso redlych ¢isel. V = (V,+,T, ) bude

libovolny vektorovy prostor nad télesem 7. N se oznacuje mnozina pfirozenych ¢isel.
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1 VEKTOROVE PROSTORY

Vektorové prostory jsou klicovou matematickou strukturou, se kterou se lze setkat i v
jinych oborech nez je pouze matematika. Prvky vektorového prostoru se nazyvaji vek-
tory a prvky z télesa T' se nazyvaji skalary. Vektory jsou napiiklad vSechna realni ¢isla
spole¢né s operacemi s¢itani a nasobeni, uspoirddané dvojice redlnych ¢isel s operacemi
s¢itani a nasobeni, anebo to mohou byt redlné funkce jedné reélné promeénné s operaci
s¢itani a nasobeni funkci ¢isly. Pro oznaceni vektorti se pouzivaji pismena se Sipkou.
Vektorovym prostorem je také mnozina feSeni systému homogennich line4drnich rovnic,
nebo mnozina matic typu m X n s operacemi s¢itani matic a nasobeni matic ¢isly.
Vektory se vyskytuji se ve fyzice, kde jsou zobrazeny jako sila, zrychleni a rychlost. V
této kapitole budou uvedeny definice a feSené piiklady, které by mély vést k pochopeni

problematiky spojené s vektorovymi prostory.

1.1 Zakladni pojmy a definice

Definice 1.1. Vektorovym prostorem nad télesem 7 rozumime nepriazdnou mnozinu
V' (mnozina vektori), na které musi byt definoviana binarni operace s¢itani, tj. musi
byt definovano zobrazeni +: V' x V — V a zaroven operace nasobeni vektoru z T, tj.
-+ T xV — V. Pfitom pro vSechna u,v,w € V a vSechna a,b € T musi byt splnény

nasledujici axiomy:

l.u+7=0+

2

2. (i +7) + W

U+ (U + o),

3. existuje nulovy prvek o € V takovy Ze, 0 -4 = 0 pro kazdé u € V,
4. a(u+ V) = at + atvl

5. (a+b)i = atl + b
6. a(bl) = (ab)u

7.1-u=1u
Pro dplnost, se nékdy misto 3 axiomu uvadi nasledujici 2 axiomy:

3’. existuje prvek o € V takovy, 7ze 0 + @ = @ pro kazdé © € V

3”. ke kazdému u € V existuje vektor (—u) € V tak, Ze @ + (—) = 0.
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Definice 1.2. Bud n pfirozené ¢islo. Na mnoziné 7™ vSech usporadanych n-tic prvkua

z mnoziny T definujeme binarni operaci s¢itani prvkua predpisem
(ug, g, ... uy) + (V1,09 ..., 0,) = (U 4+ V1, Uz + Vo oy Uy + V)
a operaci nasobeni prvku z T" prvkem z télesa T piedpisem
r(ug, Ug,y .oy Upy) = (Tug, rUg, . .., TU,)

Mnozina T™ spolu s témito operacemi se nazyva aritmeticky vektorovy prostor.

Ptiklad 1.1. Jsou-li @, 7, w € T? a skalary a,b € T = (T?,+,-). Dokazte, Ze Etverice
T? = (T? +,T,-) tvoii aritmeticky vektorovy prostor nad télesem 7.

ﬁ: (Ul,UQ>,17: (U17U2)7U_j - (w17w2)

Operace s¢itani je definovana: (uy, us) + (v1,v2) = (ug + v1, us + v9).

Operace nasobeni je definovana: a- (uy,us) = (a-uy, a - ug)
Ovéreni platnosti axiomu:

1. (uy,ug) + (v1,v2) = (v1,v2) + (ug, us)

(u1 +U1,U2 +U2> = (U1 +U1,U2 +u2)

2. [(Ul, Ug) + (Ul,UQ)] + (U}l, UJQ) = (ul, UQ) + [(Ul,UQ) -+ (U}l, U)Q)]
(uy + vy, ug + v2) + (w1, wa) = (ug, uz) + (v1 + wy, vy + wo)

(U1 + v1 + wy, uy + va + wa) = (ug + v1 + Wy, Ug + Vg + Wo)
3. 0 (ug,uz) = (0-uy,0-uz) = (0,0)

4. a-[(ug,uz) + (v1,v2)] = a- (ug,uz) + a- (vy,vq)
a-[up +vi],a- [ug + vo]) = (auy, ausg) + (avy, avsy)

(
(auy + avy, aug + avy) = (auy + avy, aus + avs)

5. (a+0) - (u1,u9) = a- (ug,uz) + b+ (ug, us)
([a40b] - uy,[a+b] - uz) = (auy, aug) + (buy, bus)
([auy + buq], [aus + bus)) = ([au; + buy], [aug + bus])

“[b- (ur,ug)] = (a-b) - (u1,uz)
~(b-ug,b-ug) = ([a-b] - uy,fa-b] - us)
(a-[b-ui],a-[b-us]) = ([a-b]-uy,la-b]-u)
(

a-b-up,a-b-uy)=(a-b-up,a-b-uy)

a
a

7.1 (ug,ug) = (1-ug, 1-ug) = (ug, us)
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Piiklad 1.2. Zjistéte v programu Wolfram Mathematica, zda ¢tvefice R =

In[(l]:= u = Arrayl[u, 5]
In[2]:= v = Arrayl[v, 5]
In[3]:= w = Arrayl[w, 5]
In(3]:= o = {0,0,0,0,0}
Out[1l]= {ull]l, ul2], ul3], ul4], ul5]}
Out [2]= {vI[1l], vI[2], vI3], vI[4], VvI[5]}
Out [3]= {w[l], w[2], w[3], w[4], w[3]}
Out[3]= {0, 0, 0, 0, 0}

Zdrojovy koéd 1 Definice vektoru u, v, W a skalari a,b
In[6]:= (utv)==(v+u)
Out [6]= True
In[7]:= (u+v)+w==u+ (v+w)
Out[7]= True
In[(8]:= 0xu==o0
Out [8]= True
In[9]:= Simplify[ax (utv)==axutax*v]
Out [9]= True
n[l0]:= Simplify]|[ (a+b) xu==axutb=*u]
Out [10]= True
n[{ll]:= ax*(b*u)==(axb) *xu
Out[l1l]= True
n{l2]:= lxu==u
Out[12]= True

Zdrojovy kod 2 Ovéteni platnosti axiomi

Z vystupu programu je patrné, Ze vSechny axiomy jsou splnény. Totiz pii ovérovani

podminek axiomu pomoci funkce Equal(==
Ctvefice R® =

(R® +,R, ) tedy tvoii vektorovy prostor nad télesem R.

(R57 +7 R7 )

tvoii vektorovy prostor nad télesem R jsou-li vektory i, 7, € R® a skalary a,b € R.

) se vZdy vratila hodnota True.
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1.2 Priiklady vektorovych prostori
1. Téleso T spolu s operacemi s¢itani a nasobeni definovanymi na 7' je ziejmé vek-
torovy prostor nad T .
2. Specialné téleso redlnych ¢isel R je vektorovy prostor nad R. Vektorovy prostor
nad télesem R se nazyva redlny vektorouvy prostor.
3. Téleso komplexnich ¢isel C je vzhledem k obvyklym operacim séitani a nasobeni
jak realny, tak komplexni vektorovy prostor.
4. Mnozina P vsech kladnych redlnych ¢isel spolu s operacemi & a @, kde u @ v =
uv,r ®u=u",u,v € P,r € R, je redlny vektorovy prostor.
5. Bud S neprazdna mnoZina a ozna¢me T° mnozinu vSech zobrazeni z S do T =
(T,+,-). Definujeme-li pro f,g € T r € T operace (f + g)(z) = f(z) + g(z)
a (rf)(z) = rf(z) pro kazdé z € S, je mnozina T° spolu s témito operacemi
vektorovym prostorem nad 7.
1.3 Linearni kombinace vektori
Definice 1.3. Vektory w1, ..., i, ¥ jsou z vektorového prostoru V, potom rekneme, 7e
U je linearni kombinaci vektort iy, . .., Uy, existuji-li prvky cy,...,cx € T takova, ze

k
6201ﬁ1+...+6kﬁk: E Cll_l,'l
i=1

Piiklad 1.3. Zjistéte, je-li vektor ¢ linearni kombinaci vektora uy, us, us pokud plati

—

17, ’Jl,UQ,'L_l:;g S R3 :

T=(4,-2,3), @ = (2,1, -2), ily = (—3,4,2), i3 = (1,0, —3).

Musime zjistit, zda existuji redlné ¢isla cq, co, c3 takova aby platilo

k
U= clﬁl—i—...—i—ckﬁk: E Cﬂjl
=1

Zjistime tedy ma-li feSeni soustava rovnic

201—302+03:4
C1 +4CQ =-2
—2c1 4+ 2¢5 — 3c3 =3

V prvnim kroku pouzijeme substituéni metodu, tj. z druhé rovnice vyjadiime ¢; =

—4cy9 — 2 a dosadime do prvni a posledni rovnice.
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—1162 +c3 = 8
1002 — 303 =3

Prvni rovnici vynasobime 3 a sefteme s rovnici druhou. Poté dostaneme vyslednou
hodnotu pro ¢ = —1. Tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice ze zadani a dostavame
vyslednou hodnotu pro ¢; = 2. Zbyva nam uz jenom vypocet hodnoty pro c3 a to z

prvni rovnice cs = —3.

Vypoctem jsme dostali rovnost v = 2u; — Uy — 3u3 a proto muzeme ¥ici, 7e vektor

U je linearni kombinaci vektoru wy, s, Us3.

Priklad 1.4. Zjistéte v programu Wolfram Mathematica, je-li vektor ¢ linedrni kom-

binaci vektori iy, is, U pokud plati ¥, iy, s, U € R? :

T=(2,-1,3), @ = (=5,2,1), @ = (1,—3,2), @5 = (—3,—4,5).

In(20]:= ul = {-5, 2, 1};
u2 = {1, -3, 2};

v = {2, _1/ 3};
In[20] :=Solve[{cl*xul+c2+u2+c3+u3 == v}, {cl, c2, c3}]

Out[24]= {}

Zdrojovy kéd 3 Vypocet linearni kombinace vektori

Tato soustava rovnice tedy nemé feSeni. Vektor ¢ neni linedrni kombinaci vektori

Uy, Uz, Us.
k
Definice 1.4. Linearni kombinaci ZO@TZ» vektortu w1, . .., U, nazveme trivialni nulovou
i=1
kombinaci vektora @; + - - - + .
k
Definice 1.5. Linedrni kombinaci chﬂi vektort uq,...,u, v niz je alespon jeden
i=1
koeficient ¢y, ..., c¢; nenulovy, nazveme netrividlni kombinaci vektoru iy, . . ., Ug.
Definice 1.6. Rekneme, 7e vektory y, ..., U z vektorového prostoru V pro k € N

jsou linearné zavislé, pokud existuje alespon jedna jejich netrividlni nulova kombinace.

V opac¢ném piipadé jsou vektory linearné nezavislé.
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Piiklad 1.5. Zjistéte, zda jsou linearné zavislé nebo nezavislé vektory:
= (—2,4,1),Uy = (5,0, -3)
Prvnim krokem bude prepsani vektori do soustavy linearnich rovnic.

—261 + 562 =0
461 =0

cp—3c =0

Sc¢itaci metodou 1ze snadno zjistit, Ze nelze najit feSeni soustavy rovnic, kde by ¢; nebo
co bylo rizné od nuly.

Tedy vektory u; a iy jsou linearné nezavislé.

Piiklad 1.6. Zjistéte v programu Wolfram Mathematica, zda jsou linearné zavislé,

nebo nezavislé vektory

1_1:1 - (2, —3), ’l_[2 - (1,4), ﬁg - (4, —17)

In[14]:= ul={2,-3};
uz2={1,4};
ul={4,-17};
In[15]:= Solve[{clxul+c2+u2+c3+u3==0}, {cl,c2,c3}]

Out[15]= {{c2->-((2 cl)/3),c3->-(cl/3)}}

Zdrojovy kod 4 Ovéteni linedrni zavislosti

Program nenaSel pouze jediné feSeni této soustavy rovnic, a vysledek lze interpretovat
. . 2C1 C1
tak, ze pokud si zvolime hodnotu c; libovolné a zaroven bude ¢ = ——,¢c3 = ——

3 3
dostaneme z této soustavy vzdy feSeni odpovidajici zadéani.

Napf Cc1 = —3702 = 2,C3 =1.

Vektory ui, us, uz jsou tedy linearné zavislé.
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2 MATICE

Matice patfi mezi dalsi zdkladni pojmy linearni algebry a jsou vyznamnym prostied-
kem pro vyjadfovani uvah tykajici se této problematiky. Za zakladatele teorie matic se
povazuje anglicky matematik A. Cayley (1821-1895) na zakladé jeho dila [12]|. Na dal-
§im rozvoji teorie matic se podileli zejména G. Frobenius (1849-1917), J. J. Sylvester
(1814-1897) a K. Weierstrass (1815-1897). Jednoduse lze Fici, Ze matice je ¢tvercoveé,
nebo obdélnikové schéma cisel. Tyto ¢isla se nazyvaji prvky matice. Obecné tedy ob-
sahuje m tadku a n sloupci, coz se matematicky zapisuje jako m x n.

Matice se nejcastéji vyuzivaji k vyjadreni transformaci vektori, nebo napiiklad k vy-

poctu soustavy linearnich rovnic.

2.1 Ciselné matice

Definice 2.1. Necht 7 = (T, +, ) je komutativni téleso a m,n p¥irozena ¢isla. Matici
typu m x n nad ¢iselnym télesem T (zapisuje se jako A € M,,x,, (7)) rozumime zobra-
zeni kartézského souéinu {1,2,...,m}x{1,2,...,n} do T. Matici zapisujeme nej¢astéji

ve tvaru tabulky:

ai;r ... Qip

am1 -+ Amn

Nebo i strucnéji, pokud je z kontextu jasny pocet fadka a pocet sloupcti matice A, ve

tvarw: A = (a;;).

Matici typu m x n tedy lze chapat jako prvky a;; z télesa T takové, Ze ¢ probih4 mno-
zinu {1,2,...,m} a j probiha mnozinu {1,2,...,n}. Prvky mnoziny {1,2,...,m}, tj.
levé indexy, se nazyvaji indexy fadkové a prvky mnoziny {1,2,...,n}, tj. pravé indexy
se nazyvaji indexy sloupcové. Pro pevné ¢ budeme i-tym radkem matice A nazyvat n-
tice (a1, @42, .. ., a;n). Podobné pro pevné j budeme m-tice (ay;, agj, . . ., Gpj) nazyvat

j-tym sloupcem matice A.

Samotna ¢isla a;; € T, 1 <i <m,1 < j < n, nazyvame prvky matice A.

1 2 4
Priklad 2.1. Je-li matice A = 5 5 3) pak se jedn& o matici se dvéma tadky a
tfemi sloupci. Prvky nachézejici se napiiklad v prvnim sloupci jsou a;; = 1 a as; = —3.

Oznaceni: Mnozinu v8ech matic typu m x n nad T oznac¢ime M,,x,(7) a mnozinu

viechn ¢tvercovych matic stupné n nad 7 budeme zna&it M, (7).
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Piiklad 2.2. Vytvorte v programu Wolfram Mathematica matici A € M,(T), jejiz

prvky budou ndhodné vygenerované celd ¢isla a vypiste:

a) prvek ajp a prvek ags,
b) druhy a tieti fadek matice A,

c¢) prvni a tieti sloupec matice A.

In[1]:= A=RandomInteger[{0,10},{4,4}];
Out [35] := MatrixForm[A]

59 0 7
4 5 8 4
Out[34]= 733 1
5 2 4 9
Zdrojovy koéd 5 Vytvoreni matice A
In[3]:= A[[1,2]]
Out[3]= 9
In(4]:= Part[A,62,2]
Out [4]= 5
Zdrojovy kéd 6 Vypséani prvku aqo a prvku ass
In[5]:= A[[2]]
Out [5]= {4,5,8,4}
In[6]:= A[[3]]
Outlo6]= {7,3,3,1}
Zdrojovy kéd 7 Vypis druhého a tietiho radku
In[7]:= Part[A,All, 1]

Oout [20]= {5,4,7,5}
In[8]:= Part[A,All, 3]
Out(21]= {0,8,3,4}

Zdrojovy koéd 8 Vypis prvntho a tietiho sloupce
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2.2 Druhy matic

Definice 2.2. (Nulovd matice) Matice N € M,,x,(T) se nazyva nulova, plati-li
a;j =0prokazdé i =1,2,...,m,5=1,2,...,n.

Priklad nulové matice:

I
o o o
o o o
o o o

Definice 2.3. (Transponovana matice) Je-li A = (a;;) € My,5n(T), potom matici
transponovanou k matici A nazyvame matici AT = (a;;) € Myxm(T), ktera vznikne z
matice A vzajemnou zaménou radku a sloupct, tj. pfeklopenim matice A podle hlavni
diagonaly.

Priklad transponované matice:

0 1 4 0 8 10
A=18 5 2|, AT=11 5 15
10 15 6 4 2 6

Definice 2.4. (étvercovz‘i matice) Ctvercova matice je speciadlnim typem matic a
to z toho diivodu, ze pocet sloupct je roven poctu fadki, tj. plati m = n. Zapisuje se
jako A € M,,(T) a nazyva se ¢tvercova matice stupné n.

Priklad ¢tvercové matice:

1 4
A=13 54 2
9

Definice 2.5. (Diagonalni matice) Matice A € M, (T ) se nazyva diagonéalni, pokud
vSechny jeji prvky, které nelezi na hlavni diagonéle, jsou rovny 0. Hlavni diagondalou
rozumime n-tici (aq1, ase, ..., Gpy).

Priklad digonalni matice:

S

Il
o o o
o N o

0
0
2

Definice 2.6. (Jednotkova matice) Matice £ € M, (T) jejiz prvky na hlavni dia-
gonéle jsou rovny 1 a vSechny ostatni prvky lezici mimo hlavni diagonalu rovny 0, se
nazyva jednotkovd matice stupné n. Matice, ktera je ndsobkem matice jednotkové, je
skalarni.

Priklad jednotkové a skalarni matice:
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1 00 5 0 0
E=(010], A=]050
0 01 00 5

Definice 2.7. (Symetrickd matice) Symetrickd matice je specialni ¢tvercovou ma-
tici, kterd splituje rovnost A = AT. Tedy prvky symetrické podle hlavni diagonaly se
rovnaji, tj. plati a;; = a;; prokazdé i =1,...,n, 5=1,...,n.

Priklad symetrické matice:

9 1
A= |7 0

1 0 2
Definice 2.8. (Antisymetrickd matice) Antisymetrickd matice je ¢tvercova matice,
ktera splhuje podobné podminky jako matice symetrickd s tim rozdilem, ze prvky
symetrické podle hlavni diagondly jsou k sobé& vzajemné opac¢né, tj. plati a;; = —aj;
pro kazdé 1 =1,...,n, 7=1,...,n.

Priklad antisymterické matice:

0 -7 -1
A=17 0 4
1 -4 0

2.3 Zakladni operace s maticemi
2.3.1 Séitani matic

Definice 2.9. Necht A = (a;j) € Mpxn(T), B = (bij) € Myxn(T). Potom souétem
matic A a B rozumime matici A + B = C' = (¢;;) takovou, ze ¢;; = a;; + bi; pro kazdé

1=1,....m,7=1,... n.

Piiklad 2.3. Necht

2 5 -3 1
A=11 0|, B= 4 —6
4 3 2 8

Souctem matic A + B je tedy

A+ B = 5 —6
6 11
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Operace sc¢itani matic spliiuje podminky komutativity i asociativity tj. pro libovolné
matice A, B,C € M,,, plati

1. A+ B= B+ A,
2. (A+B)+C=A+(B+0O)
Pro nulovou matici N typu m X n a pro libovolnou matici A € M,,«,,(T) plati:
A+ N=A=N+A

tedy matice N je nulovy prvek.

Definice 2.10. Jestlize jsou A € Myxn(T), B € Myysn(T) a plati vztah A+ B = N,

pak je matice B opa¢nou matici k matici A, ozna¢ena jako B = (—A)

Priklad 2.4. Sectéte v programu Wolfram Mathematica dané matice A, B.

19 8 13 1 9 -5
5 =2 27 0 2 11
A = , =
—4 15 0 1 -3 3
1 4 2 6 14 8

In[l]:=A={{19,8,13},{5,-2,27},{-4,15,0},{1,4,2}};
B={{1,9,_5},{0,2,11},{1,—3,3},{6,14,8}};

In[2]:= MatrixForm[A+B]
20 17 8
5 0 38

Out [34]= 3 19 3
7 18 10

Zdrojovy koéd 9 Soucet dvou matic

Definice 2.11. Necht A € M,,xn(T), B € M,xn(T). Potom rozdilem matic A a B

rozumime soucet matic A + (—B), kde matice (—B) je opa¢nou matici k matici B

Pfiklad 2.5. Necht
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8 6
A: 4 —2 s B:
I 0 -3

Piiklad 2.6. Odec¢téte v programu Wolfram Mathematica dané matice A, B.

19 8 13 1 9 -5
5 =2 27 0 2 11
A p—t y p—t
—4 15 0 1 -3 3
1 4 2 6 14 8

In[l]:=A={{19,8,13},{5,-2,27},{-4,15,0},{1,4,2}};
Bz{{1191_5}l{012111}1{11_313}1{611418}};

In(2]:= MatrixForm[A+ (—-B) ]
18 -1 18
5 —4 16
Out [34]= _5 18 —3
-5 —10 -6

Zdrojovy kod 10 Rozdil dvou matic

2.3.2 Nasobeni matic skalarem

Definice 2.12. Necht je ¢ libovolnym prvkem z télesa 7 a matice A = (a;;) €

M, (T). Potom vynasobenim matice A skalarem ¢ rozumime matici cA = (ca;;).

Obdobné je mozné definovat Ac = (a;;¢). Plati cA = Ac, protoze ca;; = a;jc.

Obecné pro libovolné skalary ¢, d € T a libovolné matice A, B € M,,«,(T) plati

1. ¢(A+ B) = cA+ B,
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2. (c+d)A=cA+dA,
3. (cd)A = c(dA),
4. 1-A=A

Priklad 2.7. Je-li

—2 5
c=2 A=| 1 -1
0 7

—2 5 —4 10
cA=2. 1 -1 = 2 =2
0 7 0 14

Priklad 2.8. Vynasobte v programu Wolfram Mathematica matici A skalarem c, je-li

2 64 —6 4
B |8 o0 -186
TP 0T 56 —26 14 1
12 4 0 2

In(l]:=c=3;

Az{{zl 641_614}1{8101_181 6}1{561_2611411}1{12141012}};

In(2]:= MatrixForm[c*A]

6 192 —18 12
24 0 —54 18
168 78 42 3
36 12 0 6

Out[34]=

Zdrojovy kod 11 Nésobeni matice skalarem

2.3.3 Nasobeni matic

Definice 2.13. Necht A = (a;;) € Myxn(T), B = (bjr) € M,«,(T). Potom sou¢inem

matic A a B rozumime matici A+ B = AB = (ciy) € My,,(T) takovou, ze
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n
Cik = E aij - bjg,

j=n
pro kazdé i =1,...,m, k=1,...,p.
Jednoduseji 1ze vyse uvedeny vzorec popsat tak, Ze prvek ¢, (prvek na priseciku i-tého

fadku a k-tého sloupce) se vypocte jako soucet sou¢ini kazdého prvku v i-tém fadku

matice A s prvkem v k-tém sloupci matice B. Tento soucet tvoii j s¢itanci:

b1k
bar,

Cik = \ Qi1 Qi ... Qi) ) = anbig + @by + ...+ a;bj.
bk

7 definice je viditelné, Ze nasobit mizeme pouze matice A, B, je-li pocet sloupci matice
A stejny jako pocet Fadku matice B. Je také dulezité davat pozor na poradi matic,
jelikoz operace nésobeni matic neni komutativni. Sou¢in AB a BA se tedy obecné

nerovnaji. Souc¢in BA existuje pravé a pouze tehdy, kdyz m = p.

Priklad 2.9. Jsou-li

pak souc¢inem AB rozumime

ale pfitom sou¢in BA neexistuje.

Nasobeni matic je asociativni, tj. pro vSechny A € M,un(T), B € M,x,(T),C €
M, (T) plati

(AB)C = A(BC).

Piiklad 2.10. Vytvoite v programu Wolfram Mathematica matice A, B,C € My(T)
jejichz prvky budou ndhodné vygenerovana cela ¢isla. Proved'te sou¢in téchto matic a

zaroveh ovéite, ze pro tyto tii matice plati (AB)C = A(BC).
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In[27]:= a=RandomInteger[{0,10}, {4,4}]
b=RandomInteger[{0,10},{4,4}]
c=RandomInteger[{0,10},{4,4}]

Out(32]={{2,8,2,9},{10,2,0,5},{8,4,9,1},{4,1,5,1}}
Out([32]={{9,6,10,2},{9,5,1,5},{0,5,3,8},{1,0,8,0}}

out[32]={{10,5,4,2},{7,4,1,4},{1,2,4,6},{5,1,9,3}}
In[30] := MatrixForm[ (a.b) .c]
1830 1015 1422 1262
1912 1159 1360 1448
Out [341=1 9540 1343 1997 1708
1167 627 971 851
In[(30]:=(a.b).c == a. (b.c)

Out [30]= True

Zdrojovy kod 12 Nésobeni matic

2.4 Elementarni pravy matic

Jestli je matice A = (a;;) nad T typu m x n, pak se fadky matice A mizeme povazovat

za vektory aritmetického vektorového prostoru 7.

Definice 2.14. Radkové elementarnimi dpravami matice A nazyvame:

1. vyména dvou libovolnych radku v A,
2. vynésobeni i-tého fadku v A ¢islem ¢ € T, které je ruzné od nuly,

3. pric¢teni libovolného nasobku nékterého fadku z A k jinému fadku v A.

Definice 2.15. Sloupcové elementarnimi ipravami matice A nazyvame:

1. vyména dvou libovolnych sloupci v A

2. vynasobeni j-tého sloupce v A ¢islem ¢ € T, které je rizné od nuly
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3. pric¢teni libovolného nasobku nékterého sloupce z A k jinému sloupci v A

Piiklad 2.11. Aplikujte postupné radkové elementarni apravy na matici A pokud

o

I
© 00
o oo
OIS TN

Prvni dpravou je pfic¢teni druhého fadku matice k fadku prvnimu:

—_
—_

N

I
© o ©
S SRS |

7
3

Druhou dpravou je vynasobeni tiettho fadku matice ¢islem 2:

9 7 11
A=18 2 7
18 18 6

Tteti apravou je pri¢teni dvojnasobku druhého radku matice k fadku prvnimu:

25 11 25
A=18 2 7
18 18 6

Piiklad 2.12. Aplikujte postupné sloupcové elementarni ipravy na matici A v pro-

gramu Wolfram Mathematica

12 9 2
4o 7
s 7 0

1 19 —6

1. Pfic¢téte druhy sloupec matice k sloupci tfetimu
2. Vynéasobte prvni sloupec matice ¢islem 2

3. Vyméite druhy a prvni sloupec matice
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In[31]:= Az{{12/9/2}r{4114r7}r{81710}1{11191_6}};
In[32]:= MatrixForm[A[[All,3]]=A[[All,2]]1+A[[A1lLl,3]]]
11
21
Out [32]= 7
13
In[33]:= MatrixForm[A]
12 9 11
_ 4 14 21
Out [33]//MatrixForm= g 7 7
1 19 13

Zdrojovy kod 13 Pricteni druhého sloupce matice k sloupci tfetimu

In[(34]:= A[[A1ll,1]]1=2+A[[A1ll,1]]
In[35] := MatrixForm[A]

24 9 11

8§ 14 21
Out [34]= 6 7 7

2 19 13

Zdrojovy koéd 14 Vynasobeni prvniho sloupce matice ¢islem 2

In[36]:= A[[Al1l,{1,2}]]=A[[Al1,{2,1}]];
In[37]:= MatrixForm[A]

9 24 11

14 8 21
Out [34]= 7 16 7

19 2 13

Zdrojovy koéd 15 Vyména sloupcti matice




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 27

Definice 2.16. Jsou-li A, B € M,,,(T), pak fekneme, Ze matice B je fadkové, re-
spektive sloupcové, ekvivalentni s matici A, muze-li matice B vzniknout z A pomoci

kone¢ného poctu elementarnich transformaci. Zapisujeme jako A ~ B.
Piiklad 2.13. Ovéite, zda jsou matice A a B tadkové ekvivalentni, je-li

1 0 2 1 1 2 1
A= o[t " .
2 3 —2 9 03 —6 0

K druhému Fadku matice A pFic¢teme (—2)-nasobek Fadku prvniho.

Ao f(ro 21y (roo 21y
2 3 —2 2 03 —6 0

Pokud bychom vykonali fadkovou elementarni apravu na matici B, ktera je opac¢né k

predchozi operaci, tj. pri¢teme 2-nasobek prvniho fadku k fadku druhému, plati

1 2 1 1
B 0 N 0 21\ _,
03 —6 0 2 3 -2 2
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3 DETERMINANTY

Jako determinant chapeme c¢islo, které urcitym zpusobem charakterizuje ¢tvercové ma-
tice. Determinant se z definice pocita pomérné slozité a nez bude zavedena samotné

definice je nutnosti zminit pojem permutace.

3.1 Permutace

Definice 3.1. Je-li kone¢na mnozina A = {ay,aq,...,a,}, kde n > 1 tak pofadim 7
mnoziny A nazveme libovolnou posloupnost 7 = (ay,, ag,, - - -, ax,) takovou, ze kazdy

prvek z A je v ni zastoupen pravé jednou.

Véta 3.1. Pro kazdou n-prvkovou mnozinu pro kterou plati n > 1 existuje pravé n!

poradi.
Definice 3.2. Zakladnim potradim na mnoziné A = {1,2,...,n} rozumime poradi
7 = {1,2,...,n}. Permutaci na mnoziné A rozumime kazdou bijekci A na A a je-li

permutace P mnoziny A, pak ji muzeme zapisovat ve tvaru

p_ a as ... anp .
(P(al) P(ay) ... P(an)>

Tedy permutaci je mozno zapsat pomoci dvou poradi, které se stru¢né zapisuji jako

Pokud je m; sefazeno v zakladnim pofadi 1,2,...,n tak se zpravidla nepiSe.

Priklad 3.1.

p_(213 54\ (35412
“\3 1542 \54213

jsou dva zapisy téze permutace P na mnoziné {1,2,3,4,5}.

Véta 3.2. Pro kazdou n-prvkovou mnozinu pro kterou plati n > 1 existuje pravé n!

permutaci.

Piiklad 3.2. Najdéte v programu Wolfram Mathematica v8echny ¢tyiprvkové permu-

tace mnoziny A, je-li

A={1,2,34}
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a zjistéte poté jaky je celkovy pocet jednotlivych permutaci pomoci Véty 3.2.

In[38] := Permutations|[{1,2,3,4},{4}]
Out[38]={{1,2,3,4},1{1,2,4,3},1{1,3,2,4},{1,3,4,2},{1,4,2,3},
{1,4,3,2},{2,1,3,4},1{2,1,4,3},1{2,3,1,4},{2,3,4,1},
{2,4,1,3y,1{2,4,3,1},1{3,1,2,4},1{3,1,4,2},{3,2,1,4},
{3,2,4,1},{3,4,1,2},1{3,4,2,1},1{4,1,2,3},{4,1,3,2},

{4,2,1,3},1{4,2,3,1},1{4,3,1,2},{4,3,2,1}}
In[39]:= 4!
Out [39]= 24

Zdrojovy koéd 16 Permutace

Definice 3.3. Je-li m = (ky, ko, ..., k,) pofadi, pak prvky k; a k; tvoifi v pofadi =

inverzi, je-li splnéno ¢ < j a k; > k;.
Ptiklad 3.3. V poradi 7 = (2,3,1,5,4) tvoii inverze dvojice prvki
(2,1),(3,1),(5,4).
Pocet inverzi v 7 se oznacuje jako [r]. Z predchoziho piikladu je
[1] = 3.

Definice 3.4. Znaménkem pofadi 7 se rozumi ¢islo sgnm = (—1)I7. Je-li vysledna
hodnota sgnm = 1, pak se pofadi 7 nazyva sudé a pokud je vyslednd hodnota sgnn =
—1 hovofime o lichém potadi.

P¥iklad 3.4. Pro pofadi m = (4,3,2,5,1) plati [7] = 7, tedy sgnm = (—=1)" = —1.
Poradi 7 je liché.

Definice 3.5. Znaménkem permutace

P o aq (05} Ce Qpn - T
P(ay) Plag) ... P(ay) o
rozumime ¢islo sgn P které je rovno +1 pokud je sgn m = sgn s, a je rovho —1 pokud

plati sgnm; = —sgnmy.

Piiklad 3.5. Zjistéte jaké znaménko ma nésledujici permutace

P:41253:7r1
4 3 21 5 P

Hodnota [m;] = 4 a hodnota [ms] = 6, tj. sgnm = 1,sgnme = 1, 7z ¢ehoz sgn m; = sgn my.

Znaménko permutace P je tedy +1.
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3.2 Determinant ¢tvercovych matic

Determinantem rozumime prvek, prifazeny ¢tvercové matici nad komutativnim télesem
T. Jinak muzeme determinant oznacit jako soucet vSech souc¢ini prvku této matice
takovych, ze v zadném z uvedenych souc¢inu se nevyskytuji dva prvky z téhoz rfadku
ani z téhoz sloupce.

Kazdému soucinu se pfitom piifazuje znaménko + pokud jde o sudou permutaci a

znaménko — pokud se jedna o lichou permutaci.

Definice 3.6. Matice A stupné n nad télesem 7T se zapisuje

ay;; a1 ... QAip

91 A22 ... QAip
A=

Ap1 An2 ... Qpp

Determinantem této matice pak rozumime prvek detA z télesa T takovy, Ze

detA = ngnP CQigy  Aky - - Gk,
P
kde s¢itdme pies vSechny permutace
p_ 1 2 ... n B 1 2 . n
ki ke ... k, P(1) P(2) ... P(n)
mnoziny {1,2,...,n}.
Kazdy ze sou€int aq, - gk, - - . . - Gnk, Se nazyva clen determinantu detA.

Determinant matice A se také oznacuje jako |A|, popfipadé i jako

ai;r Q12 ... QAip

21 Q99 ... QAip
detA = |A| =

Ap1 QAp2 ... QApp

3.2.1 Vlastnosti determinantu

1. Ma-li ¢tvercova matice v libovolném tadku nuly, pak je detA = 0. Podle definice
determinantu se v kazdém clenu vyskytuje pravé jeden prvek z i-tého radku, musi
byt kazdy ¢len determinantu roven nule, coz implikuje to, Ze je i cely determinant

roven nule.
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3.3

Ma-li matice A € M, (T) vSechny prvky pod hlavni diagonalou rovny nule, pak

je detA roven soudinu ajq - ags - ... - ap, prvki na hlavni diagonéle.

Vznikne-li matice B ze ¢tvercové matice A stupné n zaménnou ¢-tého a j-tého
radku, kde 7 # j, potom detB = —detA.

Vznikne-li matice B vynésobenim i-tého fadku matice A € M,,(T) prvkem ¢ € T,
pak plati detB = ¢ - detA.

Necht A € M,(T). Vznikne-li matice B € M,(T) z matice A tak, Ze k libo-
volnému fadku matice A pti¢teme libovolnou lineadrni kombinaci ostatnich fadku
této matice, pak plati detB = detA.

Jsou-li fadkové vektory matice A € M, (T) linearné zavislé, pak detA = 0. Z ¢eho
plyne, Ze jestlize se v matici A € M, (T) rovnaji i-ty a j-ty Fadek, kde ¢ # j,
potom detA = 0.

Pro kazdou ¢tvercovou matici A € M, (T) plati det AT = detA coz vlastné zna-
mené, ze napiiklad misto fadki matic u elementarnich tprav 1ze také analogicky

pouzivat sloupce matic.

Vypocet determinanti

3.3.1 Determinant matice 1. stupné

Ctvercovd matice prvniho stupné ma pouze jeden Tadek a jeden sloupec a je tedy

ziejmé, 7ze obsahuje pouze jednu hodnotu, ktera je zaroven i determinantem. Plati-li,

ze je matice stupné 1, tj. A = (aq1), pak je detA = aq;.

V praxi se ale tento typ matic témeér nepouziva, jelikoz se v piipadé ¢iselnych matic

jedna ptfimo o klasicka ¢isla.

Priklad 3.6. Je-li

pak detA = 3.

3.3.2 Determinant matice 2. stupné

Matice druhého stupné je definovana jako

aix a2
Q21 A22
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Cleny determinantu det A jsou soudiny aii-ass a aq2-as;. Za pomoci permutaci je mozné

zjistit znaménka téchto soucini a to tak, ze

1 2 ] 1 2 ]
SN =1, SN = —
s 1 2 s 2 1

Vyslednou hodnotou je tedy detA = aq1 - agss — a2 - as1.

Priklad 3.7. Urcete determinant matice A, kdyz

3 2
sgn :
s 4 5
detA=3-5—-2-4=T.

3.3.3 Determinant matice 3. stupné

Matice tietiho stupné je definovana jako

11 aiz2 A3
Q21 Ag22 Q12

a31 dazz2 G33

Podle definice permutace je opét mozné zjistit pocet ¢lenit determinantu a jejich zna-

ménka. Téch je tedy celkové 3! = 6.
, sgnm =41, Cclen determinantu aiy - ass - ass

, sgnm =41, C¢len determinantu ais - as3 - as;

N W = W W W

, sgnm =41, C¢len determinantu a3 - asy - ass

, sgnm = —1, ¢len determinantu a;3 - ass - ass

2

2

2

3
. <1 2
31
2

2

2

1

2 .

5 , sgnm = —1, clen determinantu ayy - asy - ass

— =N =W

3
3) , sgnm = —1, ¢len determinantu as - ass - as;

Plati tedy

detA = a11-ag2-asz+a12-ag3-a31 +a13- Ao1 - A3z — Q13- A21 - A32 — Q12 A3 - A31 — Q11 - A21 - A32.
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Tento vzorec je jednoduseji zapamatovatelny pomoci nasledujiciho pravidla. Jako prvni
krok je nutné provést opis prvniho a druhého fadku matice pod prvky asq,ass,ass pl-
vodni matice. Nejprve se nasobi prvky na hlavni diagondle, dale ve smérech rovnobéz-
nych s diagonélou. Souciny postupné s¢itdme. Poté se nasobi prvky na vedlejsi diago-
néle. Vedlejsi diagonalou rozumime prvky a;;, pro které plati ¢ =1,...,n;j =n+1—1.
Déale ve smérech rovnobéznych s vedlejsi diagonédlou, pficemz v tomto piipadé se sou-
¢iny odecitaji. Tato mnemotechnickd pomiicka se nazyva Sarussovo pravidlo a slouzi

pouze k lepsimu zapamatovani postupu vypoc¢tu determinantu matic 3. stupné.

Priklad 3.8. Urcete determinant matice 3. stupné, kdyz

1 -3 —4
A=1-3 3 -13
—2 9 1
Dle Sarussova pravidla
1 -3 —4
detA = |—3 3 —13 |=3+108—78—-24+117—-9 =117.
—2 9 1

3.3.4 Determinant matice 4. stupné

U matic stupné ¢tyfi a vice, je uz nutné rozlozit determinant na subdeterminanty

nizstho radu.

Definice 3.7. Necht A = (a;;) je matice stupné m x n. Potom se kazda matice, ktera
vznikne z matice A vynechanim nékterych radku, ¢i sloupcu nazyva diléi matice A.
Je-li dil¢i matice matice A Ctvercova, jejim determinantem je subdeterminant matice

A.

Definice 3.8. Je-li A = (a;;) € M,(T), potom se subdeterminant dil¢i matice A;;
stupné n — 1 vzniklé vynechanim ¢-tého fadku a j-tého sloupce nazyva minor matice
A piisludny k prvku a;; a znaci se M,;.

Algebraickym doplitkem prvku a;; rozumime A;; = (—1)"M,;.

Pfiklad 3.9. Jaka je hodnota algebraického dopliikku A;3 matice

1 2 4
A= 2 -4 5
-3 9 =5

Pro minor této matice plati M3 = 18 —12 = 6, kdy A3 = (—1)'13.6 = 6. Algebraicky
doplnék A3 je roven 6.
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Véta 3.3. (Laplaceova véta) Necht A = (a;,) € M, (T). Pak

e pro kazdé ¢+ = 1,...,n plati

zn:aik/tik = detA

k=1

e pro kazdé i,j =1,...,n,i# j plati

ZaikAjk = 0.
k=1

Priklad 3.10. Vypocitejte hodnotu determinantu matice

6 —2 1 1
2 -3 2 -1
A —
0 4 0 0
3 1

V ptipadé vypoctu determinantu matice vyssitho fadu je vyhodné vyuzit vlastnosti
determinantu. Proto v tomto pifipadé bude nejvyhodnéjsi rozvinout determinant podle

3. tadku, jelikoz obsahuje jenom jeden nenulovy prvek. Vynechavame tedy 3. fadek a

2. sloupec.
-2 1 1
3 2 —1 !
=4 (=1)3*2 2 -1 |=
0 40 0 5
1 31 2

—4-[24—14+2—(2—644)] = —4-25 = —100.

Piiklad 3.11. Vypocitejte determinant matice

—2 4 -2 6
9 12
20 21

—3 15 -3 6

V pripadé tohoto prikladu neni tfeba provadét rozvoj, jelikoz se v 1. a 3. sloupci nachézi
totozné hodnoty a tim padem jsou sloupce linearné zéavislé. Vzhledem k vlastnostem

determinantu je tedy
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-2 4 =26

19 1 2
=0.

2 0 2 1

-3 15 -3 6

Piiklad 3.12. Vypocitejte v program Wolfram Mathematica determinant matice

210 5 9
1 00 6 6
B=1023 9 0
103 8 1
21 1 11 2

In[40] ::B:{{2r 110151 9}1 {110101 6/ 6}1{012131 910}1{110131811}1
{2,1,1,11,2}};

In[41]:= Det[B]
Out[41]= -512

Zdrojovy koéd 17 Vypocet determinantu

3.4 Inverzni matice

Definice 3.9. Ctvercova matice A fadu n se nazyva regularni, kdyz je tvorena line-
arné nezavislymi radky. Ctvercovd matice A faddu n se nazyva singularni, jestlize neni

regularni, tj. obsahuje fadky, které jsou linedrné zavislé.

Definice 3.10. Je-li ¢tvercova matice A fadu n pak se matice B nazyva inverzni matice

k matici A jestlize
AB=BA=F.
kde F je jednotkova matice.

Véta 3.4. Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Pak k matici A existuje inverzni matice
pravé tehdy, kdyz A je regularni. Inverzni matice k matici A je urCena jednozna¢né.

Inverzni matice k regularni matici A se zna¢i symbolem A1

Véta 3.5. 1. Plati-li pro matice A, B vztah AB = FE, paktaké BA=Fa A= B!,
B=A""
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2. Pro determinant inverzni matice k regularni matici A plati

detA—1 = )
¢ det A

3. Bud A regularni matice. Pak A™! je regularni a plati
(A H 1= A
4. Pro libovolné regularni matice A, B plati
(AB)"' =B 1AL

5. Je-li A regularni matice a B matice takova, ze AB =0, pak B = 0.

6. Je-li A regularni matice a B matice takova, ze AB = A nebo BA = A, pak
B=F.

Véta 3.6. Ma-li inverzni matice A~ prvky a;;, kde ¢ je fadek matice a j je sloupec
matice, pak
(1) - My

detA

CLZ'j =

kde Mj; je subdeterminant matice A, ktery vznikl vynechanim j-tého fadku a ¢-tého

sloupce.

Piiklad 3.13. Vypocitejte inverzni matici k matici

A:(j ;)_

K fteseni toho typu ptikladu lze pouzit fadkové elementarni transfromace uvedené v
Definici 2.14. Napravo vedle matice A se pripiSe jednotkova matice a na tuto nové
vzniklou matici A|E € May4(T) aplikujeme koneény pocet fadkovych elementarnich

transformaci takovych, Ze se pozice jednotkové matice posune na levou stranu. Na pravé

2 1110
4 3|10 1

Prvni fadkovou tpravou bude vynasobeni prvniho fadku matice ¢islem (—2) a nasledné

strané bude matice inverzni.

pric¢teni k fadku druhému. Dostavame tedy
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2 1 10
0 1]-21

Druhou fadkovou upravou bude vynasobeni druhého Fadku matice ¢islem (—1) a pii-

2 0] 3 -1
0 1{-2 1

Poslednim krokem bude vydéleni prvniho fadku ¢islem 2 a po této operaci dostavame

10
01

Inverzni matice matice A je tedy

¢teni k radku prvnimu.

feSeni tohoto prikladu

Priklad 3.14. Vypocitejte inverzni matici k matici A za pomoci subdeterminanti z

Véty 3.6.
A 3 4
78

Pro prvek aj;" inverzni matice A~! plati

-1 _
a, = ————— = —2

Pro prvek aj; inverzni matice A~! plati

.77
e
—4

Pro prvek a,;" inverzni matice A~' plati

1241
—4

Pro prvek a,, inverzni matice A~! plati

242
P S
22 _ 4
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Vysledna inverzni matice ma tedy tvar

2 1
A=1 7 3
4 4

Piiklad 3.15. Najdéte inverzni matici k matici A v programu Wolfram Mathematica

je-li

3 -4 5 10
2 —

A 3 1 9
3 -5 -1 7
3 =4 5 15

In[18]:= A = {{3,-4,5,10}, {2,-3,1,9}, {3,-5,-1,7},
{31_415115}};

In[19] := MatrixForm[Inverse[A]]
64 104
— 29 —-11 ———
5 5
38 18 7 63
out[34]=| 5 5
-1 -3 1 2
1 0 0 1
5 5

Zdrojovy koéd 18 Inverzni matice
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4 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

4.1 Hodnost matice

Definice 4.1. Hodnosti matice A € M,,«,(7T) rozumime pocet prvki maximalniho

linedrné nezavislého systému fadka matice A. Hodnost matice A se znadi jako h(A).
7 vyse uvedené definice tedy piimo vyplyva ze

e Hodnost nulové matice je rovna 0

e Hodnost nenulové matice je > 1

e Hodnost diagonalni matice je rovna poc¢tu nenulovych radki.

Véta 4.1. Ctvercova matice A stupné n je regularni, je-li h(A) = n (tedy je tvofena

linedrné nezavislymi radky). Ctvercova matice A stupné n je singularni je-li h(A) < n.

VSechny tadkové ekvivalentni matice maji stejnou hodnost. Jinak feceno, je mozné
pouzit konecné mnozstvi radkovych elementarnich tprav a hodnost matice zistane

poréad stejna.

Ptiklad 4.1. Urcete hodnost matice A pomoci elementarnich fadkovych transformaci.

1
A=11 2 -1
6 3

Prvnim krokem bude vymeéna druhého fadku a prvniho rfadku. Tim dosdhneme toho,
ze bude prvek ay; = 1, coz vyrazné usnadni dalsi dpravy. K druhému fadku poté
pfi¢teme prvni fadek vynasobeny ¢islem (—2) a ke tietimu fadku pfi¢teme prvni rfadek
vynésobeny ¢islem (—1). Posledni tipravou bude pfi¢teni druhého fadku vynasobeného

Cislem 2 k fadku tifetimu.

2 2 1 1 2 —1 1 2 -1 1 2 -1
A= 2 -1{~12 2 1|~|0 =2 =3|~10 -2 =3
16 3 16 3 0 4 4 0 0 10

Ziskali jsme matici, kterd méa vSechny prvky na hlavni diagonéle nenulové. Tedy tato

matice ma (a tedy i matice piuvodni) hodnost 3.

Véta 4.2. Hodnost matice A je rovna maximélnimu stupni nenulového subdetermi-

nantu matice A.
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Piiklad 4.2. Urcete hodnost matice A pomoci subdeterminantti (minort).

2 -2 18 2
A= 5 =3 5 1 6
-1 1 3 2 -3

Vybereme naptiklad ¢tvercovy subdeterminant 2. stupné obsahujici prvek ay; = 2

2 =2
5 —3

=4

Tedy h(A) > 2. Dale vybereme ¢tvercové subdeterminanty 3. stupné

2 =21 2 =2 8
5 —3 3| a 5 =3 1
-1 1 3 -1 1 2

Protoze jsou oba tyto subdeterminanty nenulové, plati h(A) = 3.

4.2 ReSeni soustav linearnich rovnic

Definice 4.2. Soustavou m linearnich rovnic o n nezndmych nad télesem 7T rozumime

soustavu ve tvaru

anxry + apls + ...+ aT, = by

a91%1 + A92To + ... + Aop Ty = by

Am1T1 + QmaXo + ... + CGn Ty, = b,

kde a;; € T jsou koeficienty soustavy rovnic, xi,...,x, jsou nezndmé. Prvky b; € T,
kde ¢« = 1,2,...,m, jsou absolutni ¢leny soustavy nebo také prava strana soustavy.
Pokud plati b; = 0 pro kazdé + = 1,2,..., m, pak se soustava nazyva homogenni. V

opa¢ném piipadé se nazyva nehomogenni.

Uvedeny systém line4drnich rovnic 1ze stru¢néji zapsat i jako:

n

Zaij—x]— =b, 1<i1<m

=1

Definice 4.3. Uvazujeme-li soustavu rovnic z piedchozi definice, potom matici
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a1 a1 ... Qip a1 a2 ... Qp bl

a921 a992 ... QA1p 921 929 ... Qip bg
A= _ |, resp. Alb=

m1 Am2 ... Gmnp m1 Am2 ... Gmp bm

nazyvame matici soustavy linearnich rovnic, resp. rozsifenou matici soustavy linearnich

rovnic.

Oznacime-li

T1 by
. i) - b2
7T = abl = ,
Ty b

Pak soustavu linearnich rovnic mizeme zapsat ve tvaru
AT =T,

Definice 4.4. Uvazujeme dva systémy linearnich rovnic A7 = b, By = & Rekneme,

7e tyto systémy jsou ekvivalentni a piSeme AX = b ~ By = ¢, jestlize mnozina vsech

feSeni systému AZ = b splyva s mnozinou vSech feSeni systému By = C.

Ekvivalentni systémy rovnic musi mit stejny pocet nezndmych z1,...,x,, ale mohou

se liSit po¢tem rovnic.

Definice 4.5. Soustava linearnich rovnic A7 = b se nazyva feSitelna, pokud existuje

alespon jedno jeji feseni.

Véta 4.3. (Frobeniova véta) Systém m linearnich rovnic o n neznamych A7 = b ma

feseni pravé tehdy, kdyz hodnost matice A je rovna hodnosti matice rozsifené (A|b).

Véta 4.4. Jsou-li AT=10a By = ¢ dvé soustavy nehomogennich linearnich rovnic o n
neznamych takové, 7e jejich rozsifené matice (A|b) a (B|c) jsou Ffadkové ekvivalentni,

pak jsou tyto soustavy ekvivalentni.

Na zakladé predeslé véty je zalozena také metoda FeSeni soustav linedrnich rovnic zvana
Gaussova elimina¢ni metoda. Tato metoda spociva v aplikaci fadkovych elemen-
tarnich tprav na rozsifenou matici soustavy tak, aby se pod hlavni diagonalou této
matice nachéazely pouze nuly. Takto upravena matice odpovida soustavé rovnic, ktera

je ekvivalentni se soustavou pivodni.
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Piiklad 4.3. Reste zadanou soustavu rovnic v prostiedi Wolfram Mathematica.

T1+ 229+ 323 =14
3r1 + 229+ x3 = 10
31’1 +ZE2+2!E3 = 11

In(4]:= Solve[{x1+2x2+3x3==14,3x1+2x2+x3==10, 3x1+x2+2x3==11},
{x1,x2,x3}]
Out[4]= {{x1->1,x2->2,x3->3}}

Zdrojovy kod 19 Reseni soustavy rovnic

Vystupem programu jsou nalezené hodnoty feSeni soustavy rovnic x1 = 1,29 = 2, 23 =

3.

Piiklad 4.4. Reste nasledujici systém rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody.

ZL’1—|—4£U2—JZ3:6
2$1+3$2+1’3:2
31’1+7l’2+2$3 =18

Prvnim krokem bude pfepsani soustavy rovnic do tvaru odpovidajici rozsifené matice.

1 4 -1|6
2 3 1|2
3 7 2]18

Nyni se je potieba upravit matici pomoci elementarnich transformaci tak abychom
doséhli tzv.schodovitého tvaru matice. Matice je ve schodovitém tvaru, jestlize pripadné
nulové radky jsou usporadany na konci matice a nenulové fadky jsou usporadany tak,
7e kazdy nasledujici fadek zac¢ind vétsim poctem nul nez fadek predchozi. Vynasobime
tedy 1. fadek ¢islem (—2) a pfi¢teme k 2. fadku. Opét vynasobime 1. fadek, ale v tomto

piipadé ¢islem (—3) a pri¢teme k 3. fadku.

1 4 -1 6
0 -5 3|-10
0 -5 5 0

V poslednim kroku sta¢i vynasobit 2. fadek ¢islem (—1) a pricist k 3. fadku matice.

1 4 -1 6
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Z posledniho radku matice dostavame rovnici

21’3 =10

T3 = 5)
Po dosazeni hodnoty x3 do druhého tadku soustavy rovnic dostavame

—5x9 + 3z3 = —10
—brs+3-5=—-10
—51'2 =—-25

To = 5
7Zbyva uz jen dosadit hodnoty x5 a x3 do prvniho fadku rovnice ktera je ve tvaru

I1+4I2—l’3:6
r1+4-5—-5=6

ZL‘1:—9

7 posledni matice bylo jasné, Ze hodnost ptvodni matice a hodnost rozsifené matice
je 3, tedy soustava je feSitelna a jelikoz ma posledni matice stejny pocet rfadkua jako

pocet nezndmych, mé zadand soustava jediné feseni. Tim je z; = —9, 29 = 5, x3 = 5.

Piiklad 4.5. Vyfeste nésledujici systém rovnic pomoci Gaussovy elimina¢ni metody

v programu Wolfram Mathematica.

8131 —I2—2Q33:0
—x1 + Tx9g — 23 = 10
—21’1 — T + 9IL‘3 =23

In{l]:= A= {{8,-1,-2,0}, {-1,7,-1,10}, {-2,-1,9,23}}
out[l]: {{81_11_210}1 {_1/71_1110}1 {_21_119123}}

In[2] := RowReduce[A]
Out(2]= {{1,0,0,1}, {0,1,0,2}, {0,0,1,3}}

In[3]:= MatrixForm|[%]
1 0 0 1

out[34]=|0 1 0 2
001 3

Zdrojovy kod 20 Gaussova elimina¢ni metoda
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Vystupem programu je redukovand matice jejiz obsah lze po piepsani do soustavy

linearnich rovnic interpretovat jako:
T = 1,1’2 = 2,$3 = 3.

Véta 4.5. (Cramerovo pravidlo) Necht AZ = b je soustava n linearnich rovnic o n

neznamych (n > 1) takova, ze detA # 0. Potom pro kazdé j = 1,...,n plati

detAj
T detA”

Kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b.

Piiklad 4.6. Néasledujici systém rovnic feSte Cramerovym pravidlem

201+ 209 — x5+ 24 =4

4z 4+ 319 — 23+ 224 = 6
8r1 + dxy — x5+ 4wy = 12
321 +3x9 — 223+ 224 =6

Vypocet zahdjime prepisem soustavy rovnic do maticového tvaru.

(NG VN

2
3
5 =3
3

W 0 = N

Determinant této matice je roven 2, takze je mozné aplikovat Cramerovo pravidlo. Je-
likoz se v zadani nachézi 4 neznamé, musime vytvorit 4 nové matice z matice ptivodni,

u kterych bude sloupec pocitané nezndmé nahrazen sloupcem hodnot pravé strany rov-

nice.
Pro x1 :
2 —1 1
3 —1 2
A=
12 5 -3 4
6 3 —2 2

Determinant této matice je roven 2, tedy plati z; = 3= 1.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 45

Pro x5 :
2 4 -1 1
4 6 -1 2
Ay =
8 12 -3 4
3 6 -2 2

2
Determinant této matice je roven 2, tedy plati zo = 3= 1.

Pro z5 :
2 2 1
4 3 2
Az =
8 5 12 4
33 6 2
-2
Determinant této matice je roven —2, tedy plati x3 = —5 = —1.
Pro x4 :
2 2 -1 4
4 3 -1 6
Ay =
8§ 5 =3 12
33 -2 6
-2
Determinant této matice je roven —2, tedy plati x4 = —5 = —1.

Piiklad 4.7. Aplikujte Cramerovo pravidlo v prostiedi Wolfram Mathematica pomoci

jednoduché funkce, je-li:

[L’1—|—2332—£B3:1
—2I1+ZE2—3[E3:2

2131 — T3 = —2
tedy rozsifena matice soustavy je
1 2 -1 1
Ab=1| -2 1 -3| 2

2 0 —-1]-2
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In[13]:= A = {{1, 2, -1}, {-2, 1, -3}, {0, 2, -11}};
b= {1, 2, -2};
In[15]:= VypocetX[x_, matice_, vektor_] :=
Module|[ {detA, detAx, B},
B = matice;
B[[All, x]] = vektor;
detAx = Det[B];
detA = Det[matice];
Return|
detAx/detA]]
In[l16]:= {x_1 -> VypocetX[1l, A, Db],
X_2 —> VypocetX[2, A, bl,
xX_3 —-> VypocetX[3, A, bl}

Out[16]

{x. 1 -> 3, x 2 —-> —(14/5),

X_3 —> —(18/5)}

Zdrojovy koéd 21 Cramerovo pravidlo
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5 VYUZITI LINEARNI ALGEBRY V PRAXI

5.1 Sifrovani

Sifrovani vyuziva z linearni algebry teorii matic a jejich vlastnosti, které jsou pro tyto
ucely velice vhodné. NejvyznamnéjSim zpusobem je substitu¢ni Hillova Sifra, kterd se
hojné vyuziva v klasické kryptografii. Vyuziva linedrni tranformace bloku kédované

zpravy za pomoci nasobeni matic.

Pouzivana abeceda muze byt napiiklad anglického typu vyuzivajici pismena A-Z bez
diakritiky. V pripadé Ceského jazyka muzeme vyuzit i diakritiku a pokud to okolnosti
vyzaduji, je mozné vyuzit i interpunkéni znaménka. Kazdé pismeno, ¢i znak je reprezen-
tovano libovolnym ¢islem v rozmezi rozsahu pouzivané abecedy. V piipadé anglického

typu by byly jednotlivé znaky reprezentovany ¢isly v rozmezi 0-25.

Zpravou miize byt libovolny text, po kterém pozadujeme zaSifrovani a nasledné desif-
rovani u pifjemce zpravy. Kodovana zprava musi obsahovat pouze znaky definované

abecedy. Znaky zpravy muzeme ukladat do matice.

Sifrovacim kli¢em je matice, kterou pouzijeme na zakédovani pozadované zpravy. Tento

kli¢ ale musi spliiovat nasledujici podminky:

e Matice klice je ¢tvercova stupné n a zaroven plati, Ze pocet znaku zpravy je

délitelny n.
e Determinant matice klice a pocet znaki abecedy musi byt nesoudélné ¢isla.
e Matice je reguléarni.

Desifrovacim klicem je matice inverzni k Sifrovacimu klici.

Samotné Sifrovani je reprezentovano maticovym néasobenim. Vytvoiend matice z po-
zadované zpravy se vynasobi s vhodné zvolenym Sifrovacim klicem. Na kazdy prvek
matice vzniklé nasobenim se poté provede celoc¢iselné déleni s poctem prvku abecedy.
Vysledkem je zaSifrovand zprava jak v ¢iselné podobé, tak i v podobé textové.

Stejné znaky nejsou ale vzdy reprezentovany stejnym znakem v zaSifrované podobé a to
z toho divodu, ze Hillova Sifra prevadi celé m-tice znaki, a ne pouze kazdy jednotliveé.

Proto neni viibec jednoduché tuto Sifru prolomit.

Desifrovani zpravy probihé na stejném principu jako Sifrovani. Zasifrovanou zpravu pre-

vedeme do ¢iselné podoby a vepiSeme do matice. Matici nasledné vynasobime inverzni
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matici klice. Na vyslednou matici opét aplikujeme celociselné déleni poctem prvki abe-
cedy.

Vysledna desifrované zprava je stejnd, jako zprava, ktera byla Sifrovana.

5.1.1 Hillova 8ifra v prostiedi Wolfram Mathematica

Prvnim krokem k vytvoieni zaSifrované zpravy je zvoleni vhodné abecedy. Pro tucely
demonstrace koédu byla zvolena abeceda anglického typu obsahujici pouze velka, mala
pismena bez diakritiky, doplnéné o interpunkéni znaménka a mezeru. V druhém kroku

dojde k ulozeni hodnoty délky zvolené abecedy do proménné.

In[(l]:= Abeceda =
"abcdefghijklmnopgrstuvwxyzABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ .72, !’ "
DelkaAbecedy = StringLength[Abecedal];

In[2]:=Zprava = " ";

Zdrojovy koéd 22 Vytvoreni abecedy a zpravy

V nésledujicim kroku je nutné vytvorit matice klice, ktery bude slouzit pro Sifrovani
nami zvolené zpravy. Vytvorend matice je stupné n, pro 2 < n < 9. Je nutné si dat
pozor aby determinant téchto matic nebyl soudélny s poctem znaki zvolené abecedy.

Pro byla zvolena abeceda o prvociselné délce. Konkrétné 59 znakii.

In[2241] := MatrixForm|[Klic5]

5 —2 -9 -6 —4

—4 =2 1 -7 -3

out[34]= |7 6 -1 —6 -8
4 7 —4 1 =7

9 6 —8 6 2

Zdrojovy kod 23 Matice klice

Po vytvofeni matice kli¢e je nutné vytvorit kli¢ inverzni, ktery bude slouzit k deSifro-

vani. Ten bude vytvofen po aplikaci funkce Vytvorlnverzi.
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In[2241]:= VytvorInverzilklic_] := Inversel[klic, Modulus —>
DelkaAbecedy]

InverzniKlic = VytvorInverzi[Klic]

55 1 —6 39 36
54 8 52 1 7
Out[34]= 20 15 24 54 23
58 6 10 5 35
57 43 1 52 1

Zdrojovy kod 24 Inverzni kli¢

7 vystupu funkce TvorbaAsociace je jasné, jaké ¢iselnd hodnota byla prifazena jakému
znaku abecedy.
Po vytvoreni asociace nasleduje vytvoreni jednotlivych funkei, ze kterych se bude skla-

dat funkce vysledna slouzici pro Sifrovani a desifrovani zpravy.

In[1875]:=
Asociace[abeceda_] := PositionIndex@Characters[abeceda] - 1
Tabulka = Asociace[Abeceda]

out[1876]= <|"a"-> {0}, "b"-> {1}, "c"-> {2}, "d"-> {3},

"e" —> {4}, "f"-> {5}, "g"-> {6}, "h"-> {7}, "i"-> (8},

"y o> {9}, "k"-> {10}, "1"-> {11}, "m"-> {12}, "n"-> {13},
"o" —> {14}, "p"-> {15}, "g"-> {16}, "r —> {17}, "s"-> {18},
"M —> {19}, "u"-> {20}, "v"-> {21}, "w"-> {22}, "x"-> {23},
"y" —> {24}, "z"-> {25}, "A"-> {26}, "B"-> {27}, "C"-> {28},
"D" -> {29}, "E"-> {30}, "F"-> {31}, "G"-> {32}, "H"-> {33},
"I" -> {34}, "J"-> {35}, "K"-> {36}, "L"-> {37}, "M"-> {38},
"N" -> {39}, "O"-> {40}, "P"-> {41}, "Q"-> {42}, "R"-> {43},
"S" -> {44}, "T"-> {45}, "U"-> {46}, "V"-> {47}, "W"-> {48},
"X" > {49}, "Y"-> {50}, "z"-> {51}, " "-> {52}, "."-> {53},
"M > {54}, ","-> {55}, "I"-> {56}, "/"-> {57}, "-"-> {58}[>

Zdrojovy koéd 25 Vytvoreni asociace znakt s ¢isly
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Funkce Add slouzi k tomu,aby byl text doplnén o tolik znaki mezer, aby vyhovoval
sifrovacimu kli¢i. Princip funkce stoji na celo¢iselném déleni. Vystupem je text jiz

doplnény o znaky mezer.

Add[text_, klic_] :=

Module|[ {Vydel, NewString},

Vydel = Mod[StringLength[text], Length@klic];
NewString = Table[" ", Length@klic - Vydell];
StringJoin[text, NewString]]

Zdrojovy kéd 26 Funkce doplnéni zpravy

Funkce ApplyKey slouzi k pfevodu znaku textu do jeho odpovidajici ¢iselné podoby,
podle jiz vytvorené tabulky. Vystupem této funkce je seznam c¢isel jiz zaSifrovaného

textu.

ApplyKey[doplnenytext_ , kod_, klic_] :=

Flatten [Mod|

Partition[Map [Function|[x, kod[x][[1]]], Characters]|
doplnenytext]],

Length@klic] .klic, DelkaAbecedy]]

Zdrojovy koéd 27 Funkce aplikace Sifrovactho klice

Néasledujici funkci je funkce MakeText. Jejim tucelem je pievod zaSifrovaného textu
v ¢iselné podobé zpét do formy znaki. Tento prevod je umoznén pomoci vytvorenych
asociaci z funkce Asociace. Vysledkem funkce MakeText je text v jeho zasifrované nebo

desifrované podobé.

MakeText [zasifrovanytext_, kod_] :=
StringJoin|
Flatten [Map|[Function[x, PositionIndex [kod][[x]]],

zasifrovanytext + 1]]]

Zdrojovy kod 28 Funkce prevodu ¢isel na text
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Funkce HillCiper byla vytvorena slozenim vSech vyse uvedenych funkeci, které na sebe

logicky navazuji. Slouzi jak pro Sifrovani textu, tak i pro jeho desifrovani.

HillCipher[text_, kod_, klic_] :=
MakeText [ApplyKey [Add[text, klic], kod, klic], kod]

Zdrojovy koéd 29 Funkce Hillova Sifrovani

5.1.2 Demonstrace Hillovy Sifry na prikladu

Pro demonstraci funkénosti zdrojového kodu uvedeného v predchozi podkapitole byl
vybran text, po kterém se pozaduje zakodovani, iryvek z knihy Pan prstenii od spiso-
vatele J.R.R.Tolkiena|13].

Abeceda =
"abcdefghijklmnopgrstuvwxyzABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ. !, " =";

Text = ’'Three Rings for the Elven-kings under the sky, Seven
for the Dwarf-lords in their halls of stone, Nine for
Mortal Men doomed to die, One for the Dark Lord on his
dark throne in the Land of Mordor where the Shadows lie.
One Ring to rule them all, One Ring to find them, One Ring

to bring them all and in the darkness bind them in the

Land of Mordor where the Shadows lie.’;

Zdrojovy kod 30 Zvoleni abecedy a vlozeni textu

In[22]:= Cipher = HillCipher|[Zprava, Tabulka, Klic]

Out [22]= "mYju!uS’LZ!FVBwDe!gYHGn.F£fND, i’ EED-wGHtVbHcmgxBL’ .
TRDg.SX!P, zn TIJRWUBixYNRtUJ?LvIDOELpChmVZGumTsRQpEFiR’ zS!?
xm’ LEoPulLDLoickSfs?uk-Ziv’UITa, tDe!
gYdnHUssMd1XbMOUoNUzsixpRYICyt !y’ HgmoXyYjlsGrmnMYnP ! yS1EMg
yPWAdTrfxT.?iPSnaqpVLmBc!tdz-oyRpRxawcDopOwGv’'ma’ .J.S’
dIcbLfQ!e.LrQFYVLmBc!tdz—YmDtKWmLWO?pW?KamJRh-GxRdi?YpBJ’
kJRZs.xawcDSx pUNsKj A?HUzUP?wRzHXvTiVE-VmYl-rwT z!
eGNdjknDzw"

Zdrojovy kod 31 Sifrovani textu
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In[23]:= Decipher = HillCipher[Cipher, Tabulka, InverzniKlic]

Out [23]= "Three Rings for the Elven-kings under the sky,
Seven for the Dwarf-lords in their halls of stone, Nine
for Mortal Men doomed to die, One for the Dark Lord on his

dark throne in the Land of Mordor where the Shadows lie.
One Ring to rule them all, One Ring to find them, One Ring
to bring them all and in the darkness bind them in the

Land of Mordor where the Shadows lie."

Zdrojovy koéd 32 Desifrovani textu

5.2 Geometrické transformace

Geometrické transformace se nejvice pouzivaji v pocitacové grafice. V této kapitole se
budu zabyvat transformacemi, které jsou linearni. Mezi ty se fadi napiiklad otaceni,
posunuti, zkoseni a nebo tfeba zména métitka. Objekty jsou reprezentovany soufadni-
cemi, které se vazi k souradnicovému systému. Geometrické transformace se aplikuji
na jednotlivé body neboli soutadnice objektu, ktery nasledné meéni svoji velikost nebo
polohu. S grafickou transformaci objektu souvisi také transformace bodu P, ktery ma
v kartézské soustavé soufadnice [X,Y]. Transformaci T, kterou aplikujeme na bod P
dostavame bod o soutadnicich [ X', Y”]. Transformaci celého objektu rozumime aplikaci
transformace na v8echny body, ze kterych se objekt sklada, nebo pokud to transformace

dovoluje, tak pouze na parametry jasné urcujici objekt.

5.2.1 Homogenni souradnice

Pro jednodussi vypocty transformaci se vyuziva reprezentace bodu pomoci tzv. homo-
gennich soufadnic. Tato reprezentace se pouziva z divodu, Ze homogenni soufadnice
umoznuji aplikaci zakladnich linearnich transformaci pouze pomoci nasobeni matic,
coz v pripadé kartézskych soutradnic, které jsou nehomogenni neni mozné. Skladéani
transformaci se realizuje jako nasobeni matic a inverzni transformace je reprezento-
vana pomoci inverzni matice. Nyné&jsi grafické procesory s jednoduchosti provadi vyse
uvedené maticové operace a rychlost zpracovani scény se diky specializovanym grafic-
kym kartam neustéle zvySuje. Usporadana trojice ¢isel [x, y, w] predstavuje homogenni

soutadnice bodu P s kartézskymi soufadnicemi [X, Y], plati-li:
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x y
X=— Y=—  w#N.
w

Bod P je svymi homogennimi soufadnicemi urc¢en naprosto jednoznac¢né. Soutadnice w
se téz nazyvame vdhou bodu. Homogenni sofadnice transformovaného bodu P’ [ X', Y]
se oznacuji jako [2/, vy, w']. Casto se volf w = 1, potom jsou tedy homogenni soufadnice
bodu [X, Y, 1]. Obecnou ¢tvercovou matici stupné 3 reprezentujici linearni transformaci

bodu P = [z,y,w] na bod P’' = [2/,y/,w'] je matice A takovi, 7e

/

X X ailz aizg ais

T I _
P™ =y =P -A= Y| - |A21 Q22 23
w w ag1 asz ass

5.2.2 Dvourozmérné geometrické transformace

1. Posunuti

Transformace posunuti nebo také translace bodu P je urcena vektorem posunuti

—

U= (Vg,0y).

Matice transformace posunuti 7' ma tvar

—
(@)
<

8

T(vg,vy) =

o O
o =
-

2. Otoceni
Otéa¢enim, neboli rotaci bodu P kolem pocatku soustavy soutadnic O = [0,0] o

thel a ziskdme bod P’ o soutadnicich

X' = Xcosa — Ysina

Y’ = Xsina + Ycosa.

Matice transformace oto¢eni R ma tvar

cosae —sina 0
R(a) = |sina  cosac 0
0 0 1
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3. Zména méritka
Zména métitka ovliviiuje velikost transformovaného objektu ve sméru soufadni-
covych os. Pokud je absolutni hodnota koeficientu méfitkovani v intervalu (0, 1),
dochazi ke zmenseni a priblizeni transformovaného objektu k poc¢atku soufadnic.
Je-1i absolutni hodnota koeficientu vétsi nez jedna, dojde k prodlouzeni, je-li zna-
ménko koeficientu zaporné, dochazi k prodlouzeni ¢i zmenseni v opa¢ném sméru.

Matice pro zménu méfitka S ma tvar

s, 0 0
S(54,8y) =10 s, 0
0 1

kde s, je koeficient zmény méfitka ve sméru soufadnicové osy x a s, je koeficient

zmény métitka ve sméru souradnicové osy y.

4. Soumeérnost
Soumeérnost, neboli zrcadleni je zvlastnim piipadem zmény métitka, kde se abso-
lutni hodnota koeficientu méfitka rovna jedné. Soumérnost je mozno ve dvouroz-
mérném piipadé rozdélit na soumérnost sttedovou a osovou. Stiedova soumérnost

podle pocatku soutadnicové soustavy je otacenim o 180° resp. zménou méfitka

sy = —1 a s, = —1, zatimco osové soumérnosti ziskdime pieklopenim bodu podle
jedné ze soufadnicovych os. Soumérnost podle osy x mé koeficienty s, = —1 a
sy = 1, obdobné pro osu y je s, =1 a s, = —1.

Matice pro zrcadleni S maji tvar

—1 0 0 -1 0 0
Refy = 0 -1 0|, Ref,= 0 1 0|, Refy,=10 —
0 0 1 0 0 1 0

5. Zkoseni
Transformace zkoseni s koeficientem sh,, (z anglického shear) znamena zkoseni ve
sméru osy x. Analogicky se provadi zkoseni ve sméru osy y s koeficientem sh,,.

Transformac¢ni matice Sh, a Sh, maji tvar

shy 0 1 00
Sh,= 10 1 0|, Shy=|sh, 1 0
0 1 0 01
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5.2.3 Skladani transformaci

P1i aplikovani transformaci na body zvoleného objektu zéalezi na poradi, v jakém se
transformace provadéji. Je totiz rozdil, jestlize bod posuneme a poté otoc¢ime okolo
pocatku soutradnicového systému, nebo zda bod nejprve otoc¢ime a poté provedeme
posunuti. Transformaci vzniklou slozenim z vice transformaci lze vyjadfit jedinou ma-
tici, jiz ziskdme nésobenim matic, reprezentujicich dil¢i transformace. Protoze zélezi
na poradi transformaci, zalezi také na poradi nasobeni matic. Jestlize pouzivime za-
pis P’ = P.A, musime matice reprezentujici nasledujici transformace pridavat do této
transformace zleva. Pokud tedy aplikujeme transformace v poradi 77,75 pak je bod P

transformovan vztahem P’ = 15.7,.P.

5.2.4 Grafické transformace v programu Wolfram Mathematica

Pted zahajenim aplikace transformaci na zakladni matici Basic je dilezité si vhodné
vytvorit funkce, které budou vytvaret body pro objekt z matice transformace a zaro-
ven vykreslovat graf, ktery slouzi k ilustraci a vizudlnimu ovéfeni, zda transformace

probéhla spravné.

xl = x
vyl =

X2 =

b
X
y2 = X
X3 = x
b

y3 =

{x1, y1}, {x2, y2}, {x3, y3}}

Zdrojovy kéd 33 Funkce pro vytvoreni bodu objektu

VykresliGrafly_] :=
Graphics|[{Thickness|[0.01], Red,
Line[{{x1, y1}, {x2, y2}, {x3, y3}, {x1, y1}}1},
Axes -> True,PlotRange -> 3, AxesLabel -> {Style["x"],
Style["y"]}]

Zdrojovy koéd 34 Funkce pro vykresleni grafu objektu
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1. Vytvoieni zdkladniho objektu

1 |In[95] := Basic = {{1, 0O, O}, {0, 1, O}, {1, 1, 1}};

» IMatrixForm|[Basic]

1 1 00
out[34]= [0 1 0
5 1 11
¢ |In[97] := BodyObjektu[Basic]
o lOut[97]= {{0, 0O}, {1, O}, {O, 1}}

1 |In[98] := VykresliGraf[Basic]

Zdrojovy koéd 35 Vytvoreni zdkladniho objektu

PR P T P T
-2 -1 1 2

2L

Obr. 1 Graf zédkladniho objektu
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2.

Transformace posunuti

In[l14]:=TranslateM = {{1, 0, 1}, {0, 1, 1}, {0, O,
In[146]:= Translation = TranslateM.Basic;
MatrixForm|[TranslateM] .MatrixForm[Basic]—>

MatrixForm[Translation]

1 01 1 00 2 1 1
out[34]=]0 1 1 01 0|—1]1 21
0 01 1 11 1 11

In[148]:= BodyObjektu[Translation]
Out[148]= {{1, 1}, {2, 1}, {1, 2}}

In[149]:= VykresliGraf[Translation]

1h}s

Zdrojovy kod 36 Posunuti objektu

L P L
-2 -1 1

oL

Obr. 2 Graf posunuti objektu
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3. Transformace zmény méritka

1 |In[566]:= ScaleM = {{2, 0, 0}, {0, 2, 0}, {0, 0O, 1}};
In[567]:= Scaling = ScaleMatrix.Basic;
MatrixForm|[ScaleM] .MatrixForm|[Basic] —>

. |(MatrixForm[Scaling]

6 2 00 1 00 2 00

. lout[34]=]0 2 0 01 0|—1]0 20

s 0 01 1 11 1 11

0 |In[569] := BodyObjektu[Scaling]

1 |out[569]1= ({0, 0}, {2, 0}, {0, 2}}

12

13 |In[570]:= VykresliGraf[Scaling]

Zdrojovy koéd 37 Zména méritka objektu
2
1 -
L L L L L L L L L L I X
-2 -1 1 2

oL

Obr. 3 Graf zmény méritka objektu
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4. Transformace otoceni

In[571]:= uhel = 135;

In[572]:= RotateM={{Cos[uhel Degree],Sin[uhel Degree
1,0}, {-Sin[uhel Degree],Cos[uhel Degree],0},{0,0,1}};

In[573]:= Rotation = RotateM.Basic;

1+ |MatrixForm[RotateM] .MatrixForm|[Basic] —>

MatrixForm|[Rotation]

6 1 10 1 1O
- ViR 100 NCRG
< |lout[34]= 1 1 0 01 0]— 1 1 0
: V2 V2 111 V2 V2
; 0 0 1 1 1 1
1 |In[575] := BodyObjektu[Rotation]
1 |[Out[575]= {{0, O}, {-1/2, -1/2}, {1/2, -1/2}
12 |In[576] := VykresliGraf[Rotation]
Zdrojovy koéd 38 Otoceni objektu
2*
1k
2 o 1 2

oL

Obr. 4 Graf otoceni objektu
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Zkoseni podle osy x

In[624]:= shxM={{1,0.5,0},{0,1,0},{0,0,1}};

ShearX = shxM.Basic;

; IMatrixForm|[shxM] .MatrixForm[Basic] —->

MatrixForm|[ShearX]

1 05 0 1 00 1 05 0
out[34]=|0 1 0 01 0|—1]0 1 O
0 0 1 1 11 1 1 1

In[627] := BodyObjektu[ShearX]
Out[627]= {{0., 0.}, {1., 0.}, {0.5, 1.}}

In[628] := VykresliGraf[ShearX]

Zdrojovy koéd 39 Zkoseni objektu podle osy x

-2 -1

oL

Obr. 5 Graf zkoseni objektu dle osy x
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6. Zkoseni podle osy y

1 |In[624]:= shyM={{1,0,0},{1.5,1,0},{0,0,1}};
ShearY = shyM.Basic;
MatrixForm|[shyM] .MatrixForm[Basic] ->

. IMatrixForm[ShearY]

1

1 00 1 0
. lout[34]=| 15 1 01 0|—1]115 1
s 0 0 1 11 1 1
0 |In[627] := BodyObjektu[ShearY]
n(out[627]= {{0., 0.}, {1., 1.5}, {0., 1.}}
12
13 |In[628]:= VykresliGraf[ShearY]

Zdrojovy koéd 40 Zkoseni objektu podle osy y

-2 -1

oL

Obr. 6 Graf zkoseni objektu dle osy y
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7.

Zrcadleni podle pocatku soustavy soufadnic

In[{634]:= ReflectM = {{-1, O, O}, {0, -1, 0O}, {0, O,
Reflection = ReflectM.Basic;
MatrixForm|[ReflectM] .MatrixForm[Basic] —>

MatrixForm[Reflection]

-1 00 1 00 -1 00
out[34]=] 0 -1 0 01 0f— 0 -1 0
0 01 1 11 1 11

In[637]:= BodyObjektu[Reflection]
Out [637]= {{0, O}, {-1, O}, {0, -1}}

In[638]:= VykresliGraf[Reflection]

113s

Zdrojovy koéd 41 Zrcadleni podle poc¢atku soustavy souradnic

e e
-2 - 1

oL

Obr. 7 Graf zrcadleni podle pocatku soustavy souradnic
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8.

Zrcadleni podle osy x

In[634]:= ReflectxM = {{1, ©0, 0}, {0, -1, 0O}, {0, O,
ReflectionX = ReflectXM.Basic;
MatrixForm[ReflectXM] .MatrixForm[Basic] —>

MatrixForm[ReflectionX]

0 0 1 00 1 0 0
out[34]={0 -1 0 01 0|l—1]0 -1 O

01 1 11 1 11
In[637] := BodyObjektu[ReflectionX]
Out[637]= {{0, O}, {1, O}, {0, -1}}
In[638]:= VykresliGraf[ReflectionX]

113s

Zdrojovy kéd 42 Zrcadleni podle osy x

-2 -1 1

oL

Obr. 8 Graf zrcadleni objektu podle osy x
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9.

Zrcadleni podle osy y

In[{634]:= Reflect¥YM = {{-1, O, O}, {O, 1, O}, {O, O,
ReflectionY = ReflectYM.Basic;
MatrixForm[ReflectYM] .MatrixForm[Basic] —>

MatrixForm[ReflectionY]

-1 0 0 1 00 -1 0 0
out[34]=| 0 1 0 01 0|— 010
0 01 1 11 1 11

113s

In[637] := BodyObjektu[ReflectionY]
Out[637]= {{0, O}, {-1, O}, {0, 1}}
In[638]:= VykresliGraf[ReflectionY]
Zdrojovy kod 43 Zrcadleni podle osy Y
2 —
L L L L L L L L L 1 J X
-2 -1 1

oL

Obr. 9 Graf zrcadleni objektu podle osy y
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10. Skladani transformaci

Na zakladni matici jsou postupné aplikované transformace zmény méfitka, rotace,

zkoseni podle osy x a zrcadleni podle pocatku. V tomto poradi.

In[456]:= CompM = ScaleMatrix.RotateMatrix.shx.reflect;
In[457]:

Comp = CompM.Basic;

MatrixForm[CompM] .MatrixForm[Basic] —-> MatrixForm|[Comp]

1.41 —-0.70 0O 1 00 1.41 —-0.70 O
Oout[34]= 1.41 212 0].]1]0 1 00— | 141 212 0
—1 —1 1 1 11 0 0 1
In[637] := BodyObjektu[Comp]
Out[637]= {{0., 0.}, {1.41, 1.41}, {-0.70, 2.12}}

In[638] := VykresliGraf [Comp]

Zdrojovy kod 44 Skladani transformaci

oL

Obr. 10 Graf skladani transformaci




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 66

ZAVER

Cilem této prace bylo sezndmit ¢tenafe se zdkladnim oborem matematiky, kterym je
linearni algebra. Text bakalafské prace byl vytvoren jako podpurny text pro studenty
navstévujici Math Support Centre. Témata, kterd jsou probirana se fadi mezi ty nej-

zakladnéjsi a nejnutnéjsi k pochopeni principu fungovani linearni algebry.

V prvni poloviné bakalaiské prace jsem vysvétlil pojem vektorovy prostor, co musi
vektorové prostory spliiovat a jejich vybrané piiklady. Za témito piiklady je uvedena
také teorie linearnich kombinaci vektori. Néasleduje teorie tykajici se matic. Ta obsahuje
podkapitoly jako je predstaveni riznych typu matic, operace s maticemi a elementarni

ipravy matic.

V druhé poloviné prace se zabyvam determinanty a teorif s nimi spjatou. Ilustruji
vypocty determinantii pro ruzné velké ¢tvercové matice, za kterymi néasleduje definice
inverznich matic. V nésledujici kapitole jé probrana teorie linearnich rovnic a hlavné

zpusoby, jakymi soustavy pocitat.

Veskeré piiklady uvedené v praci jsou feseny tak, aby jim porozumél i naprosty laik.
K dispozici jsou slovné popsany postupy a moznosti feseni. Pro jesté lepsi predstavu
jsou predstaveny moznosti feSeni v matematickém software Wolfram Mathematica.
Tento program je velice vhodné pro tcely vyuky linearni algebry, jelikoz je snadno

ovladatelny a srozumitelny.

Linearni algebra je jeden ze stavebnich kament matematiky a studenti by se s ni
neméli setkavat az na vysokych skolach. Matematika jako takova se jevi mnohem snazsi
s poznatky, které vzniknou studiem této discipliny. Srde¢né doufam, ze tyto podpirné
materidly najdou uplatnéni v jiz zminéném centru a pomohou studentiim Univerzity

Tomage Bati nejenom z fakulty aplikované informatiky.
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