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ABSTRAKT

Bakalá°ská práce je zam¥°ena na podporu výuky lineární algebry a na následné vyuºití

teorie v matematickém software Wolfram Mathematica. Vytvo°ený text bude sou£ástí

materiál· Math Support Centre Univerzity Tomá²e Bati a bude sou£ástí také jeho in-

ternetových stránek. V práci p°edstavuji teorii, týkající se lineární algebry nutnou k

pochopení dané problematiky. Dále uvádím p°ehled matematických nástroj· pouºitého

software, popisuji jejich v²eobecné vlastnosti, které demonstruji na ilustrativních p°í-

kladech.

V kapitole v¥nované vyuºití lineární algebry uvádím p°íklady disciplín, ve kterých se

teorie lineární algebry vyuºívá v praxi. Text je dopln¥n o názorné ukázky vytvo°ené v

programu Wolfram Mathematica.

Klí£ová slova: matematika, lineární algebra, Wolfram Mathematica

ABSTRACT

This thesis is focused on support of linear algebra teaching and the subsequent use of

theory in the mathematical software Wolfram Mathematica. This text will be a part

of materials in Math Support centre at Tomas Bata University and will be a part of

its website. In my thesis I present the theory of linear algebra necessary to understand

the given problem. As next part I overview math tools, describe their general features

and show how to use them on examples.

In chapter about utilization of linear algebra I use examples of disciplines in which is

linear algebra theory used in practice. The text is supplemented by visual demonstrati-

ons created in Wolfram Mathematica.

Keywords: mathematics, linear algebra, Wolfram Mathematica



Pod¥kování

Touto cestou bych rád pod¥koval panu Mgr. Janu Kr¬ávkovi, Ph.D. za odborné vedení,

cenné rady a velkou vst°ícnost p°i vedení mé bakalá°ské práce.



OBSAH

ÚVOD ........................................................................................................ 9

1 VEKTOROVÉ PROSTORY ................................................................ 10

1.1 Základní pojmy a definice ......................................................... 10

1.2 P°íklady vektorových prostor· .............................................. 13

1.3 Lineární kombinace vektor· ..................................................... 13

2 MATICE ............................................................................................. 16

2.1 �íselné matice ............................................................................ 16

2.2 Druhy matic ................................................................................ 18

2.3 Základní operace s maticemi ..................................................... 19

2.3.1 S£ítání matic............................................................................. 19

2.3.2 Násobení matic skalárem ............................................................ 21

2.3.3 Násobení matic ......................................................................... 22

2.4 Elementární úpravy matic ......................................................... 24

3 DETERMINANTY ............................................................................. 28

3.1 Permutace ................................................................................... 28

3.2 Determinant £tvercových matic .............................................. 30

3.2.1 Vlastnosti determinantu ............................................................. 30

3.3 Výpo£et determinant· .............................................................. 31

3.3.1 Determinant matice 1. stupn¥ ..................................................... 31

3.3.2 Determinant matice 2. stupn¥ ..................................................... 31

3.3.3 Determinant matice 3. stupn¥ ..................................................... 32

3.3.4 Determinant matice 4. stupn¥ ..................................................... 33

3.4 Inverzní matice ........................................................................... 35

4 SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC.................................................. 39

4.1 Hodnost matice .......................................................................... 39

4.2 �e²ení soustav lineárních rovnic ............................................. 40

5 VYU�ITÍ LINEÁRNÍ ALGEBRY V PRAXI ....................................... 47

5.1 �ifrování...................................................................................... 47

5.1.1 Hillova ²ifra v prost°edí Wolfram Mathematica ............................. 48

5.1.2 Demonstrace Hillovy ²ifry na p°íkladu.......................................... 51

5.2 Geometrické transformace ...................................................... 52

5.2.1 Homogenní sou°adnice ............................................................... 52

5.2.2 Dvourozm¥rné geometrické transformace ...................................... 53



5.2.3 Skládání transformací ................................................................ 55

5.2.4 Gra�cké transformace v programu Wolfram Mathematica............... 55

ZÁV�R ....................................................................................................... 66

SEZNAM POU�ITÉ LITERATURY ........................................................... 67

SEZNAM OBRÁZK� ................................................................................. 69

SEZNAM P�ÍLOH ..................................................................................... 72



UTB ve Zlín¥, Fakulta aplikované informatiky 9

ÚVOD

Tato bakalá°ská práce se zabývá jednou ze základních disciplín matematiky a p°edsta-

vuje teorii nezbytnou k pochopení problematiky lineární algebry. Ta je následné apli-

kována v matematickém software. Pro pot°eby této práce byl zvolen program Wolfram

Mathematica, jelikoº jeho licence je dostupná pro v²echny studenty Fakulty apliko-

vané informatiky Univerzity Tomá²e Bati. Tento text by m¥l pomoci student·m, kte°í

nav²t¥vují Math Support Centre.

Hlavním zdrojem de�nic a v¥t pouºitých v kaºdé kapitole, byly knihy uvedené v

doporu£ené literatu°e roz²í°ené o literaturu uvedenou v seznamu na konci práce. Text je

£len¥n chronologicky a uvedené pou£ky lze aplikovat i na problémy, které se vyskytují v

kapitolách, které následují. U kaºdé de�nice popisující danou látku je uveden ilustra£ní

°e²ený p°íklad, který s ní úzce souvisí a m¥l by £tená°i osv¥tlit cestu, jak a pro£ se dojde

k výsledku. Tyto postupy jsou popsány krok po kroku a tak, aby je mohl pochopit i

opravdový laik. Pokud je moºností jak se dostat ke stejnému a správnému výsledk·

více, jsou uvedeny i dal²í tyto postupy.

Toto téma jsem si zvolil z toho d·vodu, ºe pro v¥t²inu student· je nejen lineární

algebra ale i matematika, jako taková, problém. Pro studenty je t¥ºký p°echod z mate-

matiky, která se vyu£uje na st°edních ²kolách, na matematiku vysoko²kolskou. Rozdíly

se projevují nejvíce mezi absolventy ze st°edních odborných ²kol a absolventy z gym-

názií, kte°í s matematikou nemají sebemen²í problém. Studenti se pak u£í látku me-

chanicky a u£í se ve²keré postupy nazpam¥´. Tempo p°edná²ek jim p°ipadá neúnosné

a na p°ípadné konzultace se rad¥ji nedostaví, aby se v o£ích ostatních neztrap¬ovali.

P°esn¥ z tohoto d·vodu bylo vytvo°eno Math Support Centere v p°ízemí fakulty

aplikované informatiky aby mohli tito studenti p°ijít a nedostatky dohnat a problema-

tiku pochopit. Svojí prací bych cht¥l p°isp¥t ke zlep²ení kvality výuky v tomto centru

a roz²í°it obzory nav²t¥vujícím. Za °e²enými p°íklady jsou °e²eny i obdobné p°íklady v

software Wolfram Mathematica, které by m¥li také napomoci k lep²í efektivit¥ °e²ení

a slouºí hlavn¥ jako ukázka, ºe ne v²echny problémy, které vyvstávají, je nutné °e²it

sloºit¥.

V poslední kapitole této práce jsou uvedeny ukázky, jak se teorie lineární algebry

aplikuje v praxi s ukázkou na jednoduchých p°íkladech °e²ených ve Wolfram Mathema-

tica. Sou£ástí je také dokumentace, slouºící k náhledu pokud by p°i °e²ení jakéhokoliv

p°íkladu nastal problém.

Ozna£ení: V celém textu bude T = (T,+, ·) libovolné komutativní t¥leso. R ozna-

£uje mnoºinu reálných £ísel a R ozna£uje t¥leso reálých £ísel. V = (V,+, T , ·) bude

libovolný vektorový prostor nad t¥lesem T . N se ozna£uje mnoºina p°irozených £ísel.
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1 VEKTOROVÉ PROSTORY

Vektorové prostory jsou klí£ovou matematickou strukturou, se kterou se lze setkat i v

jiných oborech neº je pouze matematika. Prvky vektorového prostoru se nazývají vek-

tory a prvky z t¥lesa T se nazývají skaláry. Vektory jsou nap°íklad v²echna reální £ísla

spole£n¥ s operacemi s£ítání a násobení, uspo°ádané dvojice reálných £ísel s operacemi

s£ítání a násobení, anebo to mohou být reálné funkce jedné reálné prom¥nné s operací

s£ítání a násobení funkcí £ísly. Pro ozna£ení vektor· se pouºívají písmena se ²ipkou.

Vektorovým prostorem je také mnoºina °e²ení systému homogenních lineárních rovnic,

nebo mnoºina matic typu m × n s operacemi s£ítání matic a násobení matic £ísly.

Vektory se vyskytují se ve fyzice, kde jsou zobrazeny jako síla, zrychlení a rychlost. V

této kapitole budou uvedeny de�nice a °e²ené p°íklady, které by m¥ly vést k pochopení

problematiky spojené s vektorovými prostory.

1.1 Základní pojmy a de�nice

De�nice 1.1. Vektorovým prostorem nad t¥lesem T rozumíme neprázdnou mnoºinu

V (mnoºina vektor·), na které musí být de�nována binární operace s£ítání, tj. musí

být de�nováno zobrazení +: V × V → V a zárove¬ operace násobení vektor· z T , tj.
· : T × V → V. P°itom pro v²echna ~u,~v, ~w ∈ V a v²echna a, b ∈ T musí být spln¥ny

následující axiomy:

1. ~u+ ~v = ~v + ~u,

2. (~u+ ~v) + ~w = ~u+ (~v + ~w),

3. existuje nulový prvek ~o ∈ V takový ºe, 0 · ~u = ~o pro kaºdé ~u ∈ V ,

4. a(~u+ ~v) = a~u+ a~v

5. (a+ b)~u = a~u+ b~u

6. a(b~u) = (ab)~u

7. 1 · ~u = ~u

Pro úplnost, se n¥kdy místo 3 axiomu uvádí následující 2 axiomy:

3'. existuje prvek ~o ∈ V takový, ºe 0 + ~u = ~u pro kaºdé ~u ∈ V

3�. ke kaºdému ~u ∈ V existuje vektor (−~u) ∈ V tak, ºe ~u+ (−~u) = ~o.
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De�nice 1.2. Bu¤ n p°irozené £íslo. Na mnoºin¥ T n v²ech uspo°ádaných n-tic prvk·

z mnoºiny T de�nujeme binární operaci s£ítání prvk· p°edpisem

(u1, u2, . . . , un) + (v1, v2, . . . , vn) = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn)

a operaci násobení prvku z T n prvkem z t¥lesa T p°edpisem

r(u1, u2, . . . , un) = (ru1, ru2, . . . , run)

Mnoºina T n spolu s t¥mito operacemi se nazývá aritmetický vektorový prostor.

P°íklad 1.1. Jsou-li ~u,~v, ~w ∈ T 2 a skaláry a, b ∈ T = (T 2,+, ·). Dokaºte, ºe £tve°ice
T 2 = (T 2,+, T , ·) tvo°í aritmetický vektorový prostor nad t¥lesem T .

~u = (u1, u2), ~v = (v1, v2), ~w = (w1, w2)

Operace s£ítání je de�nována: (u1, u2) + (v1, v2) = (u1 + v1, u2 + v2).

Operace násobení je de�nována: a · (u1, u2) = (a · u1, a · u2)

Ov¥°ení platnosti axiom·:

1. (u1, u2) + (v1, v2) = (v1, v2) + (u1, u2)

(u1 + v1, u2 + v2) = (v1 + u1, v2 + u2)

2. [(u1, u2) + (v1, v2)] + (w1, w2) = (u1, u2) + [(v1, v2) + (w1, w2)]

(u1 + v1, u2 + v2) + (w1, w2) = (u1, u2) + (v1 + w1, v2 + w2)

(u1 + v1 + w1, u2 + v2 + w2) = (u1 + v1 + w1, u2 + v2 + w2)

3. 0 · (u1, u2) = (0 · u1, 0 · u2) = (0, 0)

4. a · [(u1, u2) + (v1, v2)] = a · (u1, u2) + a · (v1, v2)
(a · [u1 + v1], a · [u2 + v2]) = (au1, au2) + (av1, av2)

(au1 + av1, au2 + av2) = (au1 + av1, au2 + av2)

5. (a+ b) · (u1, u2) = a · (u1, u2) + b · (u1, u2)
([a+ b] · u1, [a+ b] · u2) = (au1, au2) + (bu1, bu2)

([au1 + bu1], [au2 + bu2]) = ([au1 + bu1], [au2 + bu2])

6. a · [b · (u1, u2)] = (a · b) · (u1, u2)
a · (b · u1, b · u2) = ([a · b] · u1, [a · b] · u2)
(a · [b · u1], a · [b · u2]) = ([a · b] · u1, [a · b] · u2)
(a · b · u1, a · b · u2) = (a · b · u1, a · b · u2)

7. 1 · (u1, u2) = (1 · u1, 1 · u2) = (u1, u2)
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P°íklad 1.2. Zjist¥te v programuWolframMathematica, zda £tve°iceR5 = (R5,+,R, ·)
tvo°í vektorový prostor nad t¥lesem R jsou-li vektory ~u,~v, ~w ∈ R5 a skaláry a, b ∈ R.

1 In[1]:= u = Array[u, 5]

2 In[2]:= v = Array[v, 5]

3 In[3]:= w = Array[w, 5]

4 In[3]:= o = {0,0,0,0,0}

5

6 Out[1]= {u[1], u[2], u[3], u[4], u[5]}

7 Out[2]= {v[1], v[2], v[3], v[4], v[5]}

8 Out[3]= {w[1], w[2], w[3], w[4], w[5]}

9 Out[3]= {0, 0, 0, 0, 0}

Zdrojový kód 1 De�nice vektor· ~u,~v, ~w a skalár· a,b

1 In[6]:= (u+v)==(v+u)

2 Out[6]= True

3 In[7]:= (u+v)+w==u+(v+w)

4 Out[7]= True

5 In[8]:= 0*u==o

6 Out[8]= True

7 In[9]:= Simplify[a*(u+v)==a*u+a*v]

8 Out[9]= True

9 In[10]:= Simplify[(a+b)*u==a*u+b*u]

10 Out[10]= True

11 In[11]:= a*(b*u)==(a*b)*u

12 Out[11]= True

13 In[12]:= 1*u==u

14 Out[12]= True

Zdrojový kód 2 Ov¥°ení platnosti axiom·

Z výstupu programu je patrné, ºe v²echny axiomy jsou spln¥ny. Totiº p°i ov¥°ování

podmínek axiomu pomocí funkce Equal(==) se vºdy vrátila hodnota True.

�tve°ice R5 = (R5,+,R, ·) tedy tvo°í vektorový prostor nad t¥lesem R.
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1.2 P°íklady vektorových prostor·

1. T¥leso T spolu s operacemi s£ítání a násobení de�novanými na T je z°ejm¥ vek-

torový prostor nad T .

2. Speciáln¥ t¥leso reálných £ísel R je vektorový prostor nad R. Vektorový prostor

nad t¥lesem R se nazývá reálný vektorový prostor.

3. T¥leso komplexních £ísel C je vzhledem k obvyklým operacím s£ítání a násobení

jak reálný, tak komplexní vektorový prostor.

4. Mnoºina P v²ech kladných reálných £ísel spolu s operacemi ⊕ a �, kde u⊕ v =

uv, r � u = ur, u, v ∈ P, r ∈ R, je reálný vektorový prostor.

5. Bu¤ S neprázdná mnoºina a ozna£me T S mnoºinu v²ech zobrazení z S do T =

(T,+, ·). De�nujeme-li pro f, g ∈ T S, r ∈ T operace (f + g)(x ) = f (x ) + g(x )

a (rf )(x ) = rf (x ) pro kaºdé x ∈ S , je mnoºina T S spolu s t¥mito operacemi

vektorovým prostorem nad T .

1.3 Lineární kombinace vektor·

De�nice 1.3. Vektory ~u1, . . . , ~uk, ~v jsou z vektorového prostoru V , potom °ekneme, ºe

~v je lineární kombinaci vektor· ~u1, . . . , ~uk, existují-li prvky c1, . . . , ck ∈ T taková, ºe

~v = c1~u1 + . . .+ ck~uk =
k∑
i=1

ci~ui.

P°íklad 1.3. Zjist¥te, je-li vektor ~v lineární kombinací vektor· ~u1, ~u2, ~u3 pokud platí

~v, ~u1, ~u2, ~u3 ∈ R3 :

~v = (4,−2, 3), ~u1 = (2, 1,−2), ~u2 = (−3, 4, 2), ~u3 = (1, 0,−3).

Musíme zjistit, zda existují reálná £ísla c1, c2, c3 taková aby platilo

~v = c1~u1 + . . .+ ck~uk =
k∑
i=1

ci~ui.

Zjistíme tedy má-li °e²ení soustava rovnic

2c1 − 3c2 + c3 = 4

c1 + 4c2 = −2
−2c1 + 2c2 − 3c3 = 3

V prvním kroku pouºijeme substitu£ní metodu, tj. z druhé rovnice vyjád°íme c1 =

−4c2 − 2 a dosadíme do první a poslední rovnice.
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−11c2 + c3 = 8

10c2 − 3c3 = 3

První rovnici vynásobíme 3 a se£teme s rovnicí druhou. Poté dostaneme výslednou

hodnotu pro c2 = −1. Tuto hodnotu dosadíme do druhé rovnice ze zadání a dostáváme

výslednou hodnotu pro c1 = 2. Zbývá nám uº jenom výpo£et hodnoty pro c3 a to z

první rovnice c3 = −3.

Výpo£tem jsme dostali rovnost ~v = 2~u1 − ~u2 − 3~u3 a proto m·ºeme °íci, ºe vektor

~v je lineární kombinací vektor· ~u1, ~u2, ~u3.

P°íklad 1.4. Zjist¥te v programu Wolfram Mathematica, je-li vektor ~v lineární kom-

binací vektor· ~u1, ~u2, ~u3 pokud platí ~v, ~u1, ~u2, ~u3 ∈ R3 :

~v = (2,−1, 3), ~u1 = (−5, 2, 1), ~u2 = (1,−3, 2), ~u3 = (−3,−4, 5).

1 In[20]:= u1 = {-5, 2, 1};

2 u2 = {1, -3, 2};

3 u3 = {-3, -4, 5};

4 v = {2, -1, 3};

5 In[20]:=Solve[{c1*u1+c2*u2+c3*u3 == v}, {c1, c2, c3}]

6

7 Out[24]= {}

Zdrojový kód 3 Výpo£et lineární kombinace vektor·

Tato soustava rovnice tedy nemá °e²ení. Vektor ~v není lineární kombinací vektor·

~u1, ~u2, ~u3.

De�nice 1.4. Lineární kombinaci
k∑
i=1

0~ui vektor· ~u1, . . . , ~uk nazveme triviální nulovou

kombinací vektor· ~u1 + · · ·+ ~uk.

De�nice 1.5. Lineární kombinaci
k∑
i=1

ci~ui vektor· ~u1, . . . , ~uk v níº je alespo¬ jeden

koe�cient c1, . . . , ck nenulový, nazveme netriviální kombinací vektor· ~u1, . . . , ~uk.

De�nice 1.6. �ekneme, ºe vektory ~u1, . . . , ~uk z vektorového prostoru V pro k ∈ N
jsou lineárn¥ závislé, pokud existuje alespo¬ jedna jejich netriviální nulová kombinace.

V opa£ném p°ípad¥ jsou vektory lineárn¥ nezávislé.
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P°íklad 1.5. Zjist¥te, zda jsou lineárn¥ závislé nebo nezávislé vektory:

~u1 = (−2, 4, 1), ~u2 = (5, 0,−3)

Prvním krokem bude p°epsání vektor· do soustavy lineárních rovnic.

−2c1 + 5c2 = 0

4c1 = 0

c1 − 3c2 = 0

S£ítací metodou lze snadno zjistit, ºe nelze najít °e²ení soustavy rovnic, kde by c1 nebo

c2 bylo r·zné od nuly.

Tedy vektory ~u1 a ~u2 jsou lineárn¥ nezávislé.

P°íklad 1.6. Zjist¥te v programu Wolfram Mathematica, zda jsou lineárn¥ závislé,

nebo nezávislé vektory

~u1 = (2,−3), ~u2 = (1, 4), ~u3 = (4,−17)

1 In[14]:= u1={2,-3};

2 u2={1,4};

3 u3={4,-17};

4

5 In[15]:= Solve[{c1*u1+c2*u2+c3*u3==0},{c1,c2,c3}]

6 Out[15]= {{c2->-((2 c1)/3),c3->-(c1/3)}}

Zdrojový kód 4 Ov¥°ení lineární závislosti

Program nena²el pouze jediné °e²ení této soustavy rovnic, a výsledek lze interpretovat

tak, ºe pokud si zvolíme hodnotu c1 libovoln¥ a zárove¬ bude c2 = −
2c1

3
, c3 = −

c1

3
dostaneme z této soustavy vºdy °e²ení odpovídající zadání.

Nap°. c1 = −3, c2 = 2, c3 = 1.

Vektory ~u1, ~u2, ~u3 jsou tedy lineárn¥ závislé.
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2 MATICE

Matice pat°í mezi dal²í základní pojmy lineární algebry a jsou významným prost°ed-

kem pro vyjad°ování úvah týkající se této problematiky. Za zakladatele teorie matic se

povaºuje anglický matematik A. Cayley (1821�1895) na základ¥ jeho díla [12]. Na dal-

²ím rozvoji teorie matic se podíleli zejména G. Frobenius (1849�1917), J. J. Sylvester

(1814�1897) a K. Weierstrass (1815�1897). Jednodu²e lze °íci, ºe matice je £tvercové,

nebo obdélníkové schéma £ísel. Tyto £ísla se nazývají prvky matice. Obecn¥ tedy ob-

sahuje m °ádk· a n sloupc·, coº se matematicky zapisuje jako m× n.
Matice se nej£ast¥ji vyuºívají k vyjád°ení transformaci vektor·, nebo nap°íklad k vý-

po£tu soustavy lineárních rovnic.

2.1 �íselné matice

De�nice 2.1. Nech´ T = (T,+, ·) je komutativní t¥leso a m,n p°irozená £ísla. Matici

typu m×n nad £íselným t¥lesem T (zapisuje se jako A ∈Mm×n(T )) rozumíme zobra-

zení kartézského sou£inu {1, 2, . . . ,m}×{1, 2, . . . , n} do T . Matici zapisujeme nej£ast¥ji

ve tvaru tabulky:

A =


a11 . . . a1n
... . . . ...

am1 . . . amn


Nebo i stru£n¥ji, pokud je z kontextu jasný po£et °ádk· a po£et sloupc· matice A, ve

tvaru: A = (aij).

Matici typu m× n tedy lze chápat jako prvky aij z t¥lesa T takové, ºe i probíhá mno-

ºinu {1, 2, . . . ,m} a j probíhá mnoºinu {1, 2, . . . , n}. Prvky mnoºiny {1, 2, . . . ,m}, tj.
levé indexy, se nazývají indexy °ádkové a prvky mnoºiny {1, 2, . . . , n}, tj. pravé indexy
se nazývají indexy sloupcové. Pro pevné i budeme i-tým °ádkem matice A nazývat n-

tice (ai1, ai2, . . . , ain). Podobn¥ pro pevné j budeme m-tice (a1j, a2j, . . . , amj) nazývat

j-tým sloupcem matice A.

Samotná £ísla aij ∈ T , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, nazýváme prvky matice A.

P°íklad 2.1. Je-li matice A =

(
1 2 4

−3 5 3

)
, pak se jedná o matici se dv¥ma °ádky a

t°emi sloupci. Prvky nacházející se nap°íklad v prvním sloupci jsou a11 = 1 a a21 = −3.

Ozna£ení: Mnoºinu v²ech matic typu m × n nad T ozna£íme Mm×n(T ) a mnoºinu

v²echn £tvercových matic stupn¥ n nad T budeme zna£it Mn(T ).
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P°íklad 2.2. Vytvo°te v programu Wolfram Mathematica matici A ∈ M4(T ), jejíº
prvky budou náhodn¥ vygenerovaná celá £ísla a vypi²te:

a) prvek a12 a prvek a22,

b) druhý a t°etí °ádek matice A,

c) první a t°etí sloupec matice A.

1 In[1]:= A=RandomInteger[{0,10},{4,4}];

2 Out[35]:= MatrixForm[A]

3

4

5 Out[34]=


5 9 0 7

4 5 8 4

7 3 3 1

5 2 4 9;


6

7

Zdrojový kód 5 Vytvo°ení matice A

1 In[3]:= A[[1,2]]

2 Out[3]= 9

3 In[4]:= Part[A,2,2]

4 Out[4]= 5

Zdrojový kód 6 Vypsání prvku a12 a prvku a22

1 In[5]:= A[[2]]

2 Out[5]= {4,5,8,4}

3 In[6]:= A[[3]]

4 Out[6]= {7,3,3,1}

Zdrojový kód 7 Výpis druhého a t°etího °ádku

1 In[7]:= Part[A,All,1]

2 Out[20]= {5,4,7,5}

3 In[8]:= Part[A,All,3]

4 Out[21]= {0,8,3,4}

Zdrojový kód 8 Výpis prvního a t°etího sloupce
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2.2 Druhy matic

De�nice 2.2. (Nulová matice) Matice N ∈ Mm×n(T ) se nazývá nulová, platí-li

aij = 0 pro kaºdé i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

P°íklad nulové matice:

N =

0 0 0

0 0 0

0 0 0


De�nice 2.3. (Transponovaná matice) Je-li A = (aij) ∈ Mm×n(T ), potom maticí

transponovanou k matici A nazýváme matici AT = (aji) ∈ Mn×m(T ), která vznikne z

matice A vzájemnou zám¥nou °ádk· a sloupc·, tj. p°eklopením matice A podle hlavní

diagonály.

P°íklad transponované matice:

A =

 0 1 4

8 5 2

10 15 6

 , AT =

0 8 10

1 5 15

4 2 6


De�nice 2.4. (�tvercová matice) �tvercová matice je speciálním typem matic a

to z toho d·vodu, ºe po£et sloupc· je roven po£tu °ádk·, tj. platí m = n. Zapisuje se

jako A ∈Mn(T ) a nazývá se £tvercová matice stupn¥ n.

P°íklad £tvercové matice:

A =

1 4 5

3 54 2

6 9 8


De�nice 2.5. (Diagonální matice) Matice A ∈Mn(T ) se nazývá diagonální, pokud
v²echny její prvky, které neleºí na hlavní diagonále, jsou rovny 0. Hlavní diagonálou

rozumíme n-tici (a11, a22, ..., ann).

P°íklad digonální matice:

A =

5 0 0

0 7 0

0 0 2


De�nice 2.6. (Jednotková matice) Matice E ∈ Mn(T ) jejíº prvky na hlavní dia-

gonále jsou rovny 1 a v²echny ostatní prvky leºící mimo hlavní diagonálu rovny 0, se

nazývá jednotková matice stupn¥ n. Matice, která je násobkem matice jednotkové, je

skalární.

P°íklad jednotkové a skalární matice:



UTB ve Zlín¥, Fakulta aplikované informatiky 19

E =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , A =

5 0 0

0 5 0

0 0 5


De�nice 2.7. (Symetrická matice) Symetrická matice je speciální £tvercovou ma-

ticí, která spl¬uje rovnost A = AT . Tedy prvky symetrické podle hlavní diagonály se

rovnají, tj. platí aij = aji pro kaºdé i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n.

P°íklad symetrické matice:

A =

9 7 1

7 5 0

1 0 2


De�nice 2.8. (Antisymetrická matice) Antisymetrická matice je £tvercová matice,

která spl¬uje podobné podmínky jako matice symetrická s tím rozdílem, ºe prvky

symetrické podle hlavní diagonály jsou k sob¥ vzájemn¥ opa£né, tj. platí aij = −aji
pro kaºdé i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n.

P°íklad antisymterické matice:

A =

0 −7 −1
7 0 4

1 −4 0


2.3 Základní operace s maticemi

2.3.1 S£ítání matic

De�nice 2.9. Nech´ A = (aij) ∈ Mm×n(T ), B = (bij) ∈ Mm×n(T ). Potom sou£tem

matic A a B rozumíme matici A+B = C = (cij) takovou, ºe cij = aij + bij pro kaºdé

i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

P°íklad 2.3. Nech´

A =

2 5

1 0

4 3

 , B =

−3 1

4 −6
2 8


Sou£tem matic A+B je tedy

A+B =

−1 6

5 −6
6 11


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Operace s£ítání matic spl¬uje podmínky komutativity i asociativity tj. pro libovolné

matice A,B,C ∈Mm×n platí

1. A+B = B + A,

2. (A+B) + C = A+ (B + C)

Pro nulovou matici N typu m× n a pro libovolnou matici A ∈Mm×n(T ) platí:

A+N = A = N + A

tedy matice N je nulový prvek.

De�nice 2.10. Jestliºe jsou A ∈Mm×n(T ), B ∈Mm×n(T ) a platí vztah A+B = N ,

pak je matice B opa£nou maticí k matici A, ozna£ená jako B = (−A)

P°íklad 2.4. Se£t¥te v programu Wolfram Mathematica dané matice A,B.

A =


19 8 13

5 −2 27

−4 15 0

1 4 2

 , B =


1 9 −5
0 2 11

1 −3 3

6 14 8



1 In[1]:=A={{19,8,13},{5,-2,27},{-4,15,0},{1,4,2}};

2 B={{1,9,-5},{0,2,11},{1,-3,3},{6,14,8}};

3 In[2]:= MatrixForm[A+B]

4

5

6 Out[34]=


20 17 8

5 0 38

−3 12 3

7 18 10


7

8

Zdrojový kód 9 Sou£et dvou matic

De�nice 2.11. Nech´ A ∈ Mm×n(T ), B ∈ Mm×n(T ). Potom rozdílem matic A a B

rozumíme sou£et matic A+ (−B), kde matice (−B) je opa£nou maticí k matici B

P°íklad 2.5. Nech´
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A =

8 6

4 −2
1 0

 , B =

 5 3

4 2

−3 1


Rozdílem matic A+ (−B) je tedy

A+ (−B) =

3 3

0 0

4 −1



P°íklad 2.6. Ode£t¥te v programu Wolfram Mathematica dané matice A,B.

A =


19 8 13

5 −2 27

−4 15 0

1 4 2

 , B =


1 9 −5
0 2 11

1 −3 3

6 14 8



1 In[1]:=A={{19,8,13},{5,-2,27},{-4,15,0},{1,4,2}};

2 B={{1,9,-5},{0,2,11},{1,-3,3},{6,14,8}};

3 In[2]:= MatrixForm[A+(-B)]

4

5

6 Out[34]=


18 −1 18

5 −4 16

−5 18 −3
−5 −10 −6


7

8

Zdrojový kód 10 Rozdíl dvou matic

2.3.2 Násobení matic skalárem

De�nice 2.12. Nech´ je c libovolným prvkem z t¥lesa T a matice A = (aij) ∈
Mm×n(T ). Potom vynásobením matice A skalárem c rozumíme matici cA = (caij).

Obdobn¥ je moºné de�novat Ac = (aijc). Platí cA = Ac, protoºe caij = aijc.

Obecn¥ pro libovolné skaláry c, d ∈ T a libovolné matice A,B ∈Mm×n(T ) platí

1. c(A+B) = cA+ cB,
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2. (c+ d)A = cA+ dA,

3. (cd)A = c(dA),

4. 1 · A = A

P°íklad 2.7. Je-li

c = 2, A =

−2 5

1 −1
0 7


pak vynásobením matice A skalárem c rozumíme

cA = 2 ·

−2 5

1 −1
0 7

 =

−4 10

2 −2
0 14


P°íklad 2.8. Vynásobte v programu Wolfram Mathematica matici A skalárem c, je-li

c = 3, A =


2 64 −6 4

8 0 −18 6

56 −26 14 1

12 4 0 2



1 In[1]:=c=3;

2 A={{2,64,-6,4},{8,0,-18,6},{56,-26,14,1},{12,4,0,2}};

3 In[2]:= MatrixForm[c*A]

4

5

6 Out[34]=


6 192 −18 12

24 0 −54 18

168 −78 42 3

36 12 0 6


7

8

Zdrojový kód 11 Násobení matice skalárem

2.3.3 Násobení matic

De�nice 2.13. Nech´ A = (aij) ∈ Mm×n(T ), B = (bjk) ∈ Mn×p(T ). Potom sou£inem

matic A a B rozumíme matici A ·B = AB = (cik) ∈Mm×p(T ) takovou, ºe
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cik =
n∑
j=n

aij · bjk,

pro kaºdé i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , p.

Jednodu²eji lze vý²e uvedený vzorec popsat tak, ºe prvek cik (prvek na pr·se£íku i-tého

°ádku a k-tého sloupce) se vypo£te jako sou£et sou£in· kaºdého prvku v i-tém °ádku

matice A s prvkem v k-tém sloupci matice B. Tento sou£et tvo°í j s£ítanc·:

cik =
(
ai1 ai2 . . . aij

)
·


b1k

b2k
...

bjk

 = ai1b1k + ai2b2k + . . .+ aijbjk.

Z de�nice je viditelné, ºe násobit m·ºeme pouze matice A,B, je-li po£et sloupc· matice

A stejný jako po£et °ádk· matice B. Je také d·leºité dávat pozor na po°adí matic,

jelikoº operace násobení matic není komutativní. Sou£in AB a BA se tedy obecn¥

nerovnají. Sou£in BA existuje práv¥ a pouze tehdy, kdyº m = p.

P°íklad 2.9. Jsou-li

A =

(
1 3

2 1

)
, B =

(
1 0 2 4

−2 3 1 3

)

pak sou£inem AB rozumíme

AB =

(
−5 9 5 13

0 3 5 11

)

ale p°itom sou£in BA neexistuje.

Násobení matic je asociativní, tj. pro v²echny A ∈ Mm×n(T ), B ∈ Mn×p(T ), C ∈
Mp×r(T ) platí

(AB)C = A(BC).

P°íklad 2.10. Vytvo°te v programu Wolfram Mathematica matice A,B,C ∈ M4(T )
jejichº prvky budou náhodn¥ vygenerována celá £ísla. Prove¤te sou£in t¥chto matic a

zárove¬ ov¥°te, ºe pro tyto t°i matice platí (AB)C = A(BC).
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1 In[27]:= a=RandomInteger[{0,10},{4,4}]

2 b=RandomInteger[{0,10},{4,4}]

3 c=RandomInteger[{0,10},{4,4}]

4

5 Out[32]={{2,8,2,9},{10,2,0,5},{8,4,9,1},{4,1,5,1}}

6 Out[32]={{9,6,10,2},{9,5,1,5},{0,5,3,8},{1,0,8,0}}

7 Out[32]={{10,5,4,2},{7,4,1,4},{1,2,4,6},{5,1,9,3}}

8

9 In[30]:= MatrixForm[(a.b).c]

10

11

12 Out[34]=


1830 1015 1422 1262

1912 1159 1360 1448

2540 1343 1997 1708

1167 627 971 851


13

14

15 In[30]:=(a.b).c == a.(b.c)

16 Out[30]= True

Zdrojový kód 12 Násobení matic

2.4 Elementární úpravy matic

Jestli je matice A = (aij) nad T typu m×n, pak se °ádky matice A m·ºeme povaºovat

za vektory aritmetického vektorového prostoru T n.

De�nice 2.14. �ádkov¥ elementárními úpravami matice A nazýváme:

1. vým¥na dvou libovolných °ádk· v A,

2. vynásobení i-tého °ádku v A £íslem c ∈ T , které je r·zné od nuly,

3. p°i£tení libovolného násobku n¥kterého °ádku z A k jinému °ádku v A.

De�nice 2.15. Sloupcov¥ elementárními úpravami matice A nazýváme:

1. vým¥na dvou libovolných sloupc· v A

2. vynásobení j-tého sloupce v A £íslem c ∈ T , které je r·zné od nuly
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3. p°i£tení libovolného násobku n¥kterého sloupce z A k jinému sloupci v A

P°íklad 2.11. Aplikujte postupn¥ °ádkové elementární úpravy na matici A pokud

A =

1 5 4

8 2 7

9 6 3


První úpravou je p°i£tení druhého °ádku matice k °ádku prvnímu:

A =

9 7 11

8 2 7

9 6 3


Druhou úpravou je vynásobení t°etího °ádku matice £íslem 2:

A =

 9 7 11

8 2 7

18 18 6


T°etí úpravou je p°i£tení dvojnásobku druhého °ádku matice k °ádku prvnímu:

A =

25 11 25

8 2 7

18 18 6


P°íklad 2.12. Aplikujte postupn¥ sloupcové elementární úpravy na matici A v pro-

gramu Wolfram Mathematica

A =


12 9 2

4 14 7

8 7 0

1 19 −6



1. P°i£t¥te druhý sloupec matice k sloupci t°etímu

2. Vynásobte první sloupec matice £íslem 2

3. Vym¥¬te druhý a první sloupec matice
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1 In[31]:= A={{12,9,2},{4,14,7},{8,7,0},{1,19,-6}};

2 In[32]:= MatrixForm[A[[All,3]]=A[[All,2]]+A[[All,3]]]

3

4

5 Out[32]=


11

21

7

13


6

7

8 In[33]:= MatrixForm[A]

9

10

11 Out[33]//MatrixForm=


12 9 11

4 14 21

8 7 7

1 19 13


12

13

Zdrojový kód 13 P°i£tení druhého sloupce matice k sloupci t°etímu

1 In[34]:= A[[All,1]]=2*A[[All,1]]

2

3 In[35]:= MatrixForm[A]

4

5

6 Out[34]=


24 9 11

8 14 21

16 7 7

2 19 13


7

8

Zdrojový kód 14 Vynásobení prvního sloupce matice £íslem 2

1 In[36]:= A[[All,{1,2}]]=A[[All,{2,1}]];

2

3 In[37]:= MatrixForm[A]

4

5

6 Out[34]=


9 24 11

14 8 21

7 16 7

19 2 13


7

8

Zdrojový kód 15 Vým¥na sloupc· matice
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De�nice 2.16. Jsou-li A,B ∈ Mm×n(T ), pak °ekneme, ºe matice B je °ádkov¥, re-

spektive sloupcov¥, ekvivalentní s maticí A, m·ºe-li matice B vzniknout z A pomocí

kone£ného po£tu elementárních transformací. Zapisujeme jako A ∼ B.

P°íklad 2.13. Ov¥°te, zda jsou matice A a B °ádkov¥ ekvivalentní, je-li

A =

(
1 0 2 1

2 3 −2 2

)
, B =

(
1 0 2 1

0 3 −6 0

)
.

K druhému °ádku matice A p°i£teme (−2)-násobek °ádku prvního.

A =

(
1 0 2 1

2 3 −2 2

)
∼

(
1 0 2 1

0 3 −6 0

)
= B

Pokud bychom vykonali °ádkovou elementární úpravu na matici B, která je opa£ná k

p°edchozí operaci, tj. p°i£teme 2-násobek prvního °ádku k °ádku druhému, platí

B =

(
1 0 2 1

0 3 −6 0

)
∼

(
1 0 2 1

2 3 −2 2

)
= A
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3 DETERMINANTY

Jako determinant chápeme £íslo, které ur£itým zp·sobem charakterizuje £tvercové ma-

tice. Determinant se z de�nice po£ítá pom¥rn¥ sloºit¥ a neº bude zavedena samotná

de�nice je nutností zmínit pojem permutace.

3.1 Permutace

De�nice 3.1. Je-li kone£ná mnoºina A = {a1, a2, . . . , an}, kde n ≥ 1 tak po°adím π

mnoºiny A nazveme libovolnou posloupnost π = (ak1 , ak2 , . . . , akn) takovou, ºe kaºdý

prvek z A je v ní zastoupen práv¥ jednou.

V¥ta 3.1. Pro kaºdou n-prvkovou mnoºinu pro kterou platí n ≥ 1 existuje práv¥ n!

po°adí.

De�nice 3.2. Základním po°adím na mnoºin¥ A = {1, 2, . . . , n} rozumíme po°adí

π = {1, 2, . . . , n}. Permutací na mnoºin¥ A rozumíme kaºdou bijekci A na A a je-li

permutace P mnoºiny A, pak ji m·ºeme zapisovat ve tvaru

P =

(
a1 a2 . . . an

P (a1) P (a2) . . . P (an)

)
.

Tedy permutaci je moºno zapsat pomocí dvou po°adí, které se stru£n¥ zapisují jako

P =

(
π1

π2

)
.

Pokud je π1 se°azeno v základním po°adí 1, 2, . . . , n tak se zpravidla nepí²e.

P°íklad 3.1.

P =

(
2 1 3 5 4

3 1 5 4 2

)
=

(
3 5 4 1 2

5 4 2 1 3

)

jsou dva zápisy téºe permutace P na mnoºin¥ {1, 2, 3, 4, 5}.

V¥ta 3.2. Pro kaºdou n-prvkovou mnoºinu pro kterou platí n ≥ 1 existuje práv¥ n!

permutací.

P°íklad 3.2. Najd¥te v programu Wolfram Mathematica v²echny £ty°prvkové permu-

tace mnoºiny A, je-li

A = {1, 2, 3, 4}
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a zjist¥te poté jaký je celkový po£et jednotlivých permutací pomocí V¥ty 3.2.

1 In[38]:= Permutations[{1,2,3,4},{4}]

2 Out[38]={{1,2,3,4},{1,2,4,3},{1,3,2,4},{1,3,4,2},{1,4,2,3},

3 {1,4,3,2},{2,1,3,4},{2,1,4,3},{2,3,1,4},{2,3,4,1},

4 {2,4,1,3},{2,4,3,1},{3,1,2,4},{3,1,4,2},{3,2,1,4},

5 {3,2,4,1},{3,4,1,2},{3,4,2,1},{4,1,2,3},{4,1,3,2},

6 {4,2,1,3},{4,2,3,1},{4,3,1,2},{4,3,2,1}}

7 In[39]:= 4!

8 Out[39]= 24

Zdrojový kód 16 Permutace

De�nice 3.3. Je-li π = (k1, k2, . . . , kn) po°adí, pak prvky ki a kj tvo°í v po°adí π

inverzi, je-li spln¥no i < j a ki > kj.

P°íklad 3.3. V po°adí π = (2, 3, 1, 5, 4) tvo°í inverze dvojice prvk·

(2, 1), (3, 1), (5, 4).

Po£et inverzí v π se ozna£uje jako [π]. Z p°edchozího p°íkladu je

[π] = 3.

De�nice 3.4. Znaménkem po°adí π se rozumí £íslo sgn π = (−1)[π]. Je-li výsledná
hodnota sgn π = 1, pak se po°adí π nazývá sudé a pokud je výsledná hodnota sgn π =

−1 hovo°íme o lichém po°adí.

P°íklad 3.4. Pro po°adí π = (4, 3, 2, 5, 1) platí [π] = 7, tedy sgn π = (−1)7 = −1.
Po°adí π je liché.

De�nice 3.5. Znaménkem permutace

P =

(
a1 a2 . . . an

P (a1) P (a2) . . . P (an)

)
=

(
π1

π2

)
rozumíme £íslo sgnP které je rovno +1 pokud je sgn π1 = sgnπ2, a je rovno −1 pokud
platí sgn π1 = − sgn π2.

P°íklad 3.5. Zjist¥te jaké znaménko má následující permutace

P =

(
4 1 2 5 3

4 3 2 1 5

)
=

(
π1

π2

)
Hodnota [π1] = 4 a hodnota [π2] = 6, tj. sgn π1 = 1, sgn π2 = 1, z £ehoº sgn π1 = sgnπ2.

Znaménko permutace P je tedy +1.
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3.2 Determinant £tvercových matic

Determinantem rozumíme prvek, p°i°azený £tvercové matici nad komutativním t¥lesem

T . Jinak m·ºeme determinant ozna£it jako sou£et v²ech sou£in· prvk· této matice

takových, ºe v ºádném z uvedených sou£in· se nevyskytují dva prvky z téhoº °ádku

ani z téhoº sloupce.

Kaºdému sou£inu se p°itom p°i°azuje znaménko + pokud jde o sudou permutaci a

znaménko − pokud se jedná o lichou permutaci.

De�nice 3.6. Matice A stupn¥ n nad t¥lesem T se zapisuje

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a1n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann

 .

Determinantem této matice pak rozumíme prvek detA z t¥lesa T takový, ºe

detA =
∑
P

sgnP · a1k1 · a2k2 · . . . · ankn

kde s£ítáme p°es v²echny permutace

P =

(
1 2 . . . n

k1 k2 . . . kn

)
=

(
1 2 . . . n

P (1) P (2) . . . P (n)

)

mnoºiny {1, 2, . . . , n}.

Kaºdý ze sou£in· a1k1 · a2k2 · . . . · ankn se nazývá £len determinantu detA.

Determinant matice A se také ozna£uje jako |A|, pop°ípad¥ i jako

detA = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a1n
...

... . . . ...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3.2.1 Vlastnosti determinantu

1. Má-li £tvercová matice v libovolném °ádku nuly, pak je detA = 0. Podle de�nice

determinantu se v kaºdém £lenu vyskytuje práv¥ jeden prvek z i-tého °ádku, musí

být kaºdý £len determinantu roven nule, coº implikuje to, ºe je i celý determinant

roven nule.
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2. Má-li matice A ∈ Mn(T ) v²echny prvky pod hlavní diagonálou rovny nule, pak

je detA roven sou£inu a11 · a22 · . . . · ann prvk· na hlavní diagonále.

3. Vznikne-li matice B ze £tvercové matice A stupn¥ n zám¥nnou i-tého a j-tého

°ádku, kde i 6= j, potom detB = −detA.

4. Vznikne-li matice B vynásobením i-tého °ádku matice A ∈Mn(T ) prvkem c ∈ T ,
pak platí detB = c · detA.

5. Nech´ A ∈ Mn(T ). Vznikne-li matice B ∈ Mn(T ) z matice A tak, ºe k libo-

volnému °ádku matice A p°i£teme libovolnou lineární kombinaci ostatních °ádk·

této matice, pak platí detB = detA.

6. Jsou-li °ádkové vektory matice A ∈Mn(T ) lineárn¥ závislé, pak detA = 0. Z £eho

plyne, ºe jestliºe se v matici A ∈ Mn(T ) rovnají i-tý a j-tý °ádek, kde i 6= j,

potom detA = 0.

7. Pro kaºdou £tvercovou matici A ∈ Mn(T ) platí detAT = detA coº vlastn¥ zna-

mená, ºe nap°íklad místo °ádk· matic u elementárních úprav lze také analogicky

pouºívat sloupce matic.

3.3 Výpo£et determinant·

3.3.1 Determinant matice 1. stupn¥

�tvercová matice prvního stupn¥ má pouze jeden °ádek a jeden sloupec a je tedy

z°ejmé, ºe obsahuje pouze jednu hodnotu, která je zárove¬ i determinantem. Platí-li,

ºe je matice stupn¥ 1, tj. A = (a11), pak je detA = a11.

V praxi se ale tento typ matic tém¥° nepouºívá, jelikoº se v p°ípad¥ £íselných matic

jedná p°ímo o klasická £ísla.

P°íklad 3.6. Je-li

A = (3)

pak detA = 3.

3.3.2 Determinant matice 2. stupn¥

Matice druhého stupn¥ je de�nována jako(
a11 a12

a21 a22

)
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�leny determinantu detA jsou sou£iny a11 ·a22 a a12 ·a21. Za pomoci permutací je moºné

zjistit znaménka t¥chto sou£in· a to tak, ºe

sgn

(
1 2

1 2

)
= 1, sgn

(
1 2

2 1

)
= −1

Výslednou hodnotou je tedy detA = a11 · a22 − a12 · a21.

P°íklad 3.7. Ur£ete determinant matice A, kdyº

sgn

(
3 2

4 5

)
.

detA = 3 · 5− 2 · 4 = 7.

3.3.3 Determinant matice 3. stupn¥

Matice t°etího stupn¥ je de�nována jakoa11 a12 a13

a21 a22 a12

a31 a32 a33

 .

Podle de�nice permutace je op¥t moºné zjistit po£et £len· determinantu a jejich zna-

ménka. T¥ch je tedy celkov¥ 3! = 6.

P =

(
1 2 3

1 2 3

)
, sgnπ = +1, £len determinantu a11 · a22 · a33

P =

(
1 2 3

2 3 1

)
, sgnπ = +1, £len determinantu a12 · a23 · a31

P =

(
1 2 3

3 1 2

)
, sgnπ = +1, £len determinantu a13 · a21 · a32

P =

(
1 2 3

3 2 1

)
, sgnπ = −1, £len determinantu a13 · a22 · a33

P =

(
1 2 3

2 1 3

)
, sgnπ = −1, £len determinantu a12 · a23 · a31

P =

(
1 2 3

1 3 2

)
, sgnπ = −1, £len determinantu a11 · a21 · a32

Platí tedy

detA = a11 ·a22 ·a33+a12 ·a23 ·a31+a13 ·a21 ·a32−a13 ·a21 ·a32−a12 ·a23 ·a31−a11 ·a21 ·a32.
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Tento vzorec je jednodu²eji zapamatovatelný pomocí následujícího pravidla. Jako první

krok je nutné provést opis prvního a druhého °ádku matice pod prvky a31,a32,a33 p·-

vodní matice. Nejprve se násobí prvky na hlavní diagonále, dále ve sm¥rech rovnob¥º-

ných s diagonálou. Sou£iny postupn¥ s£ítáme. Poté se násobí prvky na vedlej²í diago-

nále. Vedlej²í diagonálou rozumíme prvky aij, pro které platí i = 1, . . . , n; j = n+1− i.
Dále ve sm¥rech rovnob¥ºných s vedlej²í diagonálou, p°i£emº v tomto p°ípad¥ se sou-

£iny ode£ítají. Tato mnemotechnická pom·cka se nazývá Sarussovo pravidlo a slouºí

pouze k lep²ímu zapamatování postupu výpo£tu determinantu matic 3. stupn¥.

P°íklad 3.8. Ur£ete determinant matice 3. stupn¥, kdyº

A =

 1 −3 −4
−3 3 −13
−2 9 1

 .

Dle Sarussova pravidla

detA =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 −4
−3 3 −13
−2 9 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 3 + 108− 78− 24 + 117− 9 = 117.

3.3.4 Determinant matice 4. stupn¥

U matic stupn¥ £ty°i a více, je uº nutné rozloºit determinant na subdeterminanty

niº²ího °ádu.

De�nice 3.7. Nech´ A = (aij) je matice stupn¥ m× n. Potom se kaºdá matice, která

vznikne z matice A vynecháním n¥kterých °ádk·, £i sloupc· nazývá díl£í matice A.

Je-li díl£í matice matice A £tvercová, jejím determinantem je subdeterminant matice

A.

De�nice 3.8. Je-li A = (aij) ∈ Mn(T ), potom se subdeterminant díl£í matice Aij
stupn¥ n − 1 vzniklé vynecháním i-tého °ádku a j-tého sloupce nazývá minor matice

A p°íslu²ný k prvku aij a zna£í seMij.

Algebraickým dopl¬kem prvku aij rozumíme Aij = (−1)i+jMij.

P°íklad 3.9. Jaká je hodnota algebraického dopl¬ku A13 matice

A =

 1 2 4

2 −4 5

−3 9 −5

 .

Pro minor této matice platíM13 = 18−12 = 6, kdy A13 = (−1)1+3 ·6 = 6. Algebraický

dopln¥k A13 je roven 6.
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V¥ta 3.3. (Laplaceova v¥ta) Nech´ A = (aik) ∈Mn(T ). Pak

� pro kaºdé i = 1, . . . , n platí

n∑
k=1

aikAik = detA

� pro kaºdé i, j = 1, . . . , n, i 6= j platí

n∑
k=1

aikAjk = 0.

P°íklad 3.10. Vypo£ítejte hodnotu determinantu matice

A =


6 −2 1 1

2 −3 2 −1
0 4 0 0

1 3 1 2

 .

V p°ípad¥ výpo£tu determinantu matice vy²²ího °ádu je výhodné vyuºít vlastnosti

determinantu. Proto v tomto p°ípad¥ bude nejvýhodn¥j²í rozvinout determinant podle

3. °ádku, jelikoº obsahuje jenom jeden nenulový prvek. Vynecháváme tedy 3. °ádek a

2. sloupec. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6 −2 1 1

2 −3 2 −1
0 4 0 0

1 3 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4 · (−1)3+2

∣∣∣∣∣∣∣
6 1 1

2 2 −1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣ =
−4 · [24− 1 + 2− (2− 6 + 4)] = −4 · 25 = −100.

P°íklad 3.11. Vypo£ítejte determinant matice

A =


−2 4 −2 6

1 9 1 2

2 0 2 1

−3 15 −3 6

 .

V p°ípad¥ tohoto p°íkladu není t°eba provád¥t rozvoj, jelikoº se v 1. a 3. sloupci nachází

totoºné hodnoty a tím pádem jsou sloupce lineárn¥ závislé. Vzhledem k vlastnostem

determinantu je tedy
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 4 −2 6

1 9 1 2

2 0 2 1

−3 15 −3 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

P°íklad 3.12. Vypo£ítejte v program Wolfram Mathematica determinant matice

B =


2 1 0 5 9

1 0 0 6 6

0 2 3 9 0

1 0 3 8 1

2 1 1 11 2


1 In[40]:=B={{2,1,0,5,9},{1,0,0,6,6},{0,2,3,9,0},{1,0,3,8,1},

2 {2,1,1,11,2}};

3

4 In[41]:= Det[B]

5 Out[41]= -512

Zdrojový kód 17 Výpo£et determinantu

3.4 Inverzní matice

De�nice 3.9. �tvercová matice A °ádu n se nazývá regulární, kdyº je tvo°ena line-

árn¥ nezávislými °ádky. �tvercová matice A °ádu n se nazývá singulární, jestliºe není

regulární, tj. obsahuje °ádky, které jsou lineárn¥ závislé.

De�nice 3.10. Je-li £tvercová matice A °ádu n pak se matice B nazývá inverzní matice

k matici A jestliºe

AB = BA = E.

kde E je jednotková matice.

V¥ta 3.4. Nech´ A je £tvercová matice °ádu n. Pak k matici A existuje inverzní matice

práv¥ tehdy, kdyº A je regulární. Inverzní matice k matici A je ur£ena jednozna£n¥.

Inverzní matice k regulární matici A se zna£í symbolem A−1.

V¥ta 3.5. 1. Platí-li pro matice A,B vztah AB = E, pak také BA = E a A = B−1,

B = A−1.
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2. Pro determinant inverzní matice k regulární matici A platí

detA−1 =
1

detA
.

3. Bu¤ A regulární matice. Pak A−1 je regulární a platí

(A−1)−1 = A.

4. Pro libovolné regulární matice A,B platí

(AB)−1 = B−1A−1.

5. Je-li A regulární matice a B matice taková, ºe AB = 0, pak B = 0.

6. Je-li A regulární matice a B matice taková, ºe AB = A nebo BA = A, pak

B = E.

V¥ta 3.6. Má-li inverzní matice A−1 prvky aij, kde i je °ádek matice a j je sloupec

matice, pak

aij =
(−1)i+j · Mji

detA
,

kdeMji je subdeterminant matice A, který vznikl vynecháním j-tého °ádku a i-tého

sloupce.

P°íklad 3.13. Vypo£ítejte inverzní matici k matici

A =

(
2 1

4 3

)
.

K °e²ení toho typu p°íkladu lze pouºít °ádkové elementární transfromace uvedené v

De�nici 2.14. Napravo vedle matice A se p°ipí²e jednotková matice a na tuto nov¥

vzniklou matici A|E ∈ M2×4(T ) aplikujeme kone£ný po£et °ádkových elementárních

transformací takových, ºe se pozice jednotkové matice posune na levou stranu. Na pravé

stran¥ bude matice inverzní.

(
2 1 1 0

4 3 0 1

)

První °ádkovou úpravou bude vynásobení prvního °ádku matice £íslem (−2) a následné
p°i£tení k °ádku druhému. Dostáváme tedy
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(
2 1 1 0

0 1 −2 1

)

Druhou °ádkovou úpravou bude vynásobení druhého °ádku matice £íslem (−1) a p°i-

£tení k °ádku prvnímu. (
2 0 3 −1
0 1 −2 1

)

Posledním krokem bude vyd¥lení prvního °ádku £íslem 2 a po této operaci dostáváme

°e²ení tohoto p°íkladu (
1 0 3

2
−1

2

0 1 −2 1

)

Inverzní matice matice A je tedy (
3
2
−1

2

−2 1

)

P°íklad 3.14. Vypo£ítejte inverzní matici k matici A za pomocí subdeterminant· z

V¥ty 3.6.

A =

(
3 4

7 8

)

Pro prvek a−111 inverzní matice A−1 platí

a−111 =
(−1)1+1 · 8
−4

= −2

Pro prvek a−112 inverzní matice A−1 platí

a−112 =
(−1)1+2 · 7
−4

=
7

4

Pro prvek a−121 inverzní matice A−1 platí

a−121 =
(−1)2+1 · 4
−4

= 1

Pro prvek a−122 inverzní matice A−1 platí

a−122 =
(−1)2+2 · 3
−4

= −
3

4
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Výsledná inverzní matice má tedy tvar

A =

−2 1

7

4
−
3

4



P°íklad 3.15. Najd¥te inverzní matici k matici A v programu Wolfram Mathematica

je-li

A =


3 −4 5 10

2 −3 1 9

3 −5 −1 7

3 −4 5 15


1 In[18]:= A = {{3,-4,5,10}, {2,-3,1,9}, {3,-5,-1,7},

{3,-4,5,15}};

2

3 In[19]:= MatrixForm[Inverse[A]]

4

5

6

7 Out[34]=



64

5
29 −11 −

104

5
38

5
18 −7 −

63

5
−1 −3 1 2

−
1

5
0 0

1

5

8

9

10

Zdrojový kód 18 Inverzní matice
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4 SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC

4.1 Hodnost matice

De�nice 4.1. Hodností matice A ∈ Mm×n(T ) rozumíme po£et prvk· maximálního

lineárn¥ nezávislého systému °ádk· matice A. Hodnost matice A se zna£í jako h(A).

Z vý²e uvedené de�nice tedy p°ímo vyplývá ºe

� Hodnost nulové matice je rovna 0

� Hodnost nenulové matice je ≥ 1

� Hodnost diagonální matice je rovna po£tu nenulových °ádk·.

V¥ta 4.1. �tvercová matice A stupn¥ n je regulární, je-li h(A) = n (tedy je tvo°ena

lineárn¥ nezávislými °ádky). �tvercová matice A stupn¥ n je singulární je-li h(A) < n.

V²echny °ádkov¥ ekvivalentní matice mají stejnou hodnost. Jinak °e£eno, je moºné

pouºít kone£né mnoºství °ádkových elementárních úprav a hodnost matice z·stane

po°ád stejná.

P°íklad 4.1. Ur£ete hodnost matice A pomocí elementárních °ádkových transformací.

A =

2 2 1

1 2 −1
1 6 3


Prvním krokem bude vým¥na druhého °ádku a prvního °ádku. Tím dosáhneme toho,

ºe bude prvek a11 = 1, coº výrazn¥ usnadní dal²í úpravy. K druhému °ádku poté

p°i£teme první °ádek vynásobený £íslem (−2) a ke t°etímu °ádku p°i£teme první °ádek

vynásobený £íslem (−1). Poslední úpravou bude p°i£tení druhého °ádku vynásobeného

£íslem 2 k °ádku t°etímu.

A =

2 2 1

1 2 −1
1 6 3

 ∼
1 2 −1
2 2 1

1 6 3

 ∼
1 2 −1
0 −2 −3
0 4 4

 ∼
1 2 −1
0 −2 −3
0 0 10


Získali jsme matici, která má v²echny prvky na hlavni diagonále nenulové. Tedy tato

matice má (a tedy i matice p·vodní) hodnost 3.

V¥ta 4.2. Hodnost matice A je rovna maximálnímu stupni nenulového subdetermi-

nantu matice A.
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P°íklad 4.2. Ur£ete hodnost matice A pomocí subdeterminant· (minor·).

A =

 2 −2 1 8 2

5 −3 5 1 6

−1 1 3 2 −3


Vybereme nap°íklad £tvercový subdeterminant 2. stupn¥ obsahující prvek a11 = 2

M =

∣∣∣∣∣2 −25 −3

∣∣∣∣∣ = 4.

Tedy h(A) ≥ 2. Dále vybereme £tvercové subdeterminanty 3. stupn¥∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 1

5 −3 5

−1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ a

∣∣∣∣∣∣∣
2 −2 8

5 −3 1

−1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣
Protoºe jsou oba tyto subdeterminanty nenulové, platí h(A) = 3.

4.2 �e²ení soustav lineárních rovnic

De�nice 4.2. Soustavou m lineárních rovnic o n neznámých nad t¥lesem T rozumíme

soustavu ve tvaru

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

kde aij ∈ T jsou koe�cienty soustavy rovnic, x1, . . . , xn jsou neznámé. Prvky bi ∈ T ,
kde i = 1, 2, . . . ,m, jsou absolutní £leny soustavy nebo také pravá strana soustavy.

Pokud platí bi = 0 pro kaºdé i = 1, 2, . . . ,m, pak se soustava nazývá homogenní. V

opa£ném p°ípad¥ se nazývá nehomogenní.

Uvedený systém lineárních rovnic lze stru£n¥ji zapsat i jako:

n∑
j=1

aijxj = bi, 1 ≤ i ≤ m

De�nice 4.3. Uvaºujeme-li soustavu rovnic z p°edchozí de�nice, potom matici
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A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a1n
...

... . . . ...

am1 am2 . . . amn

 , resp. A|b =


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a1n b2
...

... . . . ...
...

am1 am2 . . . amn bm


nazýváme maticí soustavy lineárních rovnic, resp. roz²í°enou maticí soustavy lineárních

rovnic.

Ozna£íme-li

~xT =


x1

x2
...

xn

 a ~bT =


b1

b2
...

bm

 ,

Pak soustavu lineárních rovnic m·ºeme zapsat ve tvaru

A~xT = ~bT .

De�nice 4.4. Uvaºujeme dva systémy lineárních rovnic A~x = ~b, B~y = ~c. �ekneme,

ºe tyto systémy jsou ekvivalentní a pí²eme A~x = ~b ∼ B~y = ~c, jestliºe mnoºina v²ech

°e²ení systému A~x = ~b splývá s mnoºinou v²ech °e²ení systému B~y = ~c.

Ekvivalentní systémy rovnic musí mít stejný po£et neznámých x1, . . . , xn, ale mohou

se li²it po£tem rovnic.

De�nice 4.5. Soustava lineárních rovnic A~x = ~b se nazývá °e²itelná, pokud existuje

alespo¬ jedno její °e²ení.

V¥ta 4.3. (Frobeniova v¥ta) Systém m lineárních rovnic o n neznámých A~x = ~b má

°e²ení práv¥ tehdy, kdyº hodnost matice A je rovna hodnosti matice roz²í°ené (A|b).

V¥ta 4.4. Jsou-li A~x = ~b a B~y = ~c dv¥ soustavy nehomogenních lineárních rovnic o n

neznámých takové, ºe jejich roz²í°ené matice (A|b) a (B|c) jsou °ádkov¥ ekvivalentní,

pak jsou tyto soustavy ekvivalentní.

Na základ¥ p°ede²lé v¥ty je zaloºena také metoda °e²ení soustav lineárních rovnic zvaná

Gaussova elimina£ní metoda. Tato metoda spo£ívá v aplikaci °ádkových elemen-

tárních úprav na roz²í°enou matici soustavy tak, aby se pod hlavní diagonálou této

matice nacházely pouze nuly. Takto upravená matice odpovídá soustav¥ rovnic, která

je ekvivalentní se soustavou p·vodní.
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P°íklad 4.3. �e²te zadanou soustavu rovnic v prost°edí Wolfram Mathematica.

x1 + 2x2 + 3x3 = 14

3x1 + 2x2 + x3 = 10

3x1 + x2 + 2x3 = 11

1 In[4]:= Solve[{x1+2x2+3x3==14,3x1+2x2+x3==10,3x1+x2+2x3==11},

2 {x1,x2,x3}]

3 Out[4]= {{x1->1,x2->2,x3->3}}

Zdrojový kód 19 �e²ení soustavy rovnic

Výstupem programu jsou nalezené hodnoty °e²ení soustavy rovnic x1 = 1, x2 = 2, x3 =

3.

P°íklad 4.4. �e²te následující systém rovnic pomocí Gaussovy elimina£ní metody.

x1 + 4x2 − x3 = 6

2x1 + 3x2 + x3 = 2

3x1 + 7x2 + 2x3 = 18

Prvním krokem bude p°epsání soustavy rovnic do tvaru odpovídající roz²í°ené matice. 1 4 −1 6

2 3 1 2

3 7 2 18


Nyní se je pot°eba upravit matici pomocí elementárních transformací tak abychom

dosáhli tzv.schodovitého tvaru matice. Matice je ve schodovitém tvaru, jestliºe p°ípadné

nulové °ádky jsou uspo°ádány na konci matice a nenulové °ádky jsou uspo°ádány tak,

ºe kaºdý následující °ádek za£íná v¥t²ím po£tem nul neº °ádek p°edchozí. Vynásobíme

tedy 1. °ádek £íslem (−2) a p°i£teme k 2. °ádku. Op¥t vynásobíme 1. °ádek, ale v tomto

p°ípad¥ £íslem (−3) a p°i£teme k 3. °ádku. 1 4 −1 6

0 −5 3 −10
0 −5 5 0


V posledním kroku sta£í vynásobit 2. °ádek £íslem (−1) a p°i£íst k 3. °ádku matice. 1 4 −1 6

0 −5 3 −10
0 0 2 10


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Z posledního °ádku matice dostáváme rovnici

2x3 = 10

x3 = 5

Po dosazení hodnoty x3 do druhého °ádku soustavy rovnic dostáváme

−5x2 + 3x3 = −10
−5x2 + 3 · 5 = −10
−5x2 = −25
x2 = 5

Zbývá uº jen dosadit hodnoty x2 a x3 do prvního °ádku rovnice která je ve tvaru

x1 + 4x2 − x3 = 6

x1 + 4 · 5− 5 = 6

x1 = −9

Z poslední matice bylo jasné, ºe hodnost p·vodní matice a hodnost roz²í°ené matice

je 3, tedy soustava je °e²itelná a jelikoº má poslední matice stejný po£et °ádk· jako

po£et neznámých, má zadaná soustava jediné °e²ení. Tím je x1 = −9, x2 = 5, x3 = 5.

P°íklad 4.5. Vy°e²te následující systém rovnic pomocí Gaussovy elimina£ní metody

v programu Wolfram Mathematica.

8x1 − x2 − 2x3 = 0

−x1 + 7x2 − x3 = 10

−2x1 − x2 + 9x3 = 23

1 In[1]:= A = {{8,-1,-2,0}, {-1,7,-1,10}, {-2,-1,9,23}}

2 Out[1]= {{8,-1,-2,0}, {-1,7,-1,10}, {-2,-1,9,23}}

3

4 In[2]:= RowReduce[A]

5 Out[2]= {{1,0,0,1}, {0,1,0,2}, {0,0,1,3}}

6

7 In[3]:= MatrixForm[%]

8

9 Out[34]=

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 3


10

11

Zdrojový kód 20 Gaussova elimina£ní metoda
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Výstupem programu je redukovaná matice jejíº obsah lze po p°epsání do soustavy

lineárních rovnic interpretovat jako:

x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.

V¥ta 4.5. (Cramerovo pravidlo) Nech´ A~x = ~b je soustava n lineárních rovnic o n

neznámých (n ≥ 1) taková, ºe detA 6= 0. Potom pro kaºdé j = 1, . . . , n platí

xj =
detAj

detA
.

Kde Aj je matice, která vznikne z A nahrazením j-tého sloupce vektorem ~b.

P°íklad 4.6. Následující systém rovnic °e²te Cramerovým pravidlem

2x1 + 2x2 − x3 + x4 = 4

4x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 6

8x1 + 5x2 − 3x3 + 4x4 = 12

3x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = 6

Výpo£et zahájíme p°episem soustavy rovnic do maticového tvaru.

A =


2 2 −1 1

4 3 −1 2

8 5 −3 4

3 3 −2 2


Determinant této matice je roven 2, takºe je moºné aplikovat Cramerovo pravidlo. Je-

likoº se v zadání nachází 4 neznámé, musíme vytvo°it 4 nové matice z matice p·vodní,

u kterých bude sloupec po£ítané neznámé nahrazen sloupcem hodnot pravé strany rov-

nice.

Pro x1 :

A1 =


4 2 −1 1

6 3 −1 2

12 5 −3 4

6 3 −2 2



Determinant této matice je roven 2, tedy platí x1 =
2

2
= 1.
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Pro x2 :

A2 =


2 4 −1 1

4 6 −1 2

8 12 −3 4

3 6 −2 2



Determinant této matice je roven 2, tedy platí x2 =
2

2
= 1.

Pro x3 :

A3 =


2 2 4 1

4 3 6 2

8 5 12 4

3 3 6 2



Determinant této matice je roven −2, tedy platí x3 =
− 2

2
= −1.

Pro x4 :

A4 =


2 2 −1 4

4 3 −1 6

8 5 −3 12

3 3 −2 6



Determinant této matice je roven −2, tedy platí x4 =
− 2

2
= −1.

P°íklad 4.7. Aplikujte Cramerovo pravidlo v prost°edí Wolfram Mathematica pomocí

jednoduché funkce, je-li:

x1 + 2x2 − x3 = 1

−2x1 + x2 − 3x3 = 2

2x1 − x3 = −2

tedy roz²í°ená matice soustavy je

A|b =

 1 2 −1 1

−2 1 −3 2

2 0 −1 −2

 .
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1 In[13]:= A = {{1, 2, -1}, {-2, 1, -3}, {0, 2, -1}};

2 b = {1, 2, -2};

3

4 In[15]:= VypocetX[x_, matice_, vektor_] :=

5 Module[{detA, detAx, B},

6 B = matice;

7 B[[All, x]] = vektor;

8 detAx = Det[B];

9 detA = Det[matice];

10 Return[

11 detAx/detA]]

12

13 In[16]:= {x_1 -> VypocetX[1, A, b],

14 x_2 -> VypocetX[2, A, b],

15 x_3 -> VypocetX[3, A, b]}

16

17 Out[16]= {x_1 -> 3, x_2 -> -(14/5), x_3 -> -(18/5)}

Zdrojový kód 21 Cramerovo pravidlo



UTB ve Zlín¥, Fakulta aplikované informatiky 47

5 VYU�ITÍ LINEÁRNÍ ALGEBRY V PRAXI

5.1 �ifrování

�ifrování vyuºívá z lineární algebry teorii matic a jejich vlastnosti, které jsou pro tyto

ú£ely velice vhodné. Nejvýznamn¥j²ím zp·sobem je substitu£ní Hillova ²ifra, která se

hojn¥ vyuºívá v klasické kryptogra�i. Vyuºívá lineární tranformace bloku kódované

zprávy za pomoci násobení matic.

Pouºívaná abeceda m·ºe být nap°íklad anglického typu vyuºívající písmena A-Z bez

diakritiky. V p°ípad¥ £eského jazyka m·ºeme vyuºít i diakritiku a pokud to okolnosti

vyºadují, je moºné vyuºít i interpunk£ní znaménka. Kaºdé písmeno, £í znak je reprezen-

továno libovolným £íslem v rozmezí rozsahu pouºívané abecedy. V p°ípad¥ anglického

typu by byly jednotlivé znaky reprezentovány £ísly v rozmezí 0-25.

Zprávou m·ºe být libovolný text, po kterém poºadujeme za²ifrování a následné de²if-

rování u p°íjemce zprávy. Kódovaná zpráva musí obsahovat pouze znaky de�nované

abecedy. Znaky zprávy m·ºeme ukládat do matice.

�ifrovacím klí£em je matice, kterou pouºijeme na zakódování poºadované zprávy. Tento

klí£ ale musí spl¬ovat následující podmínky:

� Matice klí£e je £tvercová stupn¥ n a zárove¬ platí, ºe po£et znak· zprávy je

d¥litelný n.

� Determinant matice klí£e a po£et znak· abecedy musí být nesoud¥lná £ísla.

� Matice je regulární.

De²ifrovacím klí£em je matice inverzní k ²ifrovacímu klí£i.

Samotné ²ifrování je reprezentováno maticovým násobením. Vytvo°ená matice z po-

ºadované zprávy se vynásobí s vhodn¥ zvoleným ²ifrovacím klí£em. Na kaºdý prvek

matice vzniklé násobením se poté provede celo£íselné d¥lení s po£tem prvk· abecedy.

Výsledkem je za²ifrovaná zpráva jak v £íselné podob¥, tak i v podob¥ textové.

Stejné znaky nejsou ale vºdy reprezentovány stejným znakem v za²ifrované podob¥ a to

z toho d·vodu, ºe Hillova ²ifra p°evádí celé m-tice znak·, a ne pouze kaºdý jednotliv¥.

Proto není v·bec jednoduché tuto ²ifru prolomit.

De²ifrování zprávy probíhá na stejném principu jako ²ifrování. Za²ifrovanou zprávu p°e-

vedeme do £íselné podoby a vepí²eme do matice. Matici následn¥ vynásobíme inverzní
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maticí klí£e. Na výslednou matici op¥t aplikujeme celo£íselné d¥lení po£tem prvk· abe-

cedy.

Výsledná de²ifrovaná zpráva je stejná, jako zpráva, která byla ²ifrována.

5.1.1 Hillova ²ifra v prost°edí Wolfram Mathematica

Prvním krokem k vytvo°ení za²ifrované zprávy je zvolení vhodné abecedy. Pro ú£ely

demonstrace kódu byla zvolena abeceda anglického typu obsahující pouze velká, malá

písmena bez diakritiky, dopln¥né o interpunk£ní znaménka a mezeru. V druhém kroku

dojde k uloºení hodnoty délky zvolené abecedy do prom¥nné.

1 In[1]:= Abeceda =

2 "abcdefghijklmnopqrstuvwxyzABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ .?,!’-"

3 DelkaAbecedy = StringLength[Abeceda];

4 In[2]:=Zprava = " ";

Zdrojový kód 22 Vytvo°ení abecedy a zprávy

V následujícím kroku je nutné vytvo°it matice klí£e, který bude slouºit pro ²ifrování

námi zvolené zprávy. Vytvo°ená matice je stupn¥ n, pro 2 ≤ n ≤ 9. Je nutné si dát

pozor aby determinant t¥chto matic nebyl soud¥lný s po£tem znak· zvolené abecedy.

Pro byla zvolena abeceda o prvo£íselné délce. Konkrétn¥ 59 znak·.

1 In[2241]:= MatrixForm[Klic5]

2

3

4

5 Out[34]=


5 −2 −9 −6 −4
−4 −2 1 −7 −3
−7 6 −1 −6 −8
4 7 −4 1 −7
9 6 −8 6 2

6

7

Zdrojový kód 23 Matice klí£e

Po vytvo°ení matice klí£e je nutné vytvo°it klí£ inverzní, který bude slouºit k de²ifro-

vání. Ten bude vytvo°en po aplikaci funkce VytvorInverzi.
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1 In[2241]:= VytvorInverzi[klic_] := Inverse[klic, Modulus ->

DelkaAbecedy]

2 InverzniKlic = VytvorInverzi[Klic]

3

4

5 Out[34]=


55 1 −6 39 36

54 8 52 1 7

20 15 24 54 23

58 6 10 5 35

57 43 1 52 1

6

7

Zdrojový kód 24 Inverzní klí£

Z výstupu funkce TvorbaAsociace je jasné, jaké £íselná hodnota byla p°i°azena jakému

znaku abecedy.

Po vytvo°ení asociace následuje vytvo°ení jednotlivých funkcí, ze kterých se bude sklá-

dat funkce výsledná slouºící pro ²ifrování a de²ifrování zprávy.

1 In[1875]:=

2 Asociace[abeceda_] := PositionIndex@Characters[abeceda] - 1

3 Tabulka = Asociace[Abeceda]

4

5 Out[1876]= <|"a"-> {0}, "b"-> {1}, "c"-> {2}, "d"-> {3},

6 "e" -> {4}, "f"-> {5}, "g"-> {6}, "h"-> {7}, "i"-> {8},

7 "j" -> {9}, "k"-> {10}, "l"-> {11}, "m"-> {12}, "n"-> {13},

8 "o" -> {14}, "p"-> {15}, "q"-> {16}, "r -> {17}, "s"-> {18},

9 "t" -> {19}, "u"-> {20}, "v"-> {21}, "w"-> {22}, "x"-> {23},

10 "y" -> {24}, "z"-> {25}, "A"-> {26}, "B"-> {27}, "C"-> {28},

11 "D" -> {29}, "E"-> {30}, "F"-> {31}, "G"-> {32}, "H"-> {33},

12 "I" -> {34}, "J"-> {35}, "K"-> {36}, "L"-> {37}, "M"-> {38},

13 "N" -> {39}, "O"-> {40}, "P"-> {41}, "Q"-> {42}, "R"-> {43},

14 "S" -> {44}, "T"-> {45}, "U"-> {46}, "V"-> {47}, "W"-> {48},

15 "X" -> {49}, "Y"-> {50}, "Z"-> {51}, " "-> {52}, "."-> {53},

16 "?" -> {54}, ","-> {55}, "!"-> {56}, "’"-> {57}, "-"-> {58}|>

Zdrojový kód 25 Vytvo°ení asociace znak· s £ísly
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Funkce Add slouºí k tomu,aby byl text dopln¥n o tolik znak· mezer, aby vyhovoval

²ifrovacímu klí£i. Princip funkce stojí na celo£íselném d¥lení. Výstupem je text jiº

dopln¥ný o znaky mezer.

1 Add[text_, klic_] :=

2 Module[{Vydel, NewString},

3 Vydel = Mod[StringLength[text], Length@klic];

4 NewString = Table[" ", Length@klic - Vydel];

5 StringJoin[text, NewString]]

Zdrojový kód 26 Funkce dopln¥ní zprávy

Funkce ApplyKey slouºí k p°evodu znak· textu do jeho odpovídající £íselné podoby,

podle jiº vytvo°ené tabulky. Výstupem této funkce je seznam £ísel jiº za²ifrovaného

textu.

1 ApplyKey[doplnenytext_, kod_, klic_] :=

2 Flatten[Mod[

3 Partition[Map[Function[x, kod[x][[1]]], Characters[

doplnenytext]],

4 Length@klic].klic, DelkaAbecedy]]

Zdrojový kód 27 Funkce aplikace ²ifrovacího klí£e

Následující funkcí je funkce MakeText. Jejím ú£elem je p°evod za²ifrovaného textu

v £íselné podob¥ zp¥t do formy znak·. Tento p°evod je umoºn¥n pomocí vytvo°ených

asociací z funkce Asociace. Výsledkem funkce MakeText je text v jeho za²ifrované nebo

de²ifrované podob¥.

1 MakeText[zasifrovanytext_, kod_] :=

2 StringJoin[

3 Flatten[Map[Function[x, PositionIndex [kod][[x]]],

4 zasifrovanytext + 1]]]

Zdrojový kód 28 Funkce p°evodu £ísel na text
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Funkce HillCiper byla vytvo°ena sloºením v²ech vý²e uvedených funkcí, které na sebe

logicky navazují. Slouºí jak pro ²ifrování textu, tak i pro jeho de²ifrování.

1 HillCipher[text_, kod_, klic_] :=

2 MakeText[ApplyKey[Add[text, klic], kod, klic], kod]

Zdrojový kód 29 Funkce Hillova ²ifrování

5.1.2 Demonstrace Hillovy ²ifry na p°íkladu

Pro demonstraci funk£nosti zdrojového kódu uvedeného v p°edchozí podkapitole byl

vybrán text, po kterém se poºaduje zakódování, úryvek z knihy Pán prsten· od spiso-

vatele J.R.R.Tolkiena[13].

1 Abeceda =

2 ’abcdefghijklmnopqrstuvwxyzABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ. !,’-’;

3

4 Text = ’Three Rings for the Elven-kings under the sky, Seven

for the Dwarf-lords in their halls of stone, Nine for

Mortal Men doomed to die, One for the Dark Lord on his

dark throne in the Land of Mordor where the Shadows lie.

One Ring to rule them all, One Ring to find them, One Ring

to bring them all and in the darkness bind them in the

Land of Mordor where the Shadows lie.’;

Zdrojový kód 30 Zvolení abecedy a vloºení textu

1 In[22]:= Cipher = HillCipher[Zprava, Tabulka, Klic]

2

3 Out[22]= "mYju!uS’LZ!FVBwDe!gYHGn.FfND,i’EED-wGHtVbHcmqxBL’.

TRDq.SX!P,zn TJRwUBixYNRtUJ?LvTDOELpChmVZGumTsRQpFiR’zS!?

xm’LEoPuLDLoickSfs?uk-Ziv’UITa,tDe!

gYdnHUssMdlXbMOUoNUzsixpRYICyt!y’HgmoXyYjlsGrmnMYnP!ySlEMq

,bWdTrfxT.?iPSnaqpVLmBc!tdz-oyRpRxawcDopOwGv’ma’.J.S’

dIcbLfQ!e.LrQFYVLmBc!tdz-YmDtKWmLWO?pW?KamJRh-GxRdi?YpBJ’

kJRZs.xawcDSx pUNsKj A?HUzUP?wRzHXvTiVE-VmYl-rwT z!

eGNdjknDzw"

Zdrojový kód 31 �ifrovaní textu
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1 In[23]:= Decipher = HillCipher[Cipher, Tabulka, InverzniKlic]

2

3 Out[23]= "Three Rings for the Elven-kings under the sky,

Seven for the Dwarf-lords in their halls of stone, Nine

for Mortal Men doomed to die, One for the Dark Lord on his

dark throne in the Land of Mordor where the Shadows lie.

One Ring to rule them all, One Ring to find them, One Ring

to bring them all and in the darkness bind them in the

Land of Mordor where the Shadows lie."

Zdrojový kód 32 De²ifrování textu

5.2 Geometrické transformace

Geometrické transformace se nejvíce pouºívají v po£íta£ové gra�ce. V této kapitole se

budu zabývat transformacemi, které jsou lineární. Mezi ty se °adí nap°íklad otá£ení,

posunutí, zkosení a nebo t°eba zm¥na m¥°ítka. Objekty jsou reprezentovány sou°adni-

cemi, které se váºí k sou°adnicovému systému. Geometrické transformace se aplikují

na jednotlivé body neboli sou°adnice objektu, který následn¥ m¥ní svoji velikost nebo

polohu. S gra�ckou transformací objektu souvisí také transformace bodu P, který má

v kartézské soustav¥ sou°adnice [X, Y ]. Transformací T , kterou aplikujeme na bod P

dostáváme bod o sou°adnicích [X ′, Y ′]. Transformací celého objektu rozumíme aplikaci

transformace na v²echny body, ze kterých se objekt skládá, nebo pokud to transformace

dovoluje, tak pouze na parametry jasn¥ ur£ující objekt.

5.2.1 Homogenní sou°adnice

Pro jednodu²²í výpo£ty transformací se vyuºívá reprezentace bod· pomocí tzv. homo-

genních sou°adnic. Tato reprezentace se pouºívá z d·vodu, ºe homogenní sou°adnice

umoº¬ují aplikaci základních lineárních transformací pouze pomocí násobení matic,

coº v p°ípad¥ kartézských sou°adnic, které jsou nehomogenní není moºné. Skládání

transformací se realizuje jako násobení matic a inverzní transformace je reprezento-

vána pomocí inverzní matice. Nyn¥j²í gra�cké procesory s jednoduchostí provádí vý²e

uvedené maticové operace a rychlost zpracování scény se díky specializovaným gra�c-

kým kartám neustále zvy²uje. Uspo°ádaná trojice £ísel [x, y, w] p°edstavuje homogenní

sou°adnice bodu P s kartézskými sou°adnicemi [X, Y ], platí-li:
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X =
x

w
, Y =

y

w
, w 6= 0.

Bod P je svými homogenními sou°adnicemi ur£en naprosto jednozna£n¥. Sou°adnice w

se téº nazýváme váhou bodu. Homogenní so°adnice transformovaného bodu P ′ [X ′, Y ′]

se ozna£ují jako [x′, y′, w′]. �asto se volí w = 1, potom jsou tedy homogenní sou°adnice

bodu [X, Y, 1]. Obecnou £tvercovou matici stupn¥ 3 reprezentující lineární transformaci

bodu P = [x, y, w] na bod P ′ = [x′, y′, w′] je matice A taková, ºe

P ′T =

x
′

y′

w

 = P · A =

xy
w

 ·
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .
5.2.2 Dvourozm¥rné geometrické transformace

1. Posunutí

Transformace posunutí nebo také translace bodu P je ur£ena vektorem posunutí

~v = (vx, vy).

Matice transformace posunutí T má tvar

T (vx, vy) =

1 0 vx

0 1 vy

0 0 1



2. Oto£ení

Otá£ením, neboli rotací bodu P kolem po£átku soustavy sou°adnic O = [0, 0] o

úhel α získáme bod P ′ o sou°adnicích

X ′ = Xcosα− Y sinα
Y ′ = Xsinα+ Y cosα.

Matice transformace oto£ení R má tvar

R(α) =

cosα −sinα 0

sinα cosα 0

0 0 1


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3. Zm¥na m¥°ítka

Zm¥na m¥°ítka ovliv¬uje velikost transformovaného objektu ve sm¥ru sou°adni-

cových os. Pokud je absolutní hodnota koe�cientu m¥°ítkování v intervalu (0, 1),

dochází ke zmen²ení a p°iblíºení transformovaného objektu k po£átku sou°adnic.

Je-li absolutní hodnota koe�cientu v¥t²í neº jedna, dojde k prodlouºení, je-li zna-

ménko koe�cientu záporné, dochází k prodlouºení £i zmen²ení v opa£ném sm¥ru.

Matice pro zm¥nu m¥°ítka S má tvar

S(sx, sy) =

sx 0 0

0 sy 0

0 0 1


kde sx je koe�cient zm¥ny m¥°ítka ve sm¥ru sou°adnicové osy x a sy je koe�cient

zm¥ny m¥°ítka ve sm¥ru sou°adnicové osy y.

4. Soum¥rnost

Soum¥rnost, neboli zrcadlení je zvlá²tním p°ípadem zm¥ny m¥°ítka, kde se abso-

lutní hodnota koe�cientu m¥°ítka rovna jedné. Soum¥rnost je moºno ve dvouroz-

m¥rném p°ípad¥ rozd¥lit na soum¥rnost st°edovou a osovou. St°edová soum¥rnost

podle po£átku sou°adnicové soustavy je otá£ením o 180◦ resp. zm¥nou m¥°ítka

sx = −1 a sy = −1, zatímco osové soum¥rnosti získáme p°eklopením bodu podle

jedné ze sou°adnicových os. Soum¥rnost podle osy x má koe�cienty sx = −1 a

sy = 1, obdobn¥ pro osu y je sx = 1 a sy = −1.
Matice pro zrcadlení S mají tvar

Ref0 =

−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 , Refx =

−1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , Refy =

1 0 0

0 −1 0

0 0 1



5. Zkosení

Transformace zkosení s koe�cientem shx (z anglického shear) znamená zkosení ve

sm¥ru osy x. Analogicky se provádí zkosení ve sm¥ru osy y s koe�cientem shy.

Transforma£ní matice Shx a Shy mají tvar

Shx =

1 shx 0

0 1 0

0 0 1

 , Shy =

 1 0 0

shy 1 0

0 0 1


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5.2.3 Skládání transformací

P°i aplikování transformací na body zvoleného objektu záleºí na po°adí, v jakém se

transformace provád¥jí. Je totiº rozdíl, jestliºe bod posuneme a poté oto£íme okolo

po£átku sou°adnicového systému, nebo zda bod nejprve oto£íme a poté provedeme

posunutí. Transformaci vzniklou sloºením z více transformací lze vyjád°it jedinou ma-

ticí, jiº získáme násobením matic, reprezentujících díl£í transformace. Protoºe záleºí

na po°adí transformací, záleºí také na po°adí násobení matic. Jestliºe pouºíváme zá-

pis P ′ = P.A, musíme matice reprezentující následující transformace p°idávat do této

transformace zleva. Pokud tedy aplikujeme transformace v po°adí T1, T2 pak je bod P

transformován vztahem P ′ = T2.T1.P.

5.2.4 Gra�cké transformace v programu Wolfram Mathematica

P°ed zahájením aplikace transformací na základní matici Basic je d·leºité si vhodn¥

vytvo°it funkce, které budou vytvá°et body pro objekt z matice transformace a záro-

ve¬ vykreslovat graf, který slouºí k ilustraci a vizuálnímu ov¥°ení, zda transformace

prob¥hla správn¥.

1 BodyObjektu[x_] := {

2 x1 = x[[1, 3]];

3 y1 = x[[2, 3]];

4 x2 = x[[1, 1]];

5 y2 = x[[2, 1]];

6 x3 = x[[1, 2]];

7 y3 = x[[2, 2]];

8

9 {x1, y1}, {x2, y2}, {x3, y3}}

Zdrojový kód 33 Funkce pro vytvo°ení bod· objektu

1 VykresliGraf[y_] :=

2 Graphics[{Thickness[0.01], Red,

3 Line[{{x1, y1}, {x2, y2}, {x3, y3}, {x1, y1}}]},

4 Axes -> True,PlotRange -> 3, AxesLabel -> {Style["x"],

Style["y"]}]

Zdrojový kód 34 Funkce pro vykreslení grafu objektu
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1. Vytvo°ení základního objektu

1 In[95]:= Basic = {{1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {1, 1, 1}};

2 MatrixForm[Basic]

3

4

5 Out[34]=

1 0 0

0 1 0

1 1 1


6

7

8 In[97]:= BodyObjektu[Basic]

9 Out[97]= {{0, 0}, {1, 0}, {0, 1}}

10

11 In[98]:= VykresliGraf[Basic]

Zdrojový kód 35 Vytvo°ení základního objektu
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Obr. 1 Graf základního objektu
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2. Transformace posunutí

1 In[14]:=TranslateM = {{1, 0, 1}, {0, 1, 1}, {0, 0, 1}};

2 In[146]:= Translation = TranslateM.Basic;

3 MatrixForm[TranslateM].MatrixForm[Basic]->

4 MatrixForm[Translation]

5

6

7 Out[34]=

1 0 1

0 1 1

0 0 1

.
1 0 0

0 1 0

1 1 1

−→
2 1 1

1 2 1

1 1 1


8

9

10 In[148]:= BodyObjektu[Translation]

11 Out[148]= {{1, 1}, {2, 1}, {1, 2}}

12

13 In[149]:= VykresliGraf[Translation]

Zdrojový kód 36 Posunutí objektu
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Obr. 2 Graf posunutí objektu
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3. Transformace zm¥ny m¥°ítka

1 In[566]:= ScaleM = {{2, 0, 0}, {0, 2, 0}, {0, 0, 1}};

2 In[567]:= Scaling = ScaleMatrix.Basic;

3 MatrixForm[ScaleM].MatrixForm[Basic] ->

4 MatrixForm[Scaling]

5

6

7 Out[34]=

2 0 0

0 2 0

0 0 1

.
1 0 0

0 1 0

1 1 1

−→
2 0 0

0 2 0

1 1 1


8

9

10 In[569]:= BodyObjektu[Scaling]

11 Out[569]= {{0, 0}, {2, 0}, {0, 2}}

12

13 In[570]:= VykresliGraf[Scaling]

Zdrojový kód 37 Zm¥na m¥°ítka objektu
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Obr. 3 Graf zm¥ny m¥°ítka objektu
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4. Transformace oto£ení

1 In[571]:= uhel = 135;

2 In[572]:= RotateM={{Cos[uhel Degree],Sin[uhel Degree

],0},{-Sin[uhel Degree],Cos[uhel Degree],0},{0,0,1}};

3 In[573]:= Rotation = RotateM.Basic;

4 MatrixForm[RotateM].MatrixForm[Basic] ->

5 MatrixForm[Rotation]

6

7

8 Out[34]=


−

1
√
2

1
√
2

0

−
1
√
2
−

1
√
2

0

0 0 1

.
1 0 0

0 1 0

1 1 1

−→

−

1
√
2

1
√
2

0

−
1
√
2
−

1
√
2

0

1 1 1

9

10

11 In[575]:= BodyObjektu[Rotation]

12 Out[575]= {{0, 0}, {-1/2, -1/2}, {1/2, -1/2}

13

14 In[576]:= VykresliGraf[Rotation]

Zdrojový kód 38 Oto£ení objektu
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Obr. 4 Graf oto£ení objektu
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5. Zkosení podle osy x

1 In[624]:= shxM={{1,0.5,0},{0,1,0},{0,0,1}};

2 ShearX = shxM.Basic;

3 MatrixForm[shxM].MatrixForm[Basic] ->

4 MatrixForm[ShearX]

5

6

7 Out[34]=

1 0.5 0

0 1 0

0 0 1

.
1 0 0

0 1 0

1 1 1

−→
1 0.5 0

0 1 0

1 1 1


8

9

10 In[627]:= BodyObjektu[ShearX]

11 Out[627]= {{0., 0.}, {1., 0.}, {0.5, 1.}}

12

13 In[628]:= VykresliGraf[ShearX]

Zdrojový kód 39 Zkosení objektu podle osy x
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Obr. 5 Graf zkosení objektu dle osy x
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6. Zkosení podle osy y

1 In[624]:= shyM={{1,0,0},{1.5,1,0},{0,0,1}};

2 ShearY = shyM.Basic;

3 MatrixForm[shyM].MatrixForm[Basic] ->

4 MatrixForm[ShearY]

5

6

7 Out[34]=

 1 0 0

1.5 1 0

0 0 1

.
1 0 0

0 1 0

1 1 1

−→
 1 0 0

1.5 1 0

1 1 1


8

9

10 In[627]:= BodyObjektu[ShearY]

11 Out[627]= {{0., 0.}, {1., 1.5}, {0., 1.}}

12

13 In[628]:= VykresliGraf[ShearY]

Zdrojový kód 40 Zkosení objektu podle osy y
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Obr. 6 Graf zkosení objektu dle osy y



UTB ve Zlín¥, Fakulta aplikované informatiky 62

7. Zrcadlení podle po£átku soustavy sou°adnic

1 In[634]:= ReflectM = {{-1, 0, 0}, {0, -1, 0}, {0, 0, 1}};

2 Reflection = ReflectM.Basic;

3 MatrixForm[ReflectM].MatrixForm[Basic] ->

4 MatrixForm[Reflection]

5

6

7 Out[34]=

−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

.
1 0 0

0 1 0

1 1 1

−→
−1 0 0

0 −1 0

1 1 1


8

9

10 In[637]:= BodyObjektu[Reflection]

11 Out[637]= {{0, 0}, {-1, 0}, {0, -1}}

12

13 In[638]:= VykresliGraf[Reflection]

Zdrojový kód 41 Zrcadlení podle po£átku soustavy sou°adnic
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Obr. 7 Graf zrcadlení podle po£átku soustavy sou°adnic
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8. Zrcadlení podle osy x

1 In[634]:= ReflectXM = {{1, 0, 0}, {0, -1, 0}, {0, 0, 1}};

2 ReflectionX = ReflectXM.Basic;

3 MatrixForm[ReflectXM].MatrixForm[Basic] ->

4 MatrixForm[ReflectionX]

5

6

7 Out[34]=

1 0 0

0 −1 0

0 0 1

.
1 0 0

0 1 0

1 1 1

−→
1 0 0

0 −1 0

1 1 1


8

9

10 In[637]:= BodyObjektu[ReflectionX]

11 Out[637]= {{0, 0}, {1, 0}, {0, -1}}

12

13 In[638]:= VykresliGraf[ReflectionX]

Zdrojový kód 42 Zrcadlení podle osy x

-2 -1 1 2
x

-2

-1

1

2

Obr. 8 Graf zrcadlení objektu podle osy x
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9. Zrcadlení podle osy y

1 In[634]:= ReflectYM = {{-1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}};

2 ReflectionY = ReflectYM.Basic;

3 MatrixForm[ReflectYM].MatrixForm[Basic] ->

4 MatrixForm[ReflectionY]

5

6

7 Out[34]=

−1 0 0

0 1 0

0 0 1

.
1 0 0

0 1 0

1 1 1

−→
−1 0 0

0 1 0

1 1 1


8

9

10 In[637]:= BodyObjektu[ReflectionY]

11 Out[637]= {{0, 0}, {-1, 0}, {0, 1}}

12

13 In[638]:= VykresliGraf[ReflectionY]

Zdrojový kód 43 Zrcadlení podle osy Y
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Obr. 9 Graf zrcadlení objektu podle osy y
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10. Skládání transformací

Na základní matici jsou postupn¥ aplikované transformace zm¥ny m¥°ítka, rotace,

zkosení podle osy x a zrcadlení podle po£átku. V tomto po°adí.

1 In[456]:= CompM = ScaleMatrix.RotateMatrix.shx.reflect;

2 In[457]:= Comp = CompM.Basic;

3 MatrixForm[CompM].MatrixForm[Basic] -> MatrixForm[Comp]

4

5

6 Out[34]=

1.41 −0.70 0

1.41 2.12 0

−1 −1 1

.
1 0 0

0 1 0

1 1 1

−→
1.41 −0.70 0

1.41 2.12 0

0 0 1


7

8

9 In[637]:= BodyObjektu[Comp]

10 Out[637]= {{0., 0.}, {1.41, 1.41}, {-0.70, 2.12}}

11 In[638]:= VykresliGraf[Comp]

Zdrojový kód 44 Skládaní transformací
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Obr. 10 Graf skládání transformací
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ZÁV�R

Cílem této práce bylo seznámit £tená°e se základním oborem matematiky, kterým je

lineární algebra. Text bakalá°ské práce byl vytvo°en jako podp·rný text pro studenty

nav²t¥vující Math Support Centre. Témata, která jsou probírána se °adí mezi ty nej-

základn¥j²í a nejnutn¥j²í k pochopení principu fungování lineární algebry.

V první polovin¥ bakalá°ské práce jsem vysv¥tlil pojem vektorový prostor, co musí

vektorové prostory spl¬ovat a jejich vybrané p°íklady. Za t¥mito p°íklady je uvedena

také teorie lineárních kombinací vektor·. Následuje teorie týkající se matic. Ta obsahuje

podkapitoly jako je p°edstavení r·zných typ· matic, operace s maticemi a elementární

úpravy matic.

V druhé polovin¥ práce se zabývám determinanty a teorií s nimi spjatou. Ilustruji

výpo£ty determinant· pro r·zn¥ velké £tvercové matice, za kterými následuje de�nice

inverzních matic. V následující kapitole jé probrána teorie lineárních rovnic a hlavn¥

zp·soby, jakými soustavy po£ítat.

Ve²keré p°íklady uvedené v práci jsou °e²eny tak, aby jim porozum¥l i naprostý laik.

K dispozici jsou slovn¥ popsány postupy a moºnosti °e²ení. Pro je²t¥ lep²í p°edstavu

jsou p°edstaveny moºnosti °e²ení v matematickém software Wolfram Mathematica.

Tento program je velice vhodné pro ú£ely výuky lineární algebry, jelikoº je snadno

ovladatelný a srozumitelný.

Lineární algebra je jeden ze stavebních kamen· matematiky a studenti by se s ní

nem¥li setkávat aº na vysokých ²kolách. Matematika jako taková se jeví mnohem snaz²í

s poznatky, které vzniknou studiem této disciplíny. Srde£n¥ doufám, ºe tyto podp·rné

materiály najdou uplatn¥ní v jiº zmín¥ném centru a pomohou student·m Univerzity

Tomá²e Bati nejenom z fakulty aplikované informatiky.
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