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ABSTRAKT

Cilem této bakalafské prace je vytvoreni studijniho materialu ke studiu soustav linearnich
diferencidlnich rovnic. Prace obsahuje teoretickou cast, kde jsou vysvétleny zakladni
pojmy soustav linedrnich diferencidlnich rovnic a jejich metody feSeni. V praktické ¢asti
jsou ukazky fesenych i nefeSenych piikladti pro tyto metody. Pro zjednodusSeni feSeni
téchto soustav je vyuzit software Wolfram Mathematica. Je také uvedeno vyuziti téchto
soustav Vv praxi. Piinosem této prace je seznameni studenti bakalaiskych studii

S problematikou a feSenim systémil linearnich diferencialnich rovnic.

Klicova slova: soustava linearnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu s konstantnimi
koeficienty, homogenni soustava rovnic, nehomogenni soustava rovnic, Eliminacni

metoda, Eulerova metoda, software Wolfram Mathematica 10.3.

ABSTRACT

The aim of this Bachelor thesis is to create educational material for systems of linear
differential equations. Thesis contains a theoretical part, which explains the basic terms of
systems of linear differential equations and their methods of solution. In the practical part
there are demonstrations of solved and unsolved examples of these methods. To simplify
the solution of these systems software Wolfram Mathematica is used. We also use these
systems in practice. The contribution of this work is to acquaint students of bachelor

studies, with problems and solutions of systems of linear differential equations.

Keywords: system of linear first order differential equations with constant coefficients,
homogeneous system of equations, nonhomogeneous system of equations, Elimination

method, Euler method, software Wolfram Mathematica 10.3.
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UvVOD

Matematickou formulaci pomoci soustav diferencialnich rovnic mizeme vyuzit k feSeni
problémt technickych i pfirodnich véd. U studia fyzikdlnich systémii volime soubor
fyzikalnich velicin, diky kterym miizeme studovany systém popsat. Nasi tlohou je poté

zjistit, jak se tyto veli¢iny (stavové proménné) méni s Casem.

Cilem této bakalafské prace je vytvoreni podpirného materidlu ke studiu soustav

line4rnich diferencidlnich rovnic v pfedmétu Diferencialni rovnice na FAI UTB ve Zliné¢.

Prace je rozdélena do dvou casti. V prvni teoretické casti jsou vysvétleny zakladni
vlastnosti soustav linearnich diferencialnich rovnic prvniho fadu s konstantnimi
koeficienty. Dale jsou zde popsany dvé metody fteSeni téchto rovnic, kterymi jsou

Eliminac¢ni a Eulerova metoda.

V praktické casti jsou uvedeny ukazky piikladi pro obé metody. Elimina¢ni metodu
vyuzivame pro soustavy s malym poctem neznamych. Eulerovu metodu mizeme pouzit i
pro soustavy vyssich fadl. V dalsi ¢asti jsou zahrnuty piiklady feSené v softwaru Wolfram
Mathematica. Soucasti prace je sbirka nefeSenych ptikladd pro soustavy linearnich

diferencidlnich rovnic. Na konci praktické ¢asti jsou vytvoreny aplikace na uZziti soustav

linearnich diferencialnich rovnic v praxi.
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|. TEORETICKA CAST
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1 SOUSTAVY LINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC
PRVNIHO RADU S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Soustava linedrnich diferencialnich rovnic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty

Y1 = a11Y1 + @12y + 0+ A Yy + by (%), (1)
V2 = A1Y1 + QY2 + -+ Aoy + by (%),

!

Yn = An1Y1 + AQp2Y2 + o+ AupYn + bn(x)'

kde b;(x) jsou spojité funkce a a;; € R, i,j = 1, ..., n, jsou koeficienty soustavy.

e Prob;(x) =0provsechnax €lai=1,...,n, je soustava homogenni.

e Prob;(x) # 0 prongjaké x € [ ai = 1,...,n, je soustava nehomogenni.

Soustavu (1) Ize zapsat ve vektorovém tvaru jako y' = Ay + b(x), kde A je matice

soustavy a ma tvar

spojita vektorova funkce

neznama vektorova funkce

a derivace neznamé vektorové funkce

Y1
y' = E/ .
Yn

Pocate¢ni podminky pro Cauchyho tlohu jsou

y1(x0) = }’0,1:}’2(9(0) =Yo,2) v Yn(X) = Yo,ns

kde x, € Iayg1,...,Yon € R.

[2] [3] [4] [10]
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Véta o existenci a jednoznacnosti pro soustavy

Necht' A je realna ¢tvercova matice fadu n. Je-li b(x) spojita n-vektorova funkce na
otevieném intervalu |, pak pro kazdé x, € I,y, € R" existuje feSeni Cauchyho ulohy
(s pocate¢ni podminkou)

y' =Ay +b(x),  y(x) = yo,
na I a ma pravé jedno feSeni. [4] [10]
Linearni zavislost a nezavislost FeSeni

Necht’ jsou vektorové funkce y;,.., ¥y, na intervalu I = (a,b),a < b, feSenim né&jaké
homogenni soustavy n diferencialnich rovnic, tj. y' = Ay, kde A je ¢étvercova realna
matice fadu n. Tato feSeni jsou na intervalu I linearné zavisla, pokud existuji konstanty

Ci, C,, ..., Cy, kde alesporii jedna z nich je nenulova, takové, ze
C1y1(x) + Gy (x) + - + Ceyr(x) =0,
pro kazdé x € I. Pokud nejsou funkce na I linearné zavislé, tak fikame, ze jsou linearné
nezavislé. [6]
Plati:
Kazdou soustavu n LODRL1 lze eliminaci pievést ekvivalentné na jednu LODRn.
Kazdou soustavu n LODRn; lze eliminaci pievést ekvivalentné¢ na jednu LODR tadu
=11

Kazdou LODRn (a kazdou soustavu LODR se souctem fadi n) Ize ekvivalentné pievést na

soustavu n LODR1. [4]

1.1 Elimina¢ni metoda

Princip této metody spociva v ptevodu soustavy n LODRL1 na jednu LODRn. To znamena
pomoci vhodnych algebraickych uprav a derivovani vybranych rovnic soustavy postupné
vylou¢ime n — 1 neznamych funkeci 1 s jejich derivacemi. Elimina¢ni metodu je vhodné

pouzit pro soustavy LODRI1 s konstantnimi koeficienty. [3]
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1.1.1 Soustava LODR 1. fadu s konstantnimi koeficienty
Jedna se o soustavu tvaru
y'= Ay +b(x),

kde A je konstantni ¢tvercova matice fadu n a vektorova funkce b(x) je na I spojita a

nenulova.
Soustava tvaru
y' = A4y,
kde A je konstantni matice fadu n, se nazyva homogenni. [3]
Postup Feseni (pro soustavy dvou LODRL1 o dvou neznamych funkcich)

Jako prvni vyjadiime z jedné rovnice jednu z funkci a zderivujeme ji. Tyto dva vztahy
dosadime do druhé rovnice soustavy a upravime. Ziskdvame nehomogenni LODR 2. fadu

S konstantnimi koeficienty
ay" + a1y +agy = f(%), a; #0,
kde aq, a4, a, jsou konstantni koeficienty. [7]
Véta o struktuie obecného Feseni (pro LODR2)
Obecné feseni LODR2 lze psat ve tvaru
Y=Yn+Yp

kde y, je obecné feSeni homogenni LODR2 a y, je partikuldrni feSeni nehomogenni

LODR2. [3]

Rovnici LODR2 zhomogenizujeme a najdeme jeji obecné feseni pomoci charakteristické

rovnice a,A? + a;A + a, = 0 a podle jejich kofent uréime feSeni DR. Mohou nastat tyto

pfipady:
1.1.1.1 Jednondsobné redlné koveny
A, 1, ER, A #= A,

Fundamentalni systém

V2 =
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a obecné feseni

y = Ciy1 + Gy, = CieM* + Cret??, C;,C, € R

1.1.1.2 Dvojnasobny redlny koien

Alzlzzﬂ.ER

Pro jeden dvojnasobny realny kofen A dostaneme dvé linearné nezavisla partikularni feseni

rovnice.

Fundamentalni systém

a obecné feSeni

y = C1371 + Czyz = Clellx + szelx, Cl’ CZ € R

[7]
1.1.1.3 Jednondsobné komplexni koieny
Mpr=0tiw, Mo €EC, o,w € R.
Fundamentalni systém
v, = e?* cos wx,
vy, = e?*sin wx
a obecné feseni
y = C1y; + C,y, = C;e%* cos wx + C,e* sin wx, C;,C, ER.
[7]

1.1.1.4 Dvojndsobné komplexni koieny
Tento ptipad mlze nastat, pokud je diferencialni rovnice alespon 4. fadu.
/‘{1’2 = (O- i l:(l))z, 11‘2 € (C, o,w E R.

Pro k-nasobny komplexni kofen A = o +iw dostaneme 2k linearné¢ nezavislych

partikularni feSeni rovnice, tedy pro k = 2 mame 4 feSeni.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 15

Fundamentalni systém

y, = e?* cos wx,
y, = xe?* cos wx,
y; = e?¥ sin wx,

v, = xe%* sin wx
a obecné feseni
y=0C1y1 + Gy + CGyz + Gy, =
= C,e%% cos wx + C,xe% cos wx + C3e%* sin wx + Cyxe® sin wx, Cy, C3, C3, Cy, € R.

KdyZ ma prava strana rovnice tzv. specialni tvar (funkce exponencialni, goniometrické
nebo polynomy), pouzijeme Kk vypoctu partikularniho feSeni metodu neurcitych

koeficienti. [3] [7]

I.  Pravastrana f(x) je polynom m-tého stupné proménné x a ma tvar

f(x) = Bp(x).
Partikularni feSeni poté hledame ve tvaru

Yp = xKQp (%),
kde k je nasobnost ¢isla nula jako kofene charakteristické rovnice a Q,,(x) je
polynom s neur¢itymi koeficienty stejného stupné jako P, (x).

e Polynom 0. stupné: Q,(x) = 4; A € R.
e Polynom 1. stupné: Q;(x) = Ax + B; A,B € R.
e Polynom 2. stupné: Q,(x) = Ax?> + Bx + C; A,B,C € R.
e Polynom 3. stupné: Q3(x) = Ax® + Bx* + Cx + D; A,B,C,D € R.
[7]

Il.  Pravastrana f(x) ma tvar
f(x) = B(x)e’*.
Partikularni feseni poté hledame ve tvaru
Yp = x4 Qm(x)e”,

kde k je nasobnost ¢isla o jako kofene charakteristické rovnice a Q,,,(x) je polynom

s neur¢itymi koeficienty stejného stupné jako P, (x). [7]
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IIl.  Prava strana f(x) ma tvar
f(x) = e?*[B,,(x) cos wx + Q,(x) sin wx].
Partikularni feseni poté hledame ve tvaru
¥y = x*e[R,(x) cos wx + S, (x) sin wx],

kde k je nasobnost ¢isla o + iw jako kofene charakteristické rovnice a R, (x), S,-(x)

jsou polynomy s neurcitymi koeficienty t€hoz stupné r = max {m, n}. [7]

Vyse uvedenym postupem (pomoci y, a y,,) jsme nalezli jedno feSeni soustavy. Druh¢
ziskdme dosazenim vypoctené funkce a jeji derivace do rovnice, kterou jsme na zacatku

vyjadfili. Tim urc¢ime obecné feSeni soustavy.

Pokud méme zadany pocatecni podminky, tak je dosadime do obecného feseni soustavy.
Dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou neznamych konstantach C;, C,. Vypoctené
konstanty C;,C, dosadime do obecného feSeni soustavy a tim ziskame hledané feSeni

pocatecni tlohy pro danou soustavu. [7]
1.2 Eulerova metoda

1.2.1 Soustava homogennich LODR 1. Fadu s konstantnimi koeficienty
Jedna se o soustavu ve tvaru

y' = A4y, ()
kde A je realna ¢tvercova matice s konstantnimi prvky.

Fundamentalni matice feseni na | je

Y1
Y(x) = ( : )
Yi

Vektorové funkce y,, ...,y tvoii fundamentalni systém (bazi) feseni soustavy pravé

tehdy, kdyz je nasledujici determinant roven nule:
det(A—AE) =0,

kde E je jednotkova matice (tj. ¢tvercova matice, ktera ma na hlavni diagonale jednicky a

mimo hlavni diagonalu nuly), tj.
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a1 — /1 iz o Ain
a21 a22 - A aZn _ 0
an1 An2 Apn — A

Tato rovnice se nazyva charakteristicka rovnice stupné¢ n pro neznamou A, ktera ma n
kofenii vcetné nasobnosti. Charakteristicky polynom matice A je pro det(A — AE)

matice A — AE polynom n-tého stupné v A a ma tvar
det(A—2AE) =p(A) = (-1D)" A"+ byA" 1 + -+ b, 1A+ by,

kde kofeny p(A) jsou vlastni ¢isla (vlastni hodnoty) matice A a Kkoeficienty
b;,i =1,2,...,n, jsou vesmés realné a jsou jednozna¢né urCeny matici. Je-li A vlastni ¢islo
matice A, tak vlastnim vektorem A p¥idruzenym Kk A rozumime konstantni nenulovy (tj.

alespon jedna slozka vektoru v je riizné od nuly) vektor v € R", v # 0 spliujici
(A-E)v =o.

Pokud je v vlastni vektor piislusejici vlastnimu ¢islu A matice A, pak

Y1 oy et* 04
y = : = velx = : = : e/lx'
Yk o, e* On

je feSenim dané soustavy na R. Jsou-li A4,...,4, riznd vlastni Cisla matice A, pak
odpovidajici feSeni tvofi linearné nezavislou mnozinu.

Matice A — AE je singularni (tj. determinant je roven nule) pravé tehdy, kdyz A je vlastni
¢islo matice A. Pro jeji hodnost h (maximalni pocet linedrné¢ nezavislych tadkiti nebo
sloupcti matice A — AE) plati h < n. Cislo d = n — h je defekt matice a uddva maximalni
pocet linearné nezavislych feSeni soustavy (A — AE)v = o. Defekt je pocet nulovych
radkd v matici upravené na Gausstv schodovity tvar. Pokud je d (defekt matice) mensi nez
k (nasobnost vlastniho ¢isla A1), je situace komplikovangjsi a musime pouzit zobecnéné

vlastni vektory.

Pro urceni obecného feseni soustavy (2) musime nalézt k linearné nezavislych feseni,

k tomu pouzijeme Eulerovu metodu. [1] [3] [4] [6] [11]
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Obecné FeSeni soustavy

Je-li Y(x) fundamentalni matice feSeni soustavy y' = Ay na |, pak obecné feSeni y; této
soustavy na | je y,(x) = Y (x)c pro ¢ € R", kde c je sloupcovy konstantni vektor. Kazdé

feSeni y této soustavy mizeme jednoznacné psat ve tvaru
y =0y + Gy, + -+ Gy
kde C,, C,, ..., C,, jsou vhodné konstanty. [3] [4]
Pouzijeme nasledujici znaceni:
e A1 =0+ iw - vlastni ¢islo matice A.
e v = g+ ih - vlastni vektor matice A.
Postup
1) Nalezeni vsech vlastnich ¢isel A matice A.
2) Nalezeni vlastniho vektoru v ke kazdému vlastnimu ¢islu A.

3) Dale postupujeme podle toho, jaky typ kofene nam vyjde.

1.2.1.1 Jednondsobnd redlna vlastni Cisla
Vektorova funkce y definovand piedpisem
y = ve’*, x € R, v+ o,

je obecnym feSenim soustavy y' = Ay pravé tehdy, kdyz je Cislo A redlnym vlastnim
Cislem matice A a vektor v je realnym vlastnim vektorem matice A, ktery piislusi

vlastnimu cislu A.
Napt. pro soustavu 2 rovnic:
Fundamentalni systém

Yl == vlellx,

YZ = vze/lzx

a obecné feSeni
y = Clyl + 62Y2 = Clvlellx + szzelzx, Cl' CZ € R.

[1]
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1.2.1.2 Vicendasobnd redlna viastni ¢isla

Pomoci uréeni defektu matice, kdy d = k, rozliSujeme dva piipady:

a) Prod=k

Necht' je A redlnym k-nasobnym vlastnim ¢islem matice A, které piislusi k-linearné
nezavislym vlastnim vektorim v,,v,,...,v;. Pak je mnoZina vSech feSeni soustavy

y' = Ay ve tvaru
y = ve’*, x € R, v+o
a tvoii tak k-rozmérny podprostor vektorového prostoru vSech feseni soustavy y' = Ay.

Bazi tohoto podprostoru jsou vektorové funkce

Y1 = vlelx,
Y2 = vZe)lx,
— Ax
Yk = Dvre, x ER.

b) Prod <k

Necht' je A realna ¢tvercova matice fadu n a A vlastni Cislo matice A, pak vektory
V1, Vy, ..., Uy (Ve stejném pofadi jak je mame napsany), jSou Fetézcem zobecnénych
vlastnich vektord matice A, které prislusi vlastnimu ¢islu A prave tehdy, kdyz plati
(A—AE)v, = o, v, # 0,
(A - AE)VZ =V,

(A—AE)v,, = Vyp_q,
kde ¢islo m je délka Fetézce.

Je-li v, vlastnim vektorem matice A a je-li vlastni ¢islo A realné, jsou i vSechny zobecnéné

vlastni vektory pfisluSejici tomuto vlastnimu ¢islu realné.

Necht vq,v,,...,v,, je fetézec zobecnénych realnych vlastnich vektori matice A
ptislusejicich vlastnimu ¢islu A, kde vy, pro k = 1,2, ..., m jsou realné vektory. Pak tyto

vektorové funkce jsou feSenim soustavy y' = Ay a tvoii m linearné nezavislych feSeni
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Y1 = vlelx,

Y, =(vix + vz)elx,

1 1
Yk = (mlek_l + mvzxk_z + -+ Vyi-_1X + vk) e’lx, X € ]R,

1 1
Y, = (mlem‘l + mvzxm‘z + otV x + vm) e  x€eR

Napft. pro soustavu rovnic, kde je A dvojnasobné realné vlastni ¢islo (tedy m = 2) matice A
takové, ze hodnost matice A — AE je rovna jedné (tj. kdyZ jsou tadky této matice zavislé a
alespon jeden z nich je nenulovy), tak partikularni feSeni Y; 1ze pfedpokladat v obvyklém
tvaru Y, = v,e?* a fefeni Y, ve tvaru Y, = (vyx + v,)e?®, kde vektor v; vyhovuje
podmince
(A - AE)‘UZ = 171.
[11 [3] [4]

1.2.1.3 Jednondasobna komplexni vilastni ¢isla
Vektorové funkce u, v definované predpisy

u = (gcos wx — hsin wx)e”,

v = (gsin wx + hcos wx)e%~, x € R, o,wE R, g, h eRY,

jsou FeSenimi soustavy y' = Ay pravé tehdy, kdyz je Cislo A = 0 + iw vlastnim Eislem
matice A (tedy Im(4) # 0) a kdyz vektor v = g + ih je vlastnim vektorem matice 4, ktery
pfislusi vlastnimu Cislu A.

K uprave vektorové funkce pouzijeme Eulertiv vzorec

e(TH®)X — 09X (cos wx + isin wX).
Funkce
Y = ve™ = (g + ih)e“*i®)* = (g + ih)(cos wx + isin wx)e®™ =

= (gcos wx — hsin wx)e? + i(gsin wx + hcos wx)e’® = u+ iv

vyhovuje soustavé y' = Ay pravé tehdy, kdyz je ¢islo 1 = 0 + iw vlastnim ¢islem matice

A akdyz vektor v = g + ih je vlastnim vektorem matice A pfisluSejici vlastnimu ¢islu A.
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Fundamentalni systém soustavy y’ = Ay je tedy soustava dvou linearné nezavislych a

realnych feSeni
Y, = Re [u],
Y, =Im [v].
Obecné feseni je pak ve tvaru
y = (Y, + (Y, €1, C; ER,

které také mtizeme rozepsat do slozek. [1] [3] [6]

1.2.1.4 Vicendsobna komplexni vlastni Cisla

Pomoci urceni defektu matice, kdy d = k, rozliSujeme dva ptipady:

a) Prod=k

Necht’ je 1 = 0 + iw komplexnim k-ndsobnym vlastnim ¢islem matice A, které ptislusi k

linearné nezavislym vlastnim vektorim
v, =g, +ih,v, =g, +ih,, .., v, = g, +ih.
Pak je mnozina vSech feSeni soustavy y' = Ay ve tvaru
u = (gcos wx + hsin wx)e~, x € R, o,w € R, g, heR"
a tvoii tak 2k-rozmérny podprostor vektorového prostoru vSech feSeni soustavy y' = Ay.
Bézi tohoto podprostoru jsou vektorové funkce

U, = (g,cos wx — hysin wx)e*,

U, = (g,cos wx — h,sin wx)e’*,

U, = (gycos wx — hysin wx)e’*, x € R,

V, = (hycos wx + g,sin wx)e?”,

V, = (h,cos wx + g,sin wx)e%™,

Vi = (hycos wx + g,sin wx)e?, x € R.
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b) Prod <k

Je-li v; vlastnim vektorem matice A a je-li vlastni ¢islo 4 komplexni, jsou i vSechny

zobecnéné vlastni vektory prislusejici tomuto vlastnimu ¢islu komplexni.

Necht v, =g, +ih,,v, =g, +ih,,..,v,, =g, +ih, je fetézec zobecnénych
komplexnich vlastnich vektort matice A pfislusejicich komplexnimu vlastnimu ¢islu

A =0+ iw, kde 0, w jsou realna ¢isla a gy, hy, pro k = 1, 2, ..., m jsou redlné vektory.
Pak tyto vektorové funkce jsou feSenim soustavy y' = Ay a tvoti 2m linearné nezavislych
feSeni

U, = (g cos wx — hysin wx)e*,

V, = (g1sin wx + h;cos wx)e’,

U, = ((g1x + g2)cos wx — (hyx + hy)sin wx)e’™,

V, = ((g1x + g2)sin wx + (hyx + hy)cos wx)e’,

1
(m — 2)|92xm_2 +otgmaax + gm) COS wx

1 1
— (— hlxm—l + —(m — 2)! hzxm—z 4+ .+ hm—lx + hm) sin wx] e’*,
1 1
= ANy -1 D EEE———— —2 cee :

1 1
+ (— hyx™ + mhzxm‘z + o Ry x + hm) cos a)x] e’”,

Napft.: Fundamentalni systém nasobnosti k (napf. 2) ma 2m linearné nezavislych feseni (tedy 4)

Y; =Re[U,4],
Y, =Im[U,],
Y3 =Re[V4],
Y, =Im[V,].

Obecné feseni je pak ve tvaru
y=CY;, +CY,+CYs+CY,  Cy,CpCsCy€R,

které také mtizeme rozepsat do slozek. [1]
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II. PRAKTICKA CAST
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2 SOUSTAVY LINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC
PRVNIHO RADU S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

2.1 Eliminac¢ni metoda

Tato metoda je vhodna pro soustavy s malym poctem neznamych. Pro soustavy S vice nez
dvéma neznamymi funkcemi budeme pouzivat Eulerovu metodu.
2.1.1 Soustava homogennich LODR 1. Fadu s konstantnimi koeficienty

Soustava linearnich diferencialnich rovnic se nazyva homogenni jen tehdy, kdyz  b(x) =

o pro kazdé x € I. Pokud b(x) neni nulova, dostavame nehomogenni soustavu (viz nize

2.1.2).

Priklad 1: Najdéte obecné FeSeni soustavy:

Y1 =2y, + ¥,
Y2 = —y1 4y,

Nejprve si vyjadiime napf. y, z prvni rovnice:
Y2 = Y1 = 2)1 1)
zderivujeme a dostaneme
Y2 = y1 — 2y1.
Funkce y, a y, nyni dosadime do druhé rovnice. Vyjde ndm
yi' = 2y1 = =y1 +4(y1 = 2y1),
yi' = 6y; +9y1 = 0.

Po tpravé jsme dostali homogenni linearni diferencialni rovnici 2. fadu s konstantnimi

koeficienty.
Charakteristicka rovnice je
A2—61+9=0.

Vypocitame kotfeny charakteristické rovnice a ziskdme

VP da (-6 6736 __
_ 2 _

1,2 —
2a

)
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11,2 = 3 = A
Dostali jsme jeden dvojnasobny realny koien, ktery dosadime do obecného feSeni rovnice:
y1 = C,e3* + Cyxe3,

zderivujeme a dostaneme

y1 = 3C,e3 + C,e3* + 3C,xe3™,
Dosadime do vyjadieni (1):
Y, = 3C1€3* + C,e3% + 3C,xe3* — 2C,e3* — 2C,xe3* = C1e3* + C,e3* + Cyxe3X,
Obecné feseni soustavy dvou linearnich diferencialnich rovnic je

y; = €13 + Cyxe3”,

Vo, = Cle3x + C2e3x + sze3x, Cll CZ € R

2.1.2 Soustava nehomogennich LODR 1. ¥adu s konstantnimi koeficienty

Nyni budeme fesit nehomogenni soustavu, kde b(x) # o pro n¢jaké x € I. Dale mame
zadanou pocate¢ni podminku (Cauchyho uloha).

Piiklad 2: Najdéte FeSeni Cauchyho ulohy:

y1 =Y, +cosx, y1(0) =1,

1
V2 ==y +2, y2(0) = 2.

Nejprve si vyjadiime napft. y, Z prvni rovnice a vyjde nam

Y2 = Y1 — COSX, )
zderivujeme a dostaneme

Y, =y1 +sinx.
Funkci y; dosadime do druhé rovnice a upravime

yi +y, =2 —sinx. (3)
Po tprave dostdvame nehomogenni LODR 2. fadu s konstantnimi koeficienty.
Pravou stranu polozime rovnu nule a vyfeSime ptislusnou charakteristickou rovnici
+1=0,

jeji koteny jsou



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 26

/11’2 = il

Dostali jsme dva komplexné sdruzené koteny, které dosadime do obecného feSeni rovnice

dle vzorce z kapitoly 1.1.1.3:
Yr = C,e%%cos wx + C,e°*sin wx = C;cos x + C,sin x,
yp = Cycos x + C,sin x.

Nyni budeme hledat partikularni feSeni y, nehomogenni rovnice (3). Prvni Cast pravé

strany rovnice f; (x) = 2 = Py(x) je polynom nultého stupné, proto

Yip = A4,

zderivujeme a ziskdme
Yip = 0 = yip,
coz dosadime do rovnice y;}, + y1, = 2:
0+A4=2,

A =2,

Yip = 2.
Druha ¢ast pravé strany rovnice f,(x) = —sin x a podle vzorce z kapitoly 1.1.1 - Il mame

Py(x) =0, m=0,

Qo(x) =—1, n=0,

tedy r = max {m,n} = 0 tj.

Ro(x) = 4,

So(x) = B.
Proo = 0 aw = 1 dostdvame

0+i=4

coz je jednonasobny kofen charakteristické rovnice, a proto k = 1. Dosadime do vzorce

Vp = x*e*[R,.(x) cos wx + S,(x) sin wx].

Y2p = x[Acos x + Bsin x|,

Y2p = Acos x + Bsin x + x[—Asin x + Bcos x],
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Y2p = —Asin x + Bcos x + (—Asin x + Bcos x) + x[—Acos x — Bsin x] =

= —2Asin x + 2Bcos x — xAcos x — xBsin x.
Dosadime do rovnice Y5}, + Y2, = —sin x:
—2Asin x + 2Bcos x — xAcos x — xBsin x + x[Acos x + Bsin x] = —sin x.

Nyni porovname koeficienty u sin x a cos x na pravé a levé strané rovnice.

sin x: —2A-Bx+Bx=-1224A=1=A="
cos x: 2B—Ax+Ax=0=>2B=0>B =0,
potom

1

Y2p = x[Acos x + Bsin x] = xzcos X.

Partikularni feSeni y, dostaneme jako soucet feSeni Y1, @ Yyp:
1
Yp =YVip+Yop =2 +X§C05x,
1
Yp =2+ xzcos X.
Obecné feseni rovnice (3) je
Y1 =Ynt Yp

1
y1 = Cycos x + C,sin x + 2 +x§cosx.

Pro vypocet y, budeme potiebovat derivaci y;:

1 1
y; = —C;sin x + C,cos x + Ecos X — xzsin X,
dosadime do (2):
: 1.
y, = —C;sin x + C,cos x + Ecos X — xismx — COS X,
: 1 1.
y, = —C;sin x + C,cos x — Ecos X — xzsm X.

Obecné feseni soustavy je tedy

1
y1 = Cycos x + C,sin x + 2 +x§cosx,
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1 1
Yo = —Clsinx+Czcosx—zcosx—xzsinx, Cy,C; €R.

Partikularni feSeni zjistime dosazenim pocate¢nich podminek do obecného feSeni soustavy.

y0‘1:1: 1:C1+2:>61:_1,

1 5
y0,2:2: 2:C2—§:>C2:§.

Partikularni feSeni zadané soustavy je

5 1
Y1 = —cosx+Esinx+2 +x§cos X,

1
Yy, = sinx + 2cos x —xzsinx.

2.2 Eulerova metoda

Dalsi metodou pro feSeni soustav linearnich diferencialnich rovnic je Eulerova metoda.
Resi se pomoci vlastnich &isel a vlastnich vektortl. Postup, kterym budeme fesit tyto

rovnice, zavisi na tvaru vlastnich Cisel matice A.

2.2.1 Soustava homogennich LODR 1. #adu s konstantnimi koeficienty

Homogenni soustava linearnich diferencialnich rovnic ma tvar y' = Ay, kde A je realna

¢tvercova matice s konstantnimi prvky.
2.2.1.1 Jednondsobna redlnd viastni Cisla

Priklad 3

Vi = Y2

v, = 12y; — y,.
/0 1

4= (12 —1)'

Jako prvni vypocitame charakteristickou rovnici matice
det(A—AE) = 2> +1—12 =0,

kde nam vychazi dva rizné realné koteny (vlastni ¢isla) 1; = 3 a1, = —4.
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aq
Obecny tvar vlastnich vektord je v = < : ) Tyto vektory vypocitame pomoci rovnice
aTl
(A—AE)v = o.
(A-3E)v, = o, (A+4E)v, = o,
_Bal + a, = 0, 4‘“1 + a, = 0,
12“1 - 4“2 = 0, 12“1 + 30!2 = 0,
0(2 = 3(11, aZ = _4a1'
(%" [ Q1
vl - (3“1) vz - (—46!1)

Zvolime a; = 1:
(1 _(1
n=() w=()

Dostali jsme fundamentalni systém soustavy

Y, = v ettt = (;) e3*,

YZ = vZelzx = (_14‘) e_4x.
Obecné fesenti je tedy

— 1 3x 1 —4x

y = 61(3)e + G, (_4)e

a po rozepsani do slozek mame

y1 = C1e3% + Ce™ %,

yz == 3C163x - 4629_4x, Cl' C2 € R.

2.2.1.2 Vicendsobna redalna vlastni Cisla

Priklad 4

yi =Y2+ Y3
Y2 =y1+ Y3
Y3 =y1t+ye.
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0 1 1
A= (1 0 1).
1 10

Jako prvni vypocitame charakteristickou rovnici matice
det(A—AE) = -23+31+2=—-(1-2)(1+1)? =0,
zde mame jednondsobny kofen A; = 2 a dvojnasobny kofen 4,3 = —1 = A,

Nyni vypocitame vlastni vektor v pro 1; = 2 a vektory v, av, proA = —1.

(A-2E)v =o,

_Zal +a2 +a3 = O,

a1_2a2+a3:0 = a1=2a2— CZ3,

a;+a,—2a3=0 > a;=—a,+2as,
20,— a3 =—a,+2a;z,
3a, = 3as,
a, = s,

a1=2a2—a2=a2,

al = afz :a3,

ay,
v = <“1,>.
ay,

Pro a;, = 1:

(A+E)v=o,
a1+a2+(l3=0,
a1+a2+(l3=0,

a1+a2+(l3=0,

a1+a2+(l3=0.
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U vicenasobnych (v tomto ptipadé dvojndsobnych (k = 2)) vlastnich ¢isel 4 musime urcit

defekt matice (viz kapitola 1.2.1).
d=n—h=3—1=2,kde h je hodnost matice 4 a n je stupen polynomu.

Tento defekt matice porovname s vicenasobnym kofenem. Dostaneme

Proa; =1laa, =0:

PI‘Oa’1=Oaa’2=1

(i)

Ptislusné feSeni fundamentalniho systému je tedy

1
Y, = veM* = 1) e?*,
1

1
Y, =ve™® = 0 >e‘x,
-1

0
Y3 = vzelx = 1 e_x.
-1

Obecné feseni soustavy je

1 1 0
y=C1<1>e2x +C2< 0>e_"+C3< 1 )e‘x
1 -1 -1

a po rozepsani do slozek je feSeni soustavy
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yl = Clezx + Cze_x,

yz = Clezx + C3e_x,

y3 = Clezx - Cze_x - C3e_x, Cl’ 62‘63 € IR

2.2.1.3 Jednondasobna komplexni vlastni Cisla

Piiklad 5
i =Y
V2 =—2y; + 2y,
/0 1
a=(_, )

Vypocitame charakteristickou rovnici matice
det(A—AE) =1*-21+2 =0,
kde dostavame komplexné sdruzené kofeny 4, = 1+iad, =1 —1.
Pro vypocet vlastniho vektoru si zvolime napft. A;.
A-(1+DE)v=o,
roznasobime a ziskavame
(-1-Da; +a; =0,

Za parametr zvolime a4 a z prvni rovnice dostavame vlastni vektor

v= ((1 fli)al)'

Proa; = 1.

”=(1ii)=g+ih=(1)+i((1))'

Castecné feSeni v komplexnim tvaru mame

Y = veh* = (1 -1r et
l

a pouzijeme Euleriiv vzorec:
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cos x + isin x )
)

1 ..
Y=( .)ex cos x + isin x =ex( .. ; .
1+ ( + ) cos x + isin x + icos x — sin x

éastedné roznasobime a dostaneme

COS X ) sin x
= (st ) (g 2 )
cos x — sin x sin x + cos x

tim jsme dostali dvé slozky fundamentalniho systému feSeni

COS X
Yl - ( . )ex,
COSX —SInx

sin x
YZ = ( . )ex.
sin x + cos x

Obecné fesenti je tedy

COS X sin x
=C( . )ex+C ( )ex
Y =t1\cos x — sinx 2 \sin x + cos x

a po rozepsani do slozek mame

y; = C;cos xe* + C,sin xe*,

Yy, = C;(cos x — sin x)e* + C,(sin x + cos x)e*, C,C, ER.

Piiklad 6

Yi=Y1—Y2— V3
Y2 =y1+ Y2
y: = 3y1 + ys.

1 -1 -1
A=<1 1 0 )
3 0 1

Nejprve vypocitame charakteristickou rovnici matice

det(A—AE)=(1-D)[1-21)%*+4] =0,

zde mame jednonasobny kofen A; =1 a komplexné¢ sdruzené koieny A, =1+ 2i

aA; =1 — 2i, coz jsou vlastni ¢isla matice.
Nyni vypocitame vlastni vektor v, pro 4; = 1 a vektor v, napiiklad pro 1, = 1 + 2i.

(A-2AE)v = o,
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1-4 -1 -1 a, 0
1 1-4 0 a1=10)
3 0 1—-A/ \a3 0

roznasobime a dostaneme
1-MDa; —a; —az =0,
afl + (1 _/1)“2 == 0,

a) Proi; =1

Do soustavy (4) dosadime 4; = 1:

_az_a3=0 =>a2=_a3,
a1=0,
3a1=0.

Pro volbu a3 = 1 nam vyjde o, = —1.

Vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu 4; = 1 je tedy

()

a feseni piislusné vlastnimu ¢islu 4, = 1 bude

0
U= <—1> e*,
1
b) Pro4, =1+ 2i

Dosadime do soustavy (4)

(1 - 1 - 21,)(11 —0(2 _a3 0
a, (1-1-2Da, 0 = <o>,
3a, 0 (1-1-2Das 0

—210:1 - az - a3 == 0,

al_Ziaz =0 = a, = Ziaz,

3“1_2ia3 =0 = a, = y

(4)
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2iaz; as

2= T3

Pro volbu a; = 3, dostavame a; = 2ia a, = 1.

2i
3

Céste¢né feSeni v komplexnim tvaru je

2i
Y = ( 1 ) e(+2i)x
3

pouzijeme Eulertiv vzorec a ¢aste¢né roznasobime, dostaneme

20 2icos 2x — 2sin 2x
Y =11 |e¥*(cos 2x + isin 2x) = e*| cos 2x + isin 2x |,

3 3cos 2x + 3isin 2x

Vlastni vektor matice A4 je

rozepiSeme je na redlnou a imaginarni ¢ast, potom
—2sin 2x 2cos 2x
Y= cos2x |e*+i| sin2x |e*.
3cos 2x 3sin 2x
Reseni V a W piisluiné vlastnim &islim A, = 1 + 2i a A3 = 1 — 2i dostaneme postupné
jako redlnou a imaginarni ¢ast feSeni ¥. Vyjde nam
—2sin 2x
V=| cos2x |e¥
3cos 2x
2c0s 2x
W =|{ sin2x |e*.
3sin 2x
Obecné feseni ziskame jako linearni kombinaci feseni U, V a W. Potom
0 —2sin 2x 2c0s 2x
y=C|-1]e*+C,| cos2x |e*+Cs| sin2x |e*
1 3cos 2x 3sin 2x

a po rozepsani do slozek mame
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y1 = (—2C,sin 2x + 2C3cos 2x)e*,

y, = (—C; + Cycos 2x + C3sin 2x)e*,

y3 = (C; + 3C,cos 2x + 3C3sin 2x)e*, Cy,C,, C5 € R.

2.2.1.4 Vicendsobnd komplexni vlastni Cisla

Priklad 7

Y1 =31+ 2y; — 2y,
y2 = 3y2 — 23,
V3 = 2y, + 3ys,
Vi = 2y1 — 2y3 + 3y,

3 2 0 =2
[0 3 =2 o0
A‘0230
2 0 -2 3

Pomoci charakteristické rovnice ur¢ime vlastni ¢isla dané soustavy
det(A—2E) =[(3—-1)?+4]>=0,
tato soustava ma dva dvojnasobné komplexné sdruzené koteny A; = 3 + 2i, 4, = 3 — 2i.
Pro vypocet si zvolime napt. A, a zjistime vlastni vektor v.
(A- B+ 2)E)v=o,

—Zlal + 2(12 - 2“4 = 0,
_2la2 - 2(13 = O,
2a, — 2ias = 0,

200 — 203 — 2ia, = 0.

Z toho mizeme odvodit hodnost této matice h = 2, stac¢i nam tedy najit dvouparametricky
systém feSeni dvou rovnic pro Ctyfi nezndmé
_Zlal + Zaz - 2“4 = 0,

_Zlaz - 2“3 = 0.

U vicenasobnych (v tomto ptipadé dvojnasobnych (k = 2)) vlastnich ¢isel A musime urcit

defekt matice
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d=n—h=4-2=2,
kde h je hodnost matice A a n je stupen polynomu.

Tento defekt matice porovname s vicenasobnym kofenem. Dostaneme

Soustavu tedy budeme fesit pro d = k.
Za parametry jsme zvolili a; a a,, znichz dopo€itame a; = —ia, a @, = —ia; + @y,
vyjde ndm vektor

ay
a;
—ia,
—ia, + a;

Pro a; = 1 a a, = 0 ziskdme vlastni vektor v, piislusny vlastnimu ¢islu 4; = 3 + 2i

v, = 0

—i

Cast feSeni v komplexnim tvaru ndm vyjde

1
Y, = 8 a(3+20x
—i

Pouzijeme Eulertiv vzorec, potom

Y, = e3¥*(cos 2x + isin 2x),

1

0

0
—i

¢aste¢né roznasobime a dostaneme

(cos 2x + isin 2x) cos 2x + isin 2x
Yl — 8 e3x — 8 e3x.
—i(cos 2x + isin 2x) —icos 2x + sin 2x

Vysledek rozdélime na redlnou a imaginarni ¢ast, potom
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cos 2x sin 2x
Y, = 8 e3* + i 8 e3*,
sin 2x —Cos 2x

Jelikoz jsou tato feSeni linearné nezavisla, tvofi dvé slozky fundamentalniho systému
feSeni

cos 2x

0
0

sin 2x

sin 2x

0 3x
0 .

—CoS 2x

U2=

JelikoZ ma tato soustava 4 rovnice o 4 neznamych, feSeni bude mit také 4 slozky obecného
feSenti.
Zde budeme postupovat podobné jako u prvni volby parametri.

Pro dal$i volbu parametri @; = 0 a a, = 1 ziskame vlastni vektor v, pfislusny vlastnimu

Sistu 2y = 3 + 2i

0
1
v, = .
2 —i
1
Céstecné fedeni v komplexnim tvaru je
0
Y, = vzellx — _1[ e(3+2i)x’
1
pouZzijeme Eulertiv vzorec a dostaneme
0
Y, = —1i e3¥*(cos 2x + isin 2x),
1
¢aste¢né rozndsobime a mame
0 0
Y. = (cos 2x + isin 2x) 3x _ [ cos2x+isin2x | 3x
2 —i(cos 2x + isin 2x) —icos 2x + sin 2x

(cos 2x + isin 2x) cos 2x + isin 2x
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Vysledek rozdélime na redlnou a imaginarni ¢ast, potom

0 0
_[cos2x ) _3x , ;| sin2x 3x
) = . e .
sin 2x —CoS 2x
cos 2x sin 2x

Jelikoz jsou tato feSeni linedrné nezévisla, tvoti dalsi dvé slozky fundamentalniho systému
feSeni

0

cos 2x | .3x
sin 2x

cos 2x

)

0
_ | sin2x 3x
vV, = .
—Cos 2x
sin 2x

Obecné feseni soustavy y' = Ay zapiSeme ve tvaru

COS 2x sin 2x 0 0
y=0C 0 e3* + C 0 3% 4 ¢, [ C0S2% | g3x 4 ¢ [ SIN2X ) 3k
0 2 0 3\ sin 2x 4\ —cos 2x
sin 2x —COoS 2x cos 2x sin 2x

a po rozepsani do slozek nam vyjde

y1 = Cycos 2xe3* + C,sin 2xe3%,

y, = C5cos 2xe3* + C,sin 2xe3*,

y3 = Cssin 2xe3* — C,cos 2xe3*,

ya = Cysin 2xe3* — C, cos 2xe3* + C5cos 2xe3* + Cysin 2xe3%, Cy, C,, C5,C4 € R.

Priklady byly ¢erpany ze zdroja [1] [2] [9].
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3 ZPRACOVANI PRIKLADU V PROSTREDI WOLFRAM
MATHEMATICA

Pro zjednoduseni vypoctu soustav linedrnich diferencidlnich rovnic, nebo pro ovéteni

spravného vysledku, mizeme pouzit napt. software Mathematica.
Prikazy:

Clear[] - uvolnéni proménnych a zruseni vSech predeslych nastaveni.
DSolve[] - fesi soustavy diferencialnich rovnic.

Expand[] - roznasobi mnoho¢leny a vrati soucet jednotlivych ¢lent.
3.1 ReSeni homogennich soustav

Priklad 1

Y1 =—Y1—4Y2
Y2 =Y1 =Yz
Vysledek
y; = —2C;e7*sin 2x + 2C,e™* cos 2x,

y, = C;e ¥ cos 2x + C,e™* sin 2x.

Mathematica

Clear[x, ¥1, v2]:

rovnicel = yv1 "[x] = -v1[x] -4 v2[x] !

rovnice2 = ¥2 " [x] = y1[x] - ¥2[x]:

rezeni - DSolve[{rovnicel, rovnice2}, {v1[x], v2[x]}, x]:
Expand [%]

(]
"
|
;%]
&}

#
o]
I
L
o
=
b
"
-

{1¥1l[®] 2™ C[1] Co=[

y2[x] 2 e C[2] Cos[2x] +
Obr. 1. Vypocet soustavy HLODR v softwaru Mathematica

Po dosazeni
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jsou vysledky shodné.
Priklad 2
Y1 =Y1= 32
Y2 = 3y1 + ¥
Vysledek

vy, = C,e* cos 3x + C,e* sin 3x,
y, = C;e* sin 3x — C,e* cos 3x.

Mathematica

Clear[x, ¥v1, v2]:

rovnicel = vl "[x] == yv1[x] -3 v2[x]

rovnice? - y2 "[x] =3 v1[x] + ¥v2[x]

reseni = DSolve[{rovnicel, rovnice2}, {v1[x], v2[x]}, x]:

Expand [%]
[{vl[x] =e*C[1] Cos[3=x] -e*"C[2] 5in[3 x],

y2[x] = e C[2] Cas[3x] +e*C[1] Sin[3 x]}}

Obr. 2. Vypocet soustavy HLODR v softwaru Mathematica

Po dosazeni

jsou vysledky shodné.

3.2 ReSeni nehomogennich soustav

Priklad 3

y1 = 2y; + 3y, + 5x,
y; = 3y, + 2y, + 8e*.

Vysledek

13
y1 = Cie™* + C,e>* + 2x — = 3e”,

12
y, = —Cie™* + C,e% — 3x + =+ e”.
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Mathematica

Clear[x, v1, ¥2]:
rovnicel = vl "[x] =2 yv1[x] +3 v2[x] + 5 x;
rovnice? - y2 "[x] =3 yl[x] +2 y2[x] + BE*=x;

rezenl = DSolve[{rovnicel, rovnice2}, {v1[x], v2[x]}, x]:

Expand [%]
- - 13 1 1 . 1 _ i,
IAVl[X] = -— -3e"+2x8+ - e™C[1]+-e’*C[1]-—-e™C[2]+-¢e""C
LL 5 2 . 2 2
12 1 1 1 1.
y2[E] 2 — +e"-3x- - e C[1] + — "™ C[1] + — e™C[2] + — " C[2
5 2 2 2 2

Obr. 3. Vypocet nehomogenni soustavy LODR v softwaru Mathematica

Po dosazeni

1
C; ==C[1] —=C]|2],
L =51 -1
C, = 1C[l] + 1C[2]
) 2
jsou vysledky shodné.
Priklad 4
y1=3y1+ty; +¢e%,
Y2 = 3y1+5y; —e”.
Vysledek

y, = Cye?* + C,eb — e¥,

y, = —C1e%* + 3C,e%* + e*,

Mathematica

Clear[x, ¥v1, ¥2]:

rovnicel = y1 "[x] =3 ¥1[x] + ¥2[x] +E*x;

rovnice? = y2 "[x] =3 yv1l[x] +5 yv2[x] -E*x;

reseni = DSolve [ {rovnicel, rovnice2}, {vi[x], v2[x]}, x]-

Expand [%]

- - 3 1 1 1

lylix) -2 8*0r1) « = e®* 11 - = &% 21 = = % o2y,
LL 4 4 4 4

3

yZ:x:—}E"—; e**cr1) + £

3
l+-¢&
4

W | L
@
]
[
|

W |
@

[

"
]
3]

Cl2l v

Obr. 4. Vypocet nehomogenni soustavy LODR v softwaru Mathematica
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Po dosazeni

3 1

¢ =5cl-5ch2
1 1

C; =51 +5C12)

jsou vysledky shodné.

3.3 ReSeni soustav rovnic s po¢ate¢nimi podminkami

Priklad 5

Vysledek

Mathematica

Yi=—Y1— Y2 y1(0) =1,

!

Y2 = 5y1 + Y2, y2(0) = —1.

Y1 = C0S 2x,

Yy, = 2sin 2x — cos 2x.

Clear[x, v1, v2]:
rovnicel = y1 "[x] = -¥1[x] - ¥2[x] !
rovnice?2 - yv2 "[x] =5 yvl[x] + v2[x]:
podminkal = ¥v1[0] ==1;
podminka? = v2[0] = -1:
reseni =

DEolve[{rovnicel, rovnice?2, podminkal,

podminka2}, {vi[x], ¥v2[=x]}, x]:

Expand [%]
{{vl[x] +Cos[2 x],

v2®x] 2 -Cos[2x] +25in[2 x]1]}
Obr. 5. Vypocet soustavy LODR s pocatecnimi

podminkami v softwaru Mathematica

Zde vidime, ze vysledky jsou totozné.

Priklad 6

y1 = 3y; + 6y, y1(0) =2,
Y2 = —Y1— 2Y3, y.(0) = 1.
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Vysledek
y; = —10 + 12¢€7%,
y, =5 —4e*.

Mathematica

Clear[x, ¥1, v2];

=3 yl[x] + 6 vy2[x]:
rovnice?2 = y2 "[x] == -¥1[x] - 2 yv2[x]
podminkal = y1[0] == 2;

podminka? = v2[0] =1;

rovwnicel = yv1 " [x]

resenl = DSolve[{rovnicel, rovnice2, podminkal, podminka2},
{¥il[=], ¥2[x]1}, x]:
Expand [%]

ivli=] --10-12¢", y2[x] 25-4¢e"1]

Obr. 6. Vypocet soustavy LODR s pocdtecnimi podminkami v softwaru

Mathematica

Zde vidime, Ze vysledky jsou totoZné.

Piiklad 7
yi=—Y1+Y2 y1(0) = 6,
V2 =y, t4y;, y,(0)=-1,
V3 =y1—4y3, y3(0) = 4.
Vysledek

y1 =44 (2 —x)e 3,
y, =4+ (2x — 5)e”3%,
y3 =1+ (3 —x)e 3,
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Mathematica

Clear[x, v1, v2, ¥3]:

rovnicel = ¥y1 "[x] = -¥1[x] + ¥2[x]
rovnice? = y2 "[x] = -vyv2[x] + 4 v3[x]:
rovnice3 = y3 "[x] = y1l[x] -4 ¥3[x]:
podminkal = v1[0] =&

podminka2 = y2[0] = -1;

podminka3 = y3[0] =4

reseni =
DSolve[{rovnicel, rovnice2, rovniceld,
podminkal , podminkaZ, podminkal3},

{¥i[x], ¥2[x], ¥3[x]}, x];
Expand [%]

o S P -3
SIYWIR] 2 4+2 e -2y,

y2x] 34-5e % .2 g%y,

-ix

v3lx] =13 ogiE gl

Obr. 7. Vypocet soustavy LODR s pocatecnimi

podminkami v softwaru Mathematica

Zde vidime, Ze vysledky jsou totozné.

Na vyse uvedenych piikladech jsme si ovéftili, ze slozity vypocet l1ze jednoduse zapsat do
softwaru Mathematica a ziskat tak spravny vypocet. Vidéli jsme také, ze pii neurceni
pocateénich podminek jsme museli udélat malé Gpravy k tomu, aby nam vysledek vysel

stejny. Pfi pocatecni tloze nam vysledek vysel totozny.

Priklady byly ¢erpany ze zdroju [3] [9] [12] [14].



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

46

4 SBIRKA NERESENYCH PRIKLADU
4.1 ReSeni homogenni soustavy

Priklad 1

Najdéte dvé linedrné nezavisla feseni soustavy y' = Ay.

Y1 =2y — 4y,
Y2 = ¥1 = 3Y2.
Vysledek
y1 = 4C.e* + Cre™ %%,
y, = Cie* + Cre 2%,
Priklad 2

Najdéte dvé linedrné nezavisla feseni soustavy y' = Ay.

Y1 =Y
Y2 =~V
Vysledek
y1 = Cicosx + C,sinx,
y, = —C; sinx + C, cos x.
Priklad 3

Najdéte dvé linedrné nezavisla feseni soustavy y' = Ay.
Y1 =y1— 4y,
Y2 = 2y1 = 3y».

Vysledek

y; = C;(cos 2x — sin 2x)e™ + C,(sin 2x + cos 2x)e”

y, = Cycos2x e * + C,sin2x e™™ .

Piiklad 4
Najdéte dvé linedrné nezavisla feseni soustavy y' = Ay.

y1 = 2y1 — 32,
Y2 = Y1 — 2Ya.

p

)
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Vysledek
yl = 3C16x + Cze_x,
yz = Clex + Cze_x.

Piiklad 5
Najdéte tii linearné nezavisla feseni soustavy y' = Ay.

Y1 =Y1— Y2 +4ys,
Y2 =3y1 + 2y, — V3,
V3 =2y, + ¥ — Vs

Vysledek
Vi = _Clex+CzeBx - C3e_2x,
yz = 4'C1ex+2C2e3x + C3e_2x,
Vo = Clex+Cze3x + C3e_2x.
Priklad 6

Najdéte tii linerné nezavisla feseni soustavy y' = Ay.
r_
Y1 =DYu

Y2 =3y1 + ¥, — 23,
Y3 = 2y1 + 2y, + ¥3.

Vysledek
Vi = chex,
y, = —2C,€*+C, cos 2x e* + (5 sin 2x e*,
y3 = 3C,e*+C, sin 2x e* — C5 cos 2x e*.
Priklad 7

Najdéte Ctyti linedrné nezavisla feseni soustavy y' = Ay.

Y1i="Y2+ V3

Y2 ==2y1+ Y2+ Y3~ Ya,
Y3 =2y1— Y2~ Y3+ Ya,
Vi =2Y; = V3.
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Vysledek
y1 = C (14 2x2) 4+ 2C,x + C3 + Cy,
Yy = —=2C1x — Cy + Cy,
y3 = 2C1x + Cy + C,,
Y4 = —4C;x% — 4Cyx — 2Cs.

4.2 ReSeni nehomogenni soustavy

Piiklad 8

Najdéte dvé linearné nezavisla feseni soustavy y' = Ay + b(x).
Y1 = 2y1 — 4y2,
Y2 =y1 =3y +x.

Vysledek
y, = 4Ce* + Cre™?* + (2x + 1),
y, = Cie¥ + C,e™%* + x.

Priklad 9

Najdéte dvé linearné nezavisla feseni soustavy y' = Ay + b(x).
Y1 =2y1+Ya
Y =y1 + 2y, — 3e™.

Vysledek
y, = Cie* + C,e3% — e*¥,

y, = —Ce* + C,e3% — 2e*,
Priklad 10
Najdéte dvé linearné nezavisla feSeni soustavy y' = Ay + b(x).
yi=2y1 =y +2,
Y2 = 4y1 = 2y, + 2.

Vysledek
y1 = Cix + C, + x% + 2x,
yz = 2C1x + 2C2_C1 + 2x2 + Zx.
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4.3 ReSeni soustavy rovnic s po¢ate¢nimi podminkami

Priklad 11

Najdéte dve linearné nezavisla feSeni Cauchyho ulohy.

Y1 =2y1 — 4y, y1(0) =0,
Y2 = Y1~ 2Y2 y2(0) = —1.
Vysledek
y1 = 4x,
y, = 2x — 1.

Priklad 12
Najdéte dve linearné nezavisla feseni Cauchyho ulohy.
Y1 =—7y1+ 9y, y1(0) =2,
Y2 =—Y1~ Y2 y2(0) = 1.
Vysledek
y1 = Bx+2)e™™,
y, = (x + 1)e™**,
Priklad 13

Najdéte ti linedrn€ nezavisla feSeni Cauchyho ulohy.

yi=—Y1+Y2 y1(0) =6,
Y2 ==y, +4ys,  ¥,(0) =-1,
V3 =y1— 43, y3(0) = 4.

Vysledek
y1 =4+ (2 —x)e 3%,
y, =4+ (2x — 5)e”3%,
y3 =1+ (3 —x)e 3,

Priklady byly ¢erpany ze zdroju [3] [9] [13].
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5 VYUZITI SOUSTAV LINEARNICH DIFERENCIALNICH
ROVNIC PRVNIHO RADU V PRAXI

Se soustavami linearnich diferencidlnich rovnic se v praxi muzeme setkat napf.

v elektrotechnice a mechanice.

5.1 Model paralelniho obvodu

Je dan elektricky obvod. Najdéte ¢asové zavislosti proudu v jednotlivych vétvich obvodu,
kde je v ¢ase t =05, i;(0) =i,(0) = 0 A. Dale mame zadano R; = 20Q, R, =10 Q,
Ry=20Q,L, =4H,L,=2HaU=120V.

— o . oV —-—4
1
R1 L1
All
8 — o TV L e—€«—9
2 2 5
R2 L2
Al3
—-—3 —e s I * o S
R3 U

Obr. 8. Schéma paralelniho elektrického obvodu RL

Ohmiiv zdkon
Napéti na odporu (rezistoru): U =RI.

Faradayuv zakon elektromagnetické indukce

Napéti na civce (induktoru): U=1L %.
Kirchhoffovy zakony

I. Kirchhoffiiv zdakon (proudovy) - Soucet proudd vstupujicich do uzlu se rovna souctu

proudt z uzlu vystupujicich (algebraicky soucet proudu v uzlu je roven nule).
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n
Z ik = 0.
k=1
Pro uzel 5 nam vychazi

i3(t) = i1 (t) + ip(b). )

Il. Kirchhoffitv zakon (napetovy) - Soucet ubytkd napéti na spotiebicich se v uzaviené ¢asti
obvodu (smyc¢ce) rovna souctu elektromotorickych napéti zdroju v této ¢asti obvodu

(algebraicky soucet napéti ve smycce je roven nule).

ReSeni:
Podle vySe uvedenych zakont vytvoiime 2 uzly:
a) Prouzel 6,5, 2, 3, 6:

di,(t)
dt

L, + R,i,(t) + R5[i1(t) +i,(t)] — U = 0.

b) Prouzel 5,4,1,2,5:

di,(t di,(t
léi ) + Rlll(t) - Rzlz(t) - Lz 12( ) = O

Ly dt

Po dosazeni a tpravé ziskdme dvé nehomogenni linearni diferencialni rovnice prvniho

fadu s konstantnimi koeficienty, coZ jsou

if (£) = —10i; () — 5,(¢) + 30, kde if = =2,
i3(t) = =10, () — 15i,(t) + 60, kde i3 = =2,

Tuto soustavu rovnic nyni vyfe§ime pomoci Elimina¢ni metody.

Z prvni rovnice vyjadiime

i (t) = —%i{(t)—Zil(t) +6, (6)

zderivujeme

() = g1 (O-2i4 1)

a oboji dosadime do druhé rovnice. Potom

i1 (t) + 25i;(t) + 100i,(t) = 150. @)
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Po upravé ziskavame nehomogenni LODR 2. fadu s konstantnimi koeficienty.
Pravou stranu polozime rovnu nule a vyfesime jeji charakteristickou rovnici
A%+ 251+ 100 =0,
jeji koteny jsou
A = —=5,1, = =20.

Dostali jsme dva ruzné realné kotfeny jednonasobné, které dosadime do obecného feSeni

rovnice. Vyjde nam
lh(t) = Cle_St + Cze_ZOt.

Nyni budeme hledat partikuldrni feSeni y, nehomogenni rovnice (7). Prava strana rovnice

f(x) = 150 = Py(x) je polynom nultého stupné
ilp = 4,
zderivujeme
i1p =0 =i,
a dosadime do rovnice (7). Potom

0+ 0+ 1004 =150,
A_3
=5

Partikularni feSeni [ mame

Obecné feseni rovnice (7) je

i (t) = ip(t) + 1, (D),

3
ll(t) = Cle_St + Cze_ZOt + E
Pro vypocet i, budeme potiebovat derivaci iy

i1(t) = —=5C;e75t — 20C,e~20¢

a dosadime do (6):
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1 3
() = —z (—5C,e75t — 20C,e™20t) — 2 (cle—Sf + Cye720t 4 E) +6,
iz (t) = _Cle_St + ZCZC_ZOt + 3

Dostavame obecné feseni soustavy

3
ll(t) = Cle_St + Cze_ZOt + E,

lz(t) = _Cle_St + ZCZe_ZOt + 3, Cl’ CZ € R

Partikularni feseni zjistime dosazenim pocate¢nich podminek do obecného feseni soustavy.

3
io,1 = O: 0=Ci+C+5
i0,2 =0: 0= _Cl +2€2 +3,

Cl=01
C. = 3
2= 2

Partikularni feSeni zadané soustavy je

3 3 3
: _ _ 220t 4 2 _ 21 _ a—20t
i1(t) S € + >=73 (1—e72%),
i,(t) = —3e720t + 3 = 3(1 — 20,

Pomoci rovnice (5) vypocitame i5(t). Dostaneme
3
is(t) = 5 (1 —e720t) 4+ 3(1 — e720Y),
9
() =51~ e™2%).

Tim jsme ziskali ¢asové zavislosti proudtl v jednotlivych vétvich

3
() =5(1—e) A,

i,(t) =3(1—e 2%) A,

9
is(£) =5 (1—e ) A
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Zavislosti proudi v jednotlivych vétvich
i(OIA]

‘ ‘ ‘ -]
! 01 02 03 04

Obr. 9. Graf pritbéhu proudii pro uzel 5

Vysel nam nekonstantni proud, napéti se tedy bude na civce indukovat pomoci Faradayova

zakona.

diq (t [ 3

Uy, =Ly cllg ) =41-10 (E 1- e‘2°t)> - 5(3(1 - e‘ZOt)) + 30] = 120e720ty,
di, (t [ 3

Uy, =L, ;E ) =2|-10 <E (1- e‘2°t)> - 15(3(1 - e‘ZOt)) + 60] = 120e720t v,

Zavislost napéti na civkach
u(t)v]
120

100 |
80 -
60 |

40+

20|

‘ t[s]
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Obr. 10. Graf pritbéhu napéti na civkach
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5.2 Soustava s dvéma stupni volnosti

Mame dvé télesa 0 hmotnostech m; a m,, ktera jsou vcetné pevnych bodi vzajemné
spojena tiemi pruzinami 0 tuhostech kq, k, a k. Posunuti x;(t) a x,(t) budeme uvazovat
vzhledem k zéakladni rovnovazné poloze téles. Pokud se téleso pohybuje v roviné, ma
soustava dva stupn¢ volnosti a dvé vlastni frekvence. Kdyz obé télesa soustavy vykondvaji
kmitavy pohyb na jedné z vlastnich frekvenci, pak se takovému kmitani fika hlavni forma

kmitani.

} JT\ kixy
m, ] m,
| %

k )\'- i ’P k(x; - %3)
$ ’} k(x2- %)
Mo __| My

|2 k,x,

ké v P

% silové schéma

Obr. 11. Soustava s dvéma stupni volnosti

Periodicky pohyb se opakuje po ur¢itém casovém intervalu.
Harmonicky pohyb
x = Asin(wt + @),

kde x je vychylka, A je amplituda vychylky, w je uhlova rychlost, ¢ je fazovy thel a
(wt + @) je faze.

Zrychleni
x" = —w?Asin(wt + @),

kde —w?2A je amplituda zrychleni.
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ReSeni:
Rovnici pohybu miizeme ziskat pomoci Newtonova pohybového zakona. Rovnovaha vsech
dynamickych sil v silovém schématu je vyjadiena soustavou dvou diferencialnich rovnic
druhého tadu

myx; = —kyxq — k(xy — x3),

myx; = —kyx; — k(x; — x1).
Tuto soustavu upravime do tvaru

myxy + (ky + k)x; —kx, =0, (8)

myxy + (ky + k)x, —kx; =0,
zde vidime soustavu dvou linearnich diferencialnich rovnic druhého fadu. Po oznaéeni

Vi =X1,Y2 = X1,Y3 = X2,Y4 = X3

dostaneme soustavu ¢tyi diferencialnich rovnic prvniho fadu. Pro neznamé yy,y,, Vs, Vs

mame soustavu

Y1 =Yz 9)
kit k k

Yo =— 5 Y1 +m_13’3:

Y3 = Ya,
ok ky, + k

Yo = m_ZJ’1 - m, V3-

Kmitavy pohyb mechanické soustavy na obr. 11, ktery je pravidelny, odpovida
periodickému feseni soustavy (8) 1 soustavy (9). Stabilitu systému urujeme pomoci
znaménka redlné hodnoty determinantu matice. Systém je stabilni za ptedpokladu, ze
hodnota determinantu je kladna a existuje periodické feSeni. Z Eulerovy metody feSeni
vyplyva, ze soustava (9) ma periodické feSeni, pravé kdyz matice soustavy ma ryze
imaginarni vlastni ¢islo (realna ¢ast je nulova). Mizeme ptedpokladat, ze iw je takové ryze
imaginarni vlastni ¢islo. Musi tedy platit

det(A—AE) =0,

—iw 1 0 0
ki+k ) k
- —iw m_ 0
1 1 _
det| 0 —iw 1 |70
k k,+k ]
o 0 — —iw
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upravime a dostaneme

w4_(k1+k+k2+k)w2+k1k2+k1k+k2k . (10)

- Yy

my m, mym,

tim jsme ziskali kvadratickou rovnici o nezndmé w?. Koteny této rovnice jsou

(“)2)1,2 =3

1 k1+k+k2+ki\“(kl+k+k2+k>2_4k1k2+k1k+k2kl'
2| my m,

my m, mpm,

po upravée ziskame

(11)

(w2)1 2=5
' my m; mym,

1k, 4k Ky +k \/lk1+k ky, + K\ 4k?
+ + ( - )+
2| my m,

Vidime, Ze w? je kladné &islo, jelikoz soudet prvnich dvou ¢lent je vétsi nez hodnota druhé
odmocniny. Ziskali jsme dva riizné realné kladné kofeny w? a w3. Z toho odvodime, Ze
rovnice (10) ma Ctyfi realné kofeny wq, —w; @ w,, —w,. Pro dvojici w;, —w; mame
periodické feSeni obsahujici funkce cos w;t a sin w;t. Druha dvojice w,, —w, ma

TRV . . o . 2 2
periodické feSeni cos w,t a Sin w,t. Pro prvni dvojici mame periodu w—n a pro druhou w—”
1 2

Hodnoty w; a w, mizeme nazvat viastnimi frekvencemi.
Zjistili jsme tedy, Ze soustava se dvéma stupni volnosti méa dvé vlastni frekvence. Obecné
(periodické) feSeni soustavy (8) je tedy

x1 = Aqq sin(wqt + @) + Ap, sin(w,t + @,), (12)

Xy = Ayq sin(wit + @q) + Ayy sin(w,t + ¢5),

kde A4;;, (i,j = 1,2) a ¢;, (i = 1,2) jsou libovolné konstanty. Mohli jsme si vS§imnout, ze
kmitavy pohyb téles obvykle neni prostym harmonickym pohybem, ale je slozen ze dvou
harmonickych pohybt, které maji frekvence w; a w,. Mensi frekvenci nazyvame prvni
(zdkladni) harmonickou a vétsi frekvenci druhou harmonickou.

Pocate¢ni podminky mame urCeny pro amplitudy a fazové posuny x;(t) a x,(t)
harmonickych pohybi téles 0 hmotnostech m; a m,. Pokud dosadime w; a w, z rovnice

(11) do rovnice (8), vyjde nam
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A11 _ k _ kz +k_m2(l)% _ 1 (13)
Ay ki +k—-mw? k T
A12_ k _kz‘l‘k_mz(l)%_l
Ay ki +k-mwi k i

U proménnych p; a p, mizeme urcit znaménka hodnot tim, ze z rovnice (11) za w; a w,

dosadime do rovnice (13), dostaneme

, My )ki+k Ktk ko +k Ky R\ 4K
k#1,2:k1+k_m1w1,2:7 my B m, + (ml B m; > +m1m2 .

Bude-li

)

<k1+k k2+k)2+ 42 >k1+k k, + k
my m; m;m; my m;

vyjde ndm kladné p, a zaporné .
Obecné feseni ziskame dosazenim p; a p, do rovnice (12). Potom

X1 = Aqq sin(wqt + @q) + A1 sin(w,t + @), (14)

Xz = pyArg sin(wit + @1) + paAg; sin(w,t + @3),
kde mame Ctyfi konstanty Aq1,A12, @1 @ @5, které uréime dosazenim pocatecnich
podminek x; (0), x1(0), x,(0) a x3(0).
Mame-li poéate¢ni podminky takové, ze libovolna konstanta A;, Vv rovnici (14) se rovna
nule, pak pohyb téles odpovida prvni formé kmitani:

x; = Aiq sin(wt + ¢4),

X, = pyAqg sin(wt + @q).

Obdobng, je-li libovolna konstanta A,; Vv rovnici (14) rovna nule, pak pohyb téles odpovida
druhé form¢ kmitani:

X1 = Aqy sin(w,t + @3),

Xy = paA1z sin(wyt + @,).

Pokud ma kmitani mensi frekvenci, nazyvame jej prvni formou kmitani, naopak ma-li

kmitani vétsi frekvenci, nazyvame jej druhou formou kmitani.

Piiklady byly Cerpany ze zdroju [5] [8].
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ZAVER

Hlavnim cilem bakalarské prace bylo vytvofit podplirny vyukovy material pro studenty
bakalarského studia na FAI UTB ve Zlin€. V teoretické Casti jsou uvedeny zakladni
vlastnosti soustav linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty a jejich
metody feseni. Ty zde pocitame pomoci Elimina¢ni metody a Eulerovy metody. Mame zde
Ctyfi druhy vypoctu pomoci urceni koiend, a to pro jednonasobné redlné¢ kotfeny,
dvojnéasobné redlné koteny, jednonasobné komplexni kofeny a dvojndsobné komplexni

koteny.

V praktické Casti jsou ukazky reSenych piikladl, které jsou vypocteny pomoci Elimina¢ni
metody a Eulerovy metody. Pro Eliminaéni metodu zde mame ptiklad na homogenni a
nehomogenni soustavu. Nehomogenni soustavu je vyhodnéjsi feSit pomoci Eliminacni
metody, proto jsou piiklady pro Eulerovu metodu feSeny jen pro homogenni rovnice. Jsou
zde také uvedeny ukazky feSeni soustav v softwaru Mathematica, které ndm pomahaji
vyfesit danou problematiku, nebo mohou slozZit jako kontrola vysledkd. Dale je zde
zahrnuta sbirka nefeSenych ptikladl s vysledky pro homogenni soustavy, nehomogenni
soustavy a pro soustavy rovnic s poc¢ate¢nimi podminkami. S témito soustavami se v praxi
muzeme setkat napf. v elektrotechnice ¢i mechanice. Aplikace jsou tedy vytvoteny pro
model paralelniho obvodu a pro mechanickou soustavu se dvéma stupni volnosti. Tato
bakalarska prace by méla slouZit jako pomocny vyukovy text pii studiu soustav linearnich

diferencialnich rovnic.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

i Imaginarni jednotka, ktera je kofenem x? = —1.

C Mnozina v§ech komplexnich ¢isel {o + wi: 0, € R }.
R Mnozina vSech realnych ¢isel.

R™ n-rozmérny Vektorovy prostor redlnych cisel.

I Otevfeny interval.

A Realna ¢tvercova matice.

c,...,C, Konstanty.

o, .., o, Koeficienty.

Re Realna c¢ast.

Im Imaginarni ¢ast.

DR Diferencialni rovnice.

LODR Lineéarni obycejna diferencialni rovnice.

LODR1 Linearni obycejna diferencidlni rovnice 1. fadu.
LODR2 Linearni obycejna diferencidlni rovnice 2. fadu.
LODRn  Linearni obyc¢ejna diferencidlni rovnice n-tého radu.
HLODR Homogenni linedrni oby¢ejna diferencialni rovnice.
t]. To jest.

napf. Napiiklad.
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PRILOHA P I: WOLFRAM MATHEMATICA ZDROJOVY SOUBOR,
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