Integralny pocet funkcii viacerych premennych
zbierka riesenych a neriesenych prikladov

Integral calculus of functions of more variables -
collection of solved and unsolved examples

Matej Cico

Bakalarska prace Univerzita Tomase Bati ve Zliné
2011 Fakulta aplikované informatiky




A W N

(S, ]

Univerzita Tomase Bati ve Zliné
Fakulta aplikované informatiky
akademicky rok: 2010/2011

ZADANIi BAKALARSKE PRACE

(PROJEKTU, UMELECKEHO DILA, UMELECKEHO VYKONU)

Jméno a pfijmeni: Matej ¢ico

Osobni €islo: A08031

Studijni program: B 3902 Inzenyrska informatika

Studijni obor: Informachni a fidici technologie

Téma prace: Integralni pocet funkci vice proménnych - sbirka

fesenych a nefesenych pfikladi.

Zasady pro vypracovani:

. Definujte zakladni pojmy z teorie integralniho poctu funkci dvou a tfi proménnych.
. Uvedte zakladni vlastnosti a metody vypoétu dvojného a trojného integralu.
. Popiste transformace do polarnich, valcovych a sférickych soufadnic.

. Jednotlivé metody vypoétu véetné transformaci demonstrujte na vhodné

zvolenych pfikladech.

. Sbirku dopliite o nefesené pfiklady s vysledky.
. Uvedte nékteré aplikace dvojnych a trojnych integralii v praxi a vyfeste je.

. Sbirku zpracujte v systému LATEX.



Rozsah bakalafské prace:

Rozsah pfiloh:

Forma zpracovéni bakalaiské prace: tisténalelektronicka

Seznam odborné literatury:

1.

THOMAS, George B., Thomas' Calculus 11th edition. Pearson Education 2008.
ISBN 0-321-48987-X

. MENDELSON, E., Schaum’s 3000 solved problems in calculus, McGraw-Hill, 1988.

ISBN 0-07-041480-7

. DEMIDOVIC, B. P., Shirka tloh a cvi¢eni z matematické analyzy, Fragment, 2003.

ISBN 80-7200-587-1

. REKROTYS, K. Pfehled uZité matematiky I. Prometheus 2000. ISBN 80-7196-181-7
. PLCH, R., SARMANOVA, P., SOJKA, P., Integralni poéet funkei vice proménnych,

interaktivni sbirka pfikladii a testovych otazek, MU Brno 2009. Dostupné z URL
http://is.muni.cz/el/1431/jaro2009/M2010/um/fopt.pdf

. LOMTATIDZE, L., PLCH, R., Sazime v LATEXU diplomovou praci z matematiky,

Brno 2003. ISBN 80-210-3228-6

Vedouci bakalaiské prace: Mgr. Jana Rezni¢kova, Ph.D.

Ustav matematiky

Datum zadani bakalafské prace: 25. tinora 2011

Termin odevzdani bakalafské prace: 7. €ervna 2011

Ve Zliné dne 25. anora 2011

prof. Ing. Vladimir Vasek, CSc.

prof. Ing. Vladimir Vasek, CSc.
feditel ustavu

dékan



ABSTRAKT

Cielom bakalédrskej prace bolo vytvorit zbierku riesenych a nerieSenych prikladov
z integralneho poctu viacerych premennych. Zbierka by mala slizif hlavne studentom

na FAI UTB ve Zliné ako studijnd pomocka v predmete Matematika 2.

Klicovd slova: dvojny a trojny integral, Fubiniho veta, polarne, valcové a sférické

suradnice, obsah rovinného obrazca, objem telesa, IXTEX.

ABSTRACT

The aim of the bachelor thesis was to create a collection of solved and unsol-
ved examples of integral calculus of more variables. The collection can be used as a
helpful instrument for students at Faculty of Applied Informatics TBU in Zlin in the

Mathematics 2 course.

Keywords: double and triple integral, Fubini theorem, polar coordinates, cylindrical

and spherical coordinates, area of a region in the plane, volume of a region in the

space, KTEX.
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UVOD

Integralny pocet je jednou zo zakladnych matematickych disciplin. Zavedenie
integrdlneho poc¢tu funkcii viacerych premennych bolo motivované snahou néjst ob-
sahy rovinnych obrazcov a objemy priestorovych telies. S viacndsobnymi integralmi
sa mozeme stretnit nielen v oblasti matematiky, ale tiez v roznych technickych a fy-
zikdlnych disciplinach, napr. pri hladani hmotnosti nehomogénneho telesa, pri vypocte

momentu zotrvacnosti, obsahu plochy v priestore apod.

Predlozend bakalarska préaca je rozdelena do dvoch casti, teoretickej a prakticke;j.
V teoretickej casti su uvedené zakladné pojmy z integralneho poctu funkcii dvoch a
troch premennych vratane vlastnosti a vzorcov pre vypocet dvojného a trojného in-
tegralu. Dalej si uvedené najcastejsie pouzivané transformdcie dvojnych a trojnych
integralov, pre dvojny integral si to transforméacie do polarnych sturadnic a pre trojny
transformécie do valcovych a sférickych siradnic. Prakticki ¢ast tvoria riesené priklady
s podrobnym postupom riesenia. V zdvere kazdej kapitoly je uvedené niekolko ne-
rieSenych prikladov s vysledkami, na ktorych si studenti mozu overit ako dant ldtku
zvladli. Na zaver praktickej ¢asti je zaradena kapitola s aplikaciami dvojnych a trojnych

integralov.

Cela praca je pisana v sddzacom systéme ITEX, ktory sa pouziva hlavne pre

tvorbu matematickych dokumentov. Obrazky su taktiez kreslené v tomto systéme.

Pre pochopenie problematiky a zvladnutie prikladov sa predpokladaji znalosti z

diferencialneho a integralneho poctu funkcii jednej premenne;j.
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I. TEORETICKA CAST
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1 Dvojny (dvojrozmerny) integral

V integrdlnom pocte funkcii jednej premennej bol definovany uréity (jedno-
duchy) integrél na uzavretom intervale (a,b). V integralnom pocte funkcii dvoch pre-
mennych definujeme tzv. dvojny (dvojrozmerny) integral v rovinnej oblasti, pre
funkciu troch premennych tzv. trojny (trojrozmerny) integrdl v priestorovej ob-

lasti.

V tejto kapitole zavedieme dvojny integral najskor na obdlzniku, ktorého strany
st rovnobezné so suradnicovymi osami. Potom nase ivahy rozsirime na obecni mnozinu
a nauc¢ime sa vyjadrit hranice mnoziny v takom tvare, aby sme ich mohli pouzit ako

integracné medze. Ukdzeme tiez sposoby vypoctu dvojného integrélu cez takéto oblasti.

1.1 Dvojny integral na obdizniku

Budeme predpokladat, Ze funkcia f(z,y) je spojita a ohranic¢ena na obdlzniku
D={(r,y) eR}a<x<bc<y<d}

ktorého strany st rovnobezné s osami suradnic.

Dalej postupujeme nasledovne:

1. Intervaly (a,b), resp. (¢, d) rozdelime pomocou deliacich bodov
=20 < T, <xy<- - <Ty=bresp.c=y <y <Yy <---<y,=d
na podintervaly
(i1, i), i=1,...,m, resp. (y;—1,Y;), J=1,...,n.
Toto delenie oznac¢me D. Dfiky tychto podintervalov oznacime
Ary =z — w1, Ayj = yj — Yj-1-

Rovnobezky s osou y vedené bodmi x; a rovnobezky s osou = vedené bodmi y;

rozdelia obdlznik D na m -n obdiinikov, ktoré oznacime D;;. Pre obsah kazdého

takéhoto obdizniku plati

AP = Az, - Ay;.

2. V kazdom obdlzniku D;; zvolime tzv. reprezentanta, tj. bod
R;; = (&,n;) a uréime prislusni funkéntd hodnotu z; = f(&,n;). Mnozinu

vSetkych reprezentantov nazyvame vyber reprezentantov, oznac¢me ju R.

3. Vytvorime sicin

f(&i,my) - APy = f(&,ny) - AwAy;.

Tento sucin vyjadruje objem hranolu o podstave D;; (ktord mé obsah AP;;) a
vyske f(&,mn;).
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4. Zostavime dvojity sucet

S(f.D,R) ZZf &) - AxiAy;.

=1 j=1
Tento siucet nazyvame (Riemannov) integralny sticet funkcie f pre delenie

D a vyber reprezentantov R. Geometricky tento sucet vyjadruje objem telesa

zlozeného z hranolkov vztycenych nad oblznikmi D;;.

Yy
d,,,
I . D
I I
l l
I I
[ 77| S Lo R
] O i, D
- I 1
T I _ - 1_‘(.51'7_774)_L,,A
| |
;! I
cl--- - I
I I
: N
0 a Ti—1&; X4 b €T

Obrazok 1.1.1 Delenie mnoziny D

5. Postupne zjemnujeme obidva intervaly na osiach z,y a vytvorime limitu postup-

nostii integralneho siactu pre m — 00,7 — 00, tj.

Obrazok 1.1.2 Dvojny integral na obdlzniku
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Definicia 1.1.1 Povedzme, ze ohranicend funkcia f je (Riemannovsky) integro-
vateln4 na obdizniku D, ak pre m — oo,n — 0o a pre kazdé delenie Ax; — 0,
Ay; — 0 a pre kazdy vyber reprezentantov R v tychto deleniach existuje vlastna
limita

Awi—>O,ij—>0 =l g=1l
Tuto limitu nazyvame (Riemannov) dvojny integral funkcie f(z,y) na

obdizniku D a oznacujeme ju

//f(:v,y) dzdy.

Vypocet dvojného integralu na obdlzniku:

Ak je funkcia f(z,y) 1ntegrovatelna na obdlzniku D = a, ) X ), potom plati

b
/ fa:ydxdy—/a (/ f(av,y)dy)dx— ( xydx)dy.

1.2 Dvojny integral na obecnej mnozine

Definicia 1.2.1 Predpokladajme, 7e Q je uzavretd ohrani¢end oblastVa D je
Tubovolny obdiznik obsahujici €, tj. © C D. Definujme na D funkciu ¢ predpi-
som

flm,y)  pre (z,y) €9,

0 pre (z,y) € D\ Q.
Potom definujeme dvojny integral na mnozine ) predpisom

J[ s@vyasdy = [[ oo, dsay

Povedzme, Ze funkcia f je Riemannovsky integrovatelna na (), ak funkcia g je

g(z,y) =

Riemannovsky integrovatelnd na D.

o Ak existuje [[ dady (tj, f(x,y) = 1 na Q), potom sa  C R? nazyva mera-
0

telnd mnozina v Jordanovom zmysle (alebo tiez Jordanovsky meratelna)
a prislusny integral nazyvame miera mnoziny {2. Geometrickd miera znamena
obsah mnoziny 2 C R?, budeme ju teda oznacovat P(£2). Piseme

P(Q) = // dzdy,

Q
kde dP := dazdy sa nazyva element obsahu v R2.

Doblast = otvorens sivisld mnoZina
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1.3 Zakladné vlastnosti dvojného integralu

Nech f je spojitd na meratelnej mnozine 2 C R?. Potom f je integrovatelna na €, tj.
// [z, y) dady.
Q

Nech £, g st integrovatelné funkcie na meratelnej mnozine Q0 C R? a nech
f(z,y) < g(z,y) V(z,y) € Q. Potom

// f(z,y) dady < //g(éw) dzdy.

existuje dvojny integral

Linearita integralu:

Nech fi,..., f, st integrovatelné funkcie dvoch premennych definované na meratelne;j
mnozine Q a nech cy,...,c, € R. Potom je integrovatelnd tiez linedrna kombindcia
cift + -+ e fy funkcit fi, ... f, a plati

[lel(x7y) +oeee Cnfn(xay)] dl‘dy =

Q
¢ 4/f1(x,y)dxdy+~--+cn4/fn(x,y)dxdy.

Ak je funkcia f integrovatelnd na meratelnej mnozine €2, potom je integrovatelns na

kazdej meratelnej podmnozine M C Q.

Aditivnost integralu vzhladom k mnozine:

Nech funkcia f je integrovatelnd na meratelnej mnozine €. Nech je € rozdelend na

meratelné mnoziny €,...,Q,, ktoré maji spoloéné najviac hrani¢né body. Potom

é/f(x,y)dxdyzg/f(x,y)dxder...+Q/n/f(x,y)dxdy'

1.4 Vypocet dvojného integralu - Fubiniho veta

plati

Definicia 1.4.1 Elementarnou oblastou v rovine rozumieme uzavreti a ob-
medzend rovinni mnozinu typu
Q={(z,y) ER*:a<z<b, g(z) <y< )}
resp.
Q= {(z,y) eR*: c<y<d, h(y) <z<ho(y)},
kde a,b,c,d € R, g1(x) < g2(x) na celom intervale (a,b) a hy(y) < h2(y) na celom

intervale (c, d).
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y = g2(z)

!

|

|

|

:
0 a

ck-=----—--

0 x
Obrazok 1.4.2 Elementdrna oblast typu €,

Fubiniho veta pre dvojny integral:

e Nech funkcia f(z,y) je spojitd na mnozine typu 2,. Potom plati

/ sy = [ ( /gjj:’f@,y) dy) iz,

e Nech funkcia f(x,y) je spojitd na mnozine typu €2,. Potom plati
ha(y)
/ flz,y dxdy—/ / f(z,y)dz | dy.
h1(y)

Geometrické a fyzikalne aplikacie dvojného integralu:
e Mierou meratelnej mnoziny € rozumieme obsah mnoziny € a plati

_ / / dady. (1)

o Ak je f(z,y) nezdpornd a spojitd funkcia definovand na meratelnej mnozine 2 po-
tom objem V telesa, ktoré je ohranicené rovinami

z =0,z = f(z,y) a rovhobezkami s osou z vedenymi kolmo ku hranici mnoziny

Q2, plati
— 4 / f(z,y) dady. (2)
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e Nech p je hustota meratelnej mnoziny Q C R2?. Ak je tato hustota spojitou

funkciou dvoch premennych z, %y, potom pre celkovii hmotnost M mnoZiny

M@ = [ pto.y) oy
Q

1.5 Transformacie dvojného integralu

plati

Teraz zavedieme polarne siuradnice. Pomocou nich urc¢ujeme polohu bodu A tak,
7e uréime vzdialenost p bodu A od pociatku stistavy stiradnic a uhol ¢, ktory zviera

spojnica pociatku a bodu A s kladnou ¢astou osi z.

Definicia 1.5.1 Transformacia, ktora je definovana rovnicami
T = pcosyp, (3)

y = psing,
kde p € (0,00),p € (0,27), sa nazyva transformécia do polarnych siradnic.

Rovnice transformuji mnozinu R? na mnozinu (0, 00) x (0, 27).

y
Y {1(/), ¥)

,
0 i x

Obréazok 1.5.1 Polarne suradnice

Transformécia do polarnych stradnic mé jakobidn J = J(p, @) = p.

2 Trojny (trojrozmerny) integral

Podobne ako dvojrozmerny (dvojny) integral zavadzame integral trojny, resp.
trojrozmerny. Ten je definovany pre funkciu troch premennych f(z,y,z) na trojroz-

mernej integra¢nej mnozine 2.

2.1 Trojny integral na kvadri

Najjednoduchsiu integra¢nii mnozinu u dvojrozmernych integralov tvoril obdl,Znik7
ktorého strany boli rovnobezné s osami suradnic. Podobne u trojrozmernych integralov

je vypocet najjednoduchsi v pripade, kedy integracnd mnozina je kvader, ktorého
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steny st rovnobezné so siradnymi rovinami. Definicia Riemannovho trojrozmerného
integralu na kvader je obdobna definicii dvojrozmerného integralu na obdlzniku.
Majme teda funkciu troch nezavisle premennych v = f(z,y, z) spojitd a ohrani¢ent
na kvadri

G={(r,y,2) eER}a<z<bc<y<de<z<f}

ktorého steny st rovnobezné so siradnymi rovinami.

Dalej postupujeme nasledovne:

1. Intervaly (a,b),{(c,d), (e, f) rozdelime pomocou deliacich bodov
a=2g <1 < Ty <- <Xy =0>0,
c=yo <y <Y< <yYp=d,
€:Zo<21<22<"'<zp:f
na podintervaly
(imq, i), i=1,...,m,
Wiy, J=1...,n,
(zp_1,21), k=1,...,p
Toto delenie oznacme D.
Oznacime Az, =x; — 221, Ayj =y; — Yj—1, Dzg = 25 — Z—1.
Roviny vedené bodmi z;, resp. y;, resp. 2 rovnobezne so suradnymi rovinami
Pyz, T€SP. Pgz, TESP. Pgy Tozdeli kvader G na m - n - p kvadrov Gjj,. Pre objem
kazdého takéhoto kvadra plati
AVijr = Az, - Ay; - Az

2. V kazdom kvédri Gy, zvolime tzv. reprezentanta, tj. bod
Riji = (&,m;, (), a uréime hodnotu w;, = f(&,nj, Ck). Mnozinu vsetkych repre-

zentantov nazyvame vyber reprezentantov, oznacme ju R.

3. Vytvorime sucin
f & mys C) - AVigr = f(&,mjs G) - AziAy;Azy.
Tento sucin vyjadruje geometricky objem Stvorrozmerného telesa s podstavou
Giiji, ktorda ma objem AV, a vyske f(&,nj, ). To sa samozrejme vymykd nase;
predstavivosti, a preto budeme za tymto sic¢inom vidiet skor fyzikdlnu aplikdciu.

Jednou z nich je napriklad hmotnost kvddra G;jx o hustote f(&;,n;, ().

4. Zostavime trojity sucet

S(f,D.R) ZZZf &5y Gr) - AziAy; Az
=1 j=1 k=1
Tento sicet nazyvame (Riemannov) integralny sticet funkcie f pre delenie

D a vyber reprezentantov R. Fyzikédlne tento sicet vyjadruje napriklad celkovi

hmotnost telesa zlozeného z kvadra Giji, z ktorych ma kazdy hustotu f(&;, n;, Ce)-



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 18

5. Postupne zjemnujeme vsetky tri intervaly na osach z,y,z a vytvorime limitu
postupnosti integralneho sictu pre m — oo, n — oo, p — oo, tj.

Axi—>O,ij—>0,Azk—>0 =1 j=1 k=1

Obrézok 2.1.1 Trojny integral na kvadri G

Definicia 2.1.1 Povedzme, Ze ohranic¢end funkcia f je (Riemannovsky) inte-
grovatelnda na kvadri G, ak pre m — oo,n — 00,p — 00 a pre kazdé delenie
Az; — 0,Ay; — 0, Az, — 0 a pre kazdy vyber reprezentantov R v tychto deleniach
existuje vlastna limita

m n P
e LTSN F (g, G) - AxiAy; Az

Ami—>0,ij—>O,Azk—>0 =1 j=1 k=1
Tito limitu nazyvame (Riemannov) trojny integral funkcie f(z,y,z) na

/G/ f(z,y, z) dedydz

Ak je funkcia f(x,y, z) integrovatelnd na kvadri G = (a, b) x (¢, d) x (e, f), potom plati

///fa:y, dxdydz—/a (/ (/ f(x,y,z)dz) dy)dx.

Tento vztah sa d4 zapisat zdmenou poradia integracie este d’alsimi piatimi sposobmi.

kvadri G a oznacujeme ju

Vypocet trojného integralu:

e V pripade, Ze funkciu f(z,y, 2) mozeme napisat ako sucin funkcie premennej ,

funkcie premennej y a funkcie premennej z, tj. f(z,y, z) = g(z)h(y)k(z), potom
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plati

///g(q;)h(y)k;(,z) dzdydz = /abg(a:) dx /Cd h(y) dy /ef k(z) dz.

2.2 Trojny integral na obecnej mnozine

Budeme predpokladat, Ze obocnou mnozinou je nejakd uzavretd ohrani¢ens ob-
last v priestore, ozna¢me ju ). Trojny integral na uzavretej ohranic¢enej priestorovej
oblasti sa definuje podobne ako dvojny integral na uzavretej ohranicenej rovinnej ob-

lasti.

Definicia 2.2.1 Nech Q je uzavretd ohranicend oblast v priestore R® a G je
Iubovolny kvader obsahujici €, tj. Q C G. Definujeme na G funkciu g s predpi-
som

fx,y,2)  pre (z,y,2) €L,

0 pre (z,y,2) € G\
Potom definujeme trojny integral na mnozine () predpisom

/Q / / f(z,y, z) dedydz = /0/ / g(z,y, z) dedydz.

Povedzme, 7e funkcia f je Riemannovsky integrovatelnd na (), v pripade Ze

g(x,y,z) =

funkcia ¢ je Riemannovsky integrovatelna na G.

Ak existuje [[[ dzdydz (t], f(z,y,2) = 1 na Q), potom sa Q C R nazyva me-
O

rateln4 mnozina v Jordanovom zmysle (alebo tiez Jordanovsky meratelna)
a prislusny integral nazyvame trojrozmerna miera mnoziny (2. Geometricky troj-

rozmernd miera znamenda objem mnoziny 2 C R3, budeme ich teda oznacovat V().

V(Q) = / / / dzdydz,

kde dV := dzdydz sa nazyva element objemu v R3.

Piseme

Zékladné vlastnosti trojného integralu si analogické vlastnostiam, ktoré platili pre

dvojné integraly, preto ju nebudeme uvadzat.

2.3 Vypocet trojného integralu - Fubiniho veta

Budeme uvazovat trojrozmernt uzavretd oblast ) ohrani¢enou uzavretou plo-
chou, ktora sama seba nepretina, pricom rovnobezky s osou z vedené vnutornymi bodmi
mnoziny pretinaju tito plochu vo dvoch bodoch. Ak urc¢ime pravouhly priemet vyssie
popisanej plochy do roviny p,,, potom dotykova valcova plocha rozdeli dant uzavretu
plochu na dve ¢asti, ktoré sa daji vyjadrit rovnicami z = fi(z,y) a z = fao(x,y). Pred-

pokladajme, ze fi(z,y) < z < fo(z,y). Pravouhlym priemetom danej uzavretej plochy
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do stradnicovej roviny p,, je rovinnd mnozina Qy, ktord moze byt typu 2, alebo .
Tieto mnoziny sme zaviedli v predchadzajicej kapitole pre vypocte dvojného integralu

a nazvali sme ich elementarnou oblastou.

Fubiniho veta pre trojny integral:

Nech f(z,v, 2) je integrovatelna na meratelnej mnozine 2 C R3.

e Nech funkcie g1(z), g2(z) st spojité na intervale (a, b) a funkcie fi(z,y), fao(z,y)
spojité na Q, C R2. Dalej nech pre vietky body (z,y,2) € Q plati
a<z<hb,
g1(z) <y < go(x),
filz,y) < 2 < falz,y).
Potom existuje trojny integrél [[[ f(z,y,z)dzdydz a plati
Q

b 92(x) fa(zy)
///f(x,y,z)dxdydz:/ / / flz,y,2)dz | dy | de.
o a g1(z) fi(z,y)

e Nech funkcie hi(y), ho(y) st spojité na intervale (¢, d) a funkce fi(z,y), fo(z,y)
spojité na 2, C R2. Dalej nech pre vietky body (z,v, z) € Q plati
c<y<d,
h(y) < < ha(y),

fl(xay) <z< fQ(xay)'
Potom existuje trojny integrdl [[[ f(z,y,z)dzdydz a plati
Q

d ha(y) f2(z,y)
///f(x,y,z) dxdydz:/ / / flz,y,2)dz | dz | dy.
o ¢ h1(y) fi(zy)

V predchédzajicich dvoch vztahov musime najskor previest integraciu vntitorného
integréalu, tj. podla premennej z, ktorej medze si funkciami dvoch premennych. Po in-
tegracii podla premennej z sa uz jednd o vypocet dvojného integrdlu uvedeného v
predchadzajucej kapitole.

Pravouhlé priemety mnoziny (2 je mozné previest taktiez do sturadnicovych rovin p,.,
resp. p... Situdcia je obdobnd, napr. ak vyjadrime mnozinu 2 nerovnostami
e<z<f,
91(2) Sy < g2(2),
fily,2) <z < foly, 2),
potom

! 92(2) fa(y,2)
///f(x,y,z)dxdydz:/ / / flz,y,2)dx | dy | dz.
o e g1(2) J1(y,2)
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Geometrické a fyzikalne aplikacie trojného integralu

e Ak je Q meratelnd mnozina v R3, potom pre objem tejto mnoziny plati
V(Q) = /// dzdydz. (4)
Q
e Nech hustota p meratelnej mnoziny Q C R? je spojité a nezdpornd funkcia na €.
Potom pre hmotnost M trojrozmernej mnoziny ) plati
M(Q) = /// p(x,y, z) dedydz.

2.4 Transformacie trojného integralu

Ak je integra¢nou mmnozinou valec alebo gula, pripadne ich ¢asti, je vypocet
trojného integralu v kartézskych suradniciach vac¢sinou znacne obtiazny. Preto zavadzame
tzv. valcové (cylindrické) alebo gulové (sférické) stradnice, ktoré ndm vypocet

znacne zjednoduchsia.

2.4.1 Transformacie do valcovych sturadnic

Definicia 2.4.1 Transformadcia, ktora je definovana rovnicami

T = pcosy,
y = psinp, (5)
z =z,

kde p € (0,00),¢ € (0,27),z € R, sa nazyva transformdcia do valcovych
(cylindrickych) siradnic. Rovnice transformuji mnozinu R? na mnozinu (0, 0o) x
(0,27) x R.
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\\\"A(pv ¥, Z)

Ag
Obréazok 2.4.1 Valcové suradnice

Jakobidn pre valcové siradnice:

Transformécia do valcovych stradnic m4 jakobian J = J(p, ¢, z) = p.

Transformacie do valcovych sturadnic:

Pre trojrozmerny integrél plati

/Q//f(:c,y,z) dzdydz = /Q[/f(PCOSgO,pSingD,Z)pdpdgpdz’

kde 2% je integra¢nd mnozina vyjadrena vo valcovych suradniciach.

Valec s osou v ose z, vyskou v a polomerom 7 sa vo valcovych siradniciach zobrazi na
kvader

O<p<r, 0<p<2r, 0<z<w.
Ako sme sa oboznamili v predchadzajicej ¢asti, je vypocet trojného integralu na kvadri
jednoduchsi ako na obecnej mnozine (2.
Transformécia do valcovych siradnic sa pouziva vtedy, ked integraénou mnozinou €2

je valec alebo jeho ¢ast, alebo v pripadoch, kedy pravouhlym priemetom trojrozmerne;

mnoziny € do siradnej roviny p,, je kruh alebo jeho cast.
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Obrazok 2.4.2 Stérické suradnice

2.4.2 Transformacie do sférickych siiradnic

Definicia 2.4.2 Transformadcia, ktora je definovana rovnicami
T = pcospsind,
y = psinpsind, (6)
z = pcosv,

kde p € (0,00),p € (0,2m),9 € (0,7), sa nazyva transformicia do

gulovych (sférickyvh stradnic). Rovnice transformuji mnozinu R?® na

mnozinu (0, 00) X (0,27) x (0, 7).

Jakobian pre sférické suradnice:

Transformdcia do sférickych stradnic mé jakobidn J = J(p, p,9) = —p*sin 9.

Transformacie do sférickych siradnic:

Pre trojrozmerny integrél plati
/// f(z,y,2) dedydz =
Q
= /// f (pcos psind, psin psind, pcos ) p* sin 9 dpdpdd,
G

kde 2% je integra¢nd mnozina vyjadrend vo sférickych suradniciach.

Gule so stredom v pociatku ststavy suradnic a polomerom r sa vo sférickych siradniciach
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zobrazia na kvader
O0<p<r, 0<p<2r, 0<¥9<m,
¢o vedie opat na jednoduchsi vypocet.
Transformécia do sférickych siradnic sa pouziva vacsinou vtedy, ked integraénd mnozina
Q je gula, alebo jej ¢ast alebo v pripadoch, kedy pravouhlym priemetom mnoZiny

do roviny py, je kruh alebo jeho cast.

Pri vypracovani tedrie boli pouzité zdroje [1], [4] a zdpisky z prednédsiek kurzu Mate-
matika 2 na FAT UTB ve Zliné.
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II. PRAKTICKA CAST
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3 Dvojny integral

3.1 Vyjadrenie mnozin pomocou nerovnosti

Priklad 3.1.1 Uréite rovnice priamok, na ktorych lezia strany obdlzniku (2,1),
(5,1), (5,3), (2,3).

Priamka spojujica body:

AA/—\/—\
t
—_
w

—_

Mnozina € bude uréend nerovnostami:
2 <z <5,
1<y <3

0 2 5

Obrazok 3.1.1 Mnozina € pre obdlznik (2,1) x (5,3)

Priklad 3.1.2 Urcite rovnice priamok, na ktorych lezia strany trojuholnika (0,0),
(3,0), (3,3).

Priamka spojujica body

Mnozina €2 bude uréens nerovnostami:
0<x <3,
O0<y<u,
alebo
0<y<3,
y<z<3.
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o 3

Obrazok 3.1.2 Mnozina €2 pre dany trojuholnik

Priklad 3.1.3 Urcite rovnice priamok, na ktorych lezia strany trojuholnika (-2,0),
(2,0), (0,1).

Priamka spojujica body

(_270)7 (270) Yy = 07
(—Z@(QU:y=%+L
(0,1),(2,0) 1y =1 — g

Ql .
—2<zx <0,
x
2
QQ .
0<z <2,
x
0<y<1——.
SYS 9
Mnozinu 2 moézeme zapisat tiez nasledovne:
0<y<l,

20 —-2<x<2-—2y.

Obrazok 3.1.3 Mnozina €2 pre dany trojuholnik
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Priklad 3.1.4 Urcite rovnice priamok, na ktorych lezia strany lichobeznika (3,1),
(5,1), (5:3), (3,5)-

Priamka spojujica body

(3,1),(5,1) 1y =1,
(5,1),(5,3) : x =5,
(5,3),(3,5) 1y =8 — z,
(3,1),(3,5) : v = 3.

Mnozina € bude, potom uréens nerovnostami:
3<x <5,

1<y<8—u.

Druhy sposob vyjadrenia mnoziny €2, je treba rozdelit mnozinu na dve ¢asti €, Q5 :

Q :
l<y<3,
3<z <5,
Qy :
3 <y <5,
3<z<8—y

3 5)

Obrazok 3.1.4 Mnozina 2 dand stranami lichobeznika
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Priklad 3.1.5 Je dand mnoZina ohrani¢end krivkami y = 2%,y = 2 — . Zapiste

mnozinu {2 pomocou nerovnosti a graficky ju znazornite.

Najskor vypocitame priesecniky danych kriviek:

=2 -z,
4+ —-2=0,
(x—1)(x+2) =0,
T = —2,
Ty = 1.
MnoZina  bude uréend nerovnostami:
—2<zx <1,

x2§y§2—x.

Pt } } X
—3—2—1012\

Obrézok 3.1.5 MnoZina  ohrani¢end krivkami y = 2%,y =2 — z

Priklad 3.1.6 Je dand mnoZzina ohranicend krivkami y = 2% + 2,y = 10 — 22.

Zapiste mnozinu 2 pomocou nerovnosti a graficky ju znézornite.

Najskor vypocitame priesecniky danych kriviek:
2 4+2=10— 22,

22% = 8,
2 =4,
€Ty = 2a

To — —2.
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Mnozina € bude uréené nerovnostami:
—2<x <2,

m2+2§y§10—m2.

y=ax242

Fs PP B é\y__lj_%2

Obrazok 3.1.6 Mnozina €2 ohranic¢ens krivkami y = 2% + 2,y = 10 — 2?

Priklad 3.1.7 Je dand mnoZina ohranicend krivkami y = x + 2,z = 4 —y?. Zapiste

mnozinu {2 pomocou nerovnosti a graficky ju znazornite.

V tomto pripade bude jednoduchsie vypoécitat y-ové stiradnice priesecnikov, preto si v
prvom rade vyjadrime x a nasledne vypoc¢itame priesecniky:

y=rv+2=c=y—2,

r=4—1?%
y—2=4—1y7°
y'+y—6=0,
(y—=2)(y+3) =0,
Y1 = —3,
Yo = 2.

Mnozina € bude uréené nerovnostami:
y—2<z<4-—q>
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Obrazok 3.1.7 Mnozina €2 ohranicend krivkami o =4 —y*, 0 =y — 2

Priklad 3.1.8 Je dand mnozina €, ktord je uréend nerovnostami 22 +y? < 4,z > 0.

Zapiste mnozinu 2 pomocou nerovnosti a graficky ju znazornite.

Nerovnost z?+y* < 4 je kruh so stredom S(0, 0) a s polomerom r = 2. Druhd nerovnost

x > 0 urcuje, ze mnozina {2 bude v I. a IV. kvadrante.

Z rovnice kruznice x? + y? = 4 zistime medze pre y :
2?4yt =4,
yP=4-a?
y=+v4— a2

Kladné znamienko pred odmocninou urc¢uje horni polrovinu a naopak zdporné znami-

enko urcuje dolni polrovinu.

Mnozina € je potom uréend nerovnostami:
0<z <2,

V4 —a2?2<y<V4-—22

y:m

.
{

_2 y: —\/4—:[,'2

Obrazok 3.1.8 Mnozina  uréend nerovnostami z? + 1y < 4,z >0
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Priklad 3.1.9 Je dand mnozina 2, ktord je uréens nerovnostami 22 + 3> < 6z,

y < 0. Zapiste mnozinu {2 pomocou nerovnosti a graficky ju znézornite.

Nerovnost 22 + 3% < 62 mozeme prepisat do nasledujiiceho tvaru:
2% + 9 < 6,
z® — 6z +y* <0,
(z =32 +y*<09.
7 predchadzajiceho vypoétu vyplyva, Ze nerovnost 2% + y? < 6z je kruh so stredom

S(3,0) a s polomerom r = 3. Druhd nerovnost y < 0 uréuje II1. a IV. kvadrant.
Z rovnice kruznice x* + y* = 62 spocitame medz pre y :
2%+ y* = 6,
y? = 6x — a°,
y = £V6x — x2.
Mnozina € je potom uréend nerovnostami:
0<x2<L0,

—Vor — 22 <y <0.

y=or 22

Obrazok 3.1.9 Mnozina € uréend nerovnostami 2 + % < 6,y <0
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Priklad 3.1.10 Je dand mnoZina 2, ktord je uréend nerovnostami 2 + y? < 16,

y > 4 — x. Zapiste mnozinu )2 pomocou nerovnosti a graficky ju znazornite.

Nerovnost z? + y? < 16 je kruh so stredom S(0,0) a s polomerom r = 4. Druha

nerovnost y > 4 — x uréuje polrovinu s hraniénou priamkou y = 4 — z.
Z rovnice kruznice x? + y? = 16 spocitame medz pre y :
® +y* = 16,
y2 =16 — 22,
y=+V16 — 22
Mnozina € je potom uréend nerovnostami:
0<z<4,

4—x<y<V16 — 22,

=4—-z

= VI

Obrazok 3.1.10 Mnozina € uréend nerovnostami z? + 4% < 16,y >4 —x
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3.2 Vypocet dvojného integralu na obdizniku

Priklad 3.2.1 Vypocitajte dvojny integrél [[(zy? 4+ 32?) dzdy, kde
0
Q= (1,3) x (0,1).

Obrazok 3.2.1 Mnozina 2 = (1,3) x (0, 1)

Ako je vidiet na obrdzku (3.2.1), integratnou mnozinou

Q2 je obdlznik (1,3) x (0,1) uréeny nerovnostami:
1<z <3,
0<y<1.

Najskor si spocitame vnitorny integral a potom vonkajsi:

1 3

3 3
3 1
1
/ /(xy2 +32%) dy | dv = / {x : % + 3x2y} dz = /(x-§+3x2-1—x-§—3x2-0)dx =
0
1

1 0 1

3

1 1 22 237° x? P32 12

- 32d:—'— 3_ — |z 3 _ = 33___13:
[(rroe)ar=[5-5va5) =[5+ =595

82
Vysledkom je ¢islo 3

Priklad 3.2.2 Vypocitajte dvojny integral ffmdxdy, kde Q = (0,2) x
0
(1,2).

Ako je vidief na obrazku (3.2.2), integratnou mnozinou € je obdlznik (0,2) x (1,2)

urceny nerovnostami:
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Obrazok 3.2.2 Mnozina 2 = (0,2) x (1,2)

Obdobne ako v predoslom priklade, si najskor spocitame vnitorny integral a potom

vonkajsi:
2 /2 2 )
/ / ! dx—/ /1—|—x—i—y) 2dy dx—/[—;} dr =
(I+z+y)? v l+z+y]l,
0 \1 0 \1 0
2
1 2
/( + ) :/( )dx: [—1n|3+x|+ln|2+x|} =
3+x 2+ +x 0
0 o,
2422 4 2 1 g
1 ]:1——1—:12:1—.
[n]?)—l—x] o 5 3 n§ "5

Vysledkom je ¢islo In g

3.3 Vypocet dvojného integralu na mnozine (2, a ),

Priklad 3.3.1 Vypoditajte dvojny integral [[ (3z + y?) dedy, kde Q: y = 2%,z =
0

y2.

Integracnd mnozina (Q je uréend nerovnostami:
0<z <1,

? <y<Vx
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Grafické znazornenie mnoziny (2 :

Obrézok 3.3.1 Mnozina 2 ohrani¢end krivkami x = 4 — %, 2 =y — 2

1 [Vx
Vypocet dvojndsobného integrdlu [ ( [ (3z+ yz)dy> dz :

1 Vx 1 1
y3 NET .
/ /(3:c+y2)dy dx:/ {351@3/4—?1 d:z::/(3:1:2—|—— :c5—3:c3—§ :cﬁ)d:c:
0 \z2 0 @? 0
[32 §+1 2 s 33:4 1 x}l (3 2+1 2 3 1) 15
C— .2 — e — .72 —3. — — —_. R — L. — ) = —.
5 3 5 4 3 Tlo 5 3 5 4 21 28

Priklad 3.3.2 Vypocitajte dvojny integral [[ zy dzdy, kde Q:zy =1,y = 2 —x.
0

Najskor vypocitame priesecniky danych kriviek zy = 1, z +y = g, pricom z druhej

5

podmienky vyjadrime y : y = 5 — x a dosadime do prvej podmienky:

5
x (i—x): ,
5
5-;15—3:2—1—0,

202 —br +2=0,

5+ +25—-16

T2 =
’ 4

N

T =

To =

N | —
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<
[
[\J ]
|
&
i my///
<
b <
[
8=

NI= 4+ - - == =
DN + -
N Ot

Obréazok 3.3.2 Mnozina €2 ohrani¢ena krivkami zy = 1,z +y = g

~ ’ ~ . . ~ ’ ) .
Integracna mnozina 2 je uréend nerovnostami:

S|~k =
IN IN
< 8
IN AN

IR

SIS
8

25 20+2_2_5+5 1 n 165
4 3 64 48 128 128

Priklad 3.3.3 Vypocitajte dvojny integrdl [[ zy® dady, kde Q : y =22,y = z.
0

Najskor vypocitame priesecniky danych kriviek:

y=1*y=u,
r =1
22— 2 =0,
z.(r—1) =0,
z1 =0,

1'2:1.
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)
y = a2 y=x
1 T 774 |
| x
1
Obrazok 3.3.3 Mnozina €2 ohranic¢ens krivkami y = 2%,y = «
Integracnd mnozina () je uréend nerovnostami:
0<x <1,
2 <y<uw
1 T
Vypocet dvojndsobného integrélu [ | [(azy?)dy | dz :
0 \a2
rf g ; 3 P4 T 5 8 1
2 yo* o 2 ot 1 1
w)io- () a0 [(5-Spe-[5- 5] 545
//xyy ! /x?}xzm /3 3/ T s 2l 15 24 40
0

0 2 0

Priklad 3.3.4 Vypocitajte dvojny integral [[ (4 + 2?) dady, kde Q :

Q
y=14+2%y=9—2%

Najskor vypocitame priesecniky danych kriviek:

y:1+$2ay:9—$27

1+22=9—2?
22% = 8,
x? =4,
T = 2,

Ty =— —2.
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y =1+ 22

B

y=9—2?
Obrazok 3.3.4 Mnozina € ohrani¢end krivkami y = 1+ 22,y = 9 — 22

Integracnd mnozina € je uréend nerovnostami:

—2<zx <2,

1422 <y<9—a2

2 9—z?
Vypocet dvojndsobného integrélu [ ( [ 4+ xz)dy) dx

-2 1+$2

2 9—z2 2

9—2?
/ / (4+2°)dy | dz = /[43; + xzy} dz =
142

-2 42 -2

/2[4'(9—x2)+x2‘(9—:62)—4~(1+x2)—x2'(1+x2)}dx:/2<—2x4+32>dx:

—22° 2 64 64 512
32} S VI R
| 5 UL, T T T E T 5
Priklad 3.3.5 Vypocitajte dvojny integral [[ (1 —y) dzdy, kde Q :
0
=y r=2-y.

Jednd sa o integracnd mnozinu €, z ¢oho vyplyva, ze budeme pocitat y-ové siradnice

priesecnikov:
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v =2-y,
vy +y-2=0,
—1+£+vV1+8
Y1,2 )
2
91:17
Yo = —2

Obrazok 3.3.5 Mnozina €2 ohranic¢end krivkami z = 3%, 2 =2 — y

Integra¢nd mnozina € je uréend nerovnostami:
Y <z<2-—y.

1 2—y
Vypocet dvojndsobného integrélu [ ( [ (1- y)dx) dy :

-2\ 42

1 2—y 1 1

/ /(1_?/)01-75 dy:/[ﬂ?—wy]z;ydy:/<y3—3y+2)dy: {%—%zJﬂy]l—z:

-2\ 42 -2 —2
1 3 27
- —=4+2-4 4 =—.
1 2—1— + 6+ 1

Priklad 3.3.6 Vypocitajte dvojny integrdl [[ azydzdy, kde Q :
0

2+ <lz+y>1.

Nerovnost #?+y? < 1 je kruh so stredom S(0,0) a s polomerom 7 = 1. Druh4 nerovnost

urcuje polrovinu dant priamkou =z 4+ y = 1.
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Vyjadrime medz pre y :
22t =1,
y2 =1- 1'2,

y==+xV1-— a2

y=1—-=x Yy

) y=+v1—2?

NN

y=—/1—2a2

Obrazok 3.3.6 Mnozina Q uréend nerovnostami 2 + 4> < 1,z +y > 1

Mnozina €2 je potom uréend nerovnostami:
0<x <1,
l—z<y<+vV1-—2a2
1 (\/1—222

Vypocet dvojndsobného integrdlu [ | [y dy) dz :
0 11—z

1—x2 1
2

1

N PR BT A TN
/ /xydy dx—/2 [1 ¢ — (1 :c)]lix dr =
0 \ 1%z 0
/1

1 1

@ @ 11 1
3 4|, 3 4 12

0

Priklad 3.3.7 Vypocitajte dvojny integrdl [ ev dzdy, kde Q :
0

sz,yzl,y:3,y2:m.

Jednd sa o integracnti mnozinu 2, ktora je ohrani¢end priamkami x =0,y =1,y =3

a parabolou z = y2.
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Y
y—3_3 | x =y
y=1 1 ‘ 3

ON_ 1 9

Obrazok 3.3.7 Mnozina 2 ohranic¢ens krivkami z = 0,y = 1,y = 3,2 = ¢?

Integracnd mnozina () je uréend nerovnostami:
l<y<3,

0<z<qy’

3 (v,
Vypocet dvojndsobného integrdlu [ ( i eyd:L') dy :
1 \0

3 > 3 3
x y2 1 3
/ /6ydx dy:/[yey] dy—/(yey—y>dy—[yey—ey §y2] -
0 1
1 0
33— — - —el 4+ - =2 —4

Priklad 3.3.8 Vypocitajte dvojny integral [[(z + y)dzdy, kde Q :
0

vV =2z, x+y=4z+y=12.

Integracni mnozinu ) je potrebné rozdelit na tri ¢asti Qp,Q, Q3, z Eoho vyplyva Ze
integral I je rozdeleny na tri casti Iy, I, I3 :
Vypocet priesecnikov z +y = 12, y* = 2u:
2
)
Iy =12
5 +y )
P+ 2y —24=0,
(y—4).(y +6) =0,
v = 47
Yoy = —6.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

Vypocet prieseénikov x +y = 4, y? = 2x:

Yy _
2 +y_ ’
v +2y —8=0,
91—27
Yy = —4
Y
y=12—=x
b

2
-

Obrazok 3.3.8 Mnozina €2 ohranicena krivkami x = %, r+y=4r+y=12

~ ’ ~ . . ~ 7’ ¥ .
Integracna mnozina Ql Jje urcena nerovnostami:

2
%Sxﬁl?—y.

Integracnd mnozina )y je uréend nerovnostami:

4—y<zxr<12—y.

Integracnd mnozina ()3 je uréend nerovnostami:
2<y<4,

2
gégxgm—y
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Vypocet dvojného integralu [[(z + y) dedy pre vSetky tri integracné mnoziny:
0
Vypocet pre I :
—af 12—y -4 —4 ,
12—y 12 —
/ /(:z;—iry)dx dy:/[x——irxy] , dy :/<¢+
2 x 2
6\ 22 Z6 Z6
L —4 —4 —4 —4
) ) 1 3 1/ 4 1/ 2
(12— ————)d — [ 72dy— = [ Pdy—= [ yldy—= [ y2dy =
y-( y)82y/7y2/yy8yy2yy
_6 -6 —6 —6
4 5 314 128 32 972 108 1198
) Y Y

7oy L Y _ —} — 988324 0 4 22 4304162 2 20 - 0
[y840 66 MR T el 5 3 15
Vypocet pre I :

2 12—y 2

72 12—y
/ /(:c—iry)dx dy:/[—ﬂvy] dy =
2 4—y

—4 4—y —4

2 ) , 2

12 — 4 — 2

/(%++y-(12—y)— ( 2y) —(4—y)-y)dy: /64dy:64- [y} = 384.
“a 24

Vypocet pre I3 :

— 28832 — 144424 -+ - =

[ ytoop y3}4 128 32 4 4 1198
6 12 5 3 5 3 15

Vysledok pre cely integral I potom vychédza:

1198 1198 8156
I =L+1L+1; = — 44 77 -
1+ 1o+ 13 5 + 384 + 5 15
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3.4 Vypocet dvojného integralu v polarnych siradniciach

Priklad 3.4.1 Vypodcitajte dvojny integrdl [[(2 4+ x + y)dazdy, kde Q je urcend
o)

nerovnostami:
z? +y* <9,
x>0
Zméazornenie mnoziny ) v rovine xy :
Y
3
x
0 3

Obrazok 3.4.1 Mnozina § uréend nerovnostami z? +y> < 9,2 > 0

~ z ~ . . ~ ’ ) .
Integra¢na mnozina 2* je uréend nerovnostami:

IN
IA

s
¥ 5%

o N

IN
IN

p<3.

Vypocet dvojného integrélu [[ (2 + pcosp + psingp) - p dpde:
Q*

3

//(2+pcos<,0+psingo)-p dpd(pz/ /(2p—|—p2cosgp—|—p2sing0)dp dp =
o 0

(ME]

us

7 3 3 3
0

wlA
INE]

Wl

—0-(Z+1-047 +140) =9:(x+2) =9r+18,

9-[g0+sing0—cosg0} 5 5

(VB



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

n 2 2 . . ,
Priklad 3.4.2 Vypocitajte dvojny integral [[ lx— giyﬁy dzdy, kde € je urcend ne-
0
rovnostami:
2y’ >,
® +y? < e,
x> 0,
y > 0.
Zmazornenie mnoziny {2 :
Yy
e

a W
ky

Obréazok 3.4.2 Mnozina €2 v rovine zy

~ ’ ~ . . ~ ’ ) .
Integracna mnozina 2* je urcend nerovnostami:

o
IN
AS)

VAN

s
9 )

,_.
IN
s

VAN

€.

Vypocet dvojného integralu [ [ /o2 p dpdyp:
Q*

02

™

D) e
In +/p? Inp
// 5 -pdpdsoz/ /—dp dp =
p p
o 0o \1
3 /1 3
Inp=t =1=t=0

1
0 P p=c 0 0

J (feo)- L
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Priklad 3.4.3 Vypocitajte dvojny integrdl [[zdazdy, kde © je uréend nerov-
)
nostami:
a4y < 2z,
y =0,

y < x.

Prva nerovnost 22 + y? < 2z je kruh so stredom v S(1,0) a s polomerom r = 1.

Obrazok 3.4.3 Znazornenie mnoziny 2

~ z ~ . . ~ ’ ) .
Integra¢nd mnozina 2* je uréend nerovnostami:

0

IN
IA

m
¥ 1

0

IN

p < 2cos .

Vypocet dvojného integralu [ pcose - p dpde :
Q*

™

1 2cos

4 37 2cos @
//pcosgpp dpdgpz/ / p? cos p dp dgpz/cosgo[p—} dp =
Q* 3o
%

0 0 0

jus
4

a3

8 8 8
/COS(,D-g cos® p dp = g-/cos4g0 dp = §/ (Cos2 g0)2 dp =
0 0 0

s
4

%

8 1 290\ ? 2

g/ <$) d(p:g-/(l—i—QcosZ(p—l—cosngo)d(p:
0

2 i 2 1+ cosdy 2 /7 1 sindp1i

N e NN N N

3 k+$n¢o+ﬁ / 5 r=3 gttt
0

2 <77+1>+1 <7r+0>_7r+2+7r_2+7r

3 \4 3 \4 6 3 12 3 4
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Priklad 3.4.4 Vypocitajte dvojny integral [[ zdazdy, kde Q je ohrani¢end kriv-
0

kami:
2 +y* = 2,
2’ +y° = 4y,
r=0,y ==

Rovnica 22 4+ y? = 2y je kruznica so stredom v S(0,1) a s polomerom r = 1 a rovnica
2?2 +y* = 4y je kruznica so stredom v S(0,2) a s polomerom r = 2. Mnozina € vypada

nasledovne:

Obréazok 3.4.4 Znazornenie mnoziny 2

~ ’ ~ . . ~ 7’ ) .
Integracna mnozina 2* je urcend nerovnostami:

L
4—90—27
2sinp < p < 4sin .

Vypocet dvojného integralu [ pcose - p dpde :

Q*
% dsing % 37 4singp
//pcosgppdpdgo:/ / p*cosp dp d@z/cosgp[%} dp =
Q* g sin % 2sin g

s s

[ 64sin®p  8sin’ 56 |
/cosgo( s;n L Sl; SO) dg0:§'/sin3gocosg0 dp =

1
56 14 114 1 7
== [Bd=— |t =—-(1-=])==.
3/ 3 Hf 3 ( 4) 2
@

|
|

singp =1t g0:§:>t:\/7§
=t=1

cospdp=dt p=7

2
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3.5 Neriesené priklady
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4 Trojny integral

4.1 Vypocet trojného integralu v kartézskych suradniciach

Priklad 4.1.1 Vypocitajte trojny integral [[[(y—xzz)dzdydz na mnozine 2 uréené
QO

nerovnostami:

1 /4 /3
Vypocet trojndsobného integralu [ (f (f(y — xz)dz) dy) dx :
0

-1 \2

1 /4 /3 1/ 4 ,
/ / /(y —xz)dz | dy | dz = / / [(yz — 7} dy | doz =
Z1\2 \D Z10\2 0
4 1 A
3y 9
Jy— -z )dy | dz = — ——zy| de= [ (24— 182z — 6+ 9x)dx =
Z10\2 1 2 1
/ 9 ,]" 9 9
/(18—9x)dx:[18x——x21 =18 — -+ 18+ = = 36.
2" ], 2 2
1

Priklad 4.1.2 Vypocitajte trojny integrdl [[[ x - coszdxdydz, kde Q je urcend
Q

nerovnostami:
?4y” <1,
x>0,y >0,

s
z2>20,2z< —.
- -2

Rovnica 22 + y? = 1 je rovnicou valcovej plochy, jej kolmy priemet do roviny zy je

kruznica o rovnakej rovnici, z ktorej si vyjadrime y :

x2+y2:1’
y2:1—$2,

y==+vV1-—a2
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Obréazok 4.1.1 Premietnutie mnoziny {2 do roviny zy k prikladu 4.1.2

Integracnd mnozina () je uréend nerovnostami:

0<x <1,

0<y<vV1-—22
™

0<z< =,

Sz2s g

O\
o\»w\#
&

o
(@]
13}
N
o,
N
o,
<
[oN
&
I
O\H
~
o\ﬂ
— &M
&
%)
=
S
Sl
o,
<
o,
)
|

1
0

1 V1—x? 1 1
0

l—a2?2=t z=0=t=1
—2xdr=dt z=1=t=0

1 1 27 371 1
=5 [ Via=5-3H] =5
0
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Priklad 4.1.3 Vypoditajte trojny integrédl [[[ e¥ dzdydz, kde 2 je ohranicend plo-
Q

chami:
y=1
y=x,y=—u1,
z=0,z=y
Premietnutie mnoziny €2 do roviny xy
Y
Yy=-x y=1z
1
N A

% % x

-1 1

Obrazok 4.1.2 Premietnutie mnoziny €2 do roviny xy k prikladu 4.1.3

Integracnd mnozina Q je uréend nerovnostami:
0<y<l,

0<z<y.

1y sy

Vypocet trojndsobného integralu [ ( i ( [ev dz) dx) dy. Pri vypocte dvakrat pouzijeme
0 —y \O

metodu per partes.

1 Yy Yy Yy

1 1
/ / /eydz dx dy:/ /ey dx dy :/ /ey ydor | dy =
0 0

0 —Y 0 —Y Y
1 1 002 I . 1
y U= u =
/[ey-y-x] dy:/ey-y-(y+y)dy= Y Y| = [292'€y] —/4y€ydy:
-y vV=¢eY v=¢eY 0
0 0 0
1
u=4y u =4 !

1
. = 2e—0— [4yey] —1—/ 4e¥ dy = 2e—4de+ [4631} = 2e—4de+4e—4 = 2e — 4.
v=eY v=2¢eY 0 0

0
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Priklad 4.1.4 Vypoditajte trojny integral [[[ L dezdydz, kde Q je ohrani¢end plo-
QO

chami:
z+y+z=4,
y=wry=0,
m= 1,73 ="%
z=0.

Znéazornenie situacie v rovine zy :

Obrazok 4.1.3 Premietnutie mnoziny €2 do roviny xy k prikladu 4.1.4

Integracnd mnozina () je uréend nerovnostami:
1<x <2,
0<y<uz,

0<z<4—2x—y

1 0

(] b )oem F (TR0 -

0 1 0

2 [z 2 2
4 4

/ /(——1——)dy dx /{—y—y——~y—] dx:/<4—x—z>dx:
T x T x 2], 2

1 \o 1 1

22 22)? 1 1 7
PP R S S R
{x > ]1 TotiT1

2 x 4— y
Vypocet trojndsobného integralu [ ( i ( i dz) )
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Priklad 4.1.5 Vypocitajte trojny integrdl [[[ zyz dzdydz, kde 2 je uréend nerov-
O

nostami:
> a?,
x> 97
220,z <uzy
Situacia v rovine zy :
Y
y=a’
y=u
1A_777\
= x
ON_ 1

Obrazok 4.1.4 Premietnutie mnoziny €2 do roviny xy k prikladu 4.1.5

Integracnd mnozina () je uréend nerovnostami:

0<z <1,

0

1 [ Vz /2y
Vypocet trojndsobného integralu [ < i < [ zyz dz) dy> dz :

1 VT [ zy 1 NG on 3y
/ / /xyz dz | dy dm:/ /{xy —} dy | dox =
0 2 0 0 22 0

1 VT 1 1 1

3,3 3,47VE 3.2 3.8
7y” B il B et xt - _1. 511

/ / 5 dy dx—/{g]ﬂdx—/( 3 3 )dx—g/(x x)dm
0 \a2 0 0 0
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Priklad 4.1.6 Vypocitajte trojny integral [[[ (x+y+++1)2 dzdydz, kde mnozina
Q

lezi v 1. oktante (z > 0, y > 0, z > 0) a je ohranicend plochou x +y + z = 1.

Rovnica = 4+ y + z = 1 je rovnicou roviny, jej kolmy priemet do roviny xy je priamka o

rovnici y =1 — .

Situacia v rovine zy :

1
0 1\

Obrazok 4.1.5 Premietnutie mnoziny €2 do roviny xy k prikladu 4.1.6

T

Integracnd mnozina () je uréend nerovnostami:
0<x <1,
0<y<I1l-u,
0<z<1l—2—uy.
1 /12 /l-z—y
Vypocet trojnasobného integralu E[ ( Ik ( E( T +Z (Cmme—— dz) dy) dx

1 -z / 1—x—y 1 11—z

1 —1 e
dz | dy | de = . S du | de =
U/ / / Crytot12 Y] / /pL+y+z+Jo I

0 \D0 0 0 \D0
1 1-z
-1 1
/ /( + )dy de =
r+y+l—-—z—-—y+1 x+y+1

0

1 /l-z 1 -
/ /) ! dy | d /1| +y+ 1] L d

xr = n |z - = r =
x+y+1 —2)% Y 2 Y],

0 \0 0

1 1

1 1 =z
ln]:z;+1—x+1]—5(1—x)—ln]:1:—|—1] dor = ln2—§—|—§—ln(x—|—1) dor =

0 0

1

1 221!
{m-an—i-x—f—Z} —/ln(a:—l—l) dz =
0

0

1
u:ln(:r—i—l) ul:z_-l—l

v =1 V=21
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1 1
11 !
n2— - ——[-1 1] <1_12———12 do =
SRR n(x+)<)+/:c+1 e " +/( m+J v
0 0
1 L 3
_Z_l+ [x—ln(q:—l—l)h: —Z+1—ln2zz—ln2.

4.2 Vypocet trojného integralu vo valcovych sturadniciach

Priklad 4.2.1 Vypocitajte trojny integral [[[(z*+y?) dzdydz, kde Q je ohrani¢end
QO

plochami:
2,2
T°Hy° =4,
z=0,z=3.
Situacia v rovine zy :
Y
2

Obréazok 4.2.1 Premietnutie mnoziny {2 do roviny zy k prikladu 4.2.1

Integracnd mnozina Q* je uréend nerovnostami:
0<p<2m,
0<p<2
0<2z<3.

Vypocet trojného integralu [[[ [(pcos¢)? + (psine)?] p dpdedz :
Q*

/// pcos p)? psingp)Q]pdpdapdz:

2

3
/ /pcos @ + p?sin gp)pdz dp | dp =

2m 2 3

0

2 /3
/ / (cos® ¢ + sin go)p) dz | dp d(p:/ / /p3dz dp | dp =
0 \o 0

0 0

/
]
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27 2 5 27 2 27 5 9 2m )

/ [pgz} dp | de :/ /3p3 dp | de :/ [1'04] dp = /12 dp = [1290} = 24m.
0 0

0 \o 0 \o 0 0 0

Priklad 4.2.2 Vypocitajte trojny integral [[[ y? dedydz, kde Q je uréend nerov-
QO
nostami:

2 +y? <1,

P+’ + 22 <4

Kolmym priemetom valca 2% + y*> < 1 je kruh na nasledujiicom obrazku. Rovnica

2% + y? + 22 = 4 je rovnicou gulovej plochy, z ktorej uréime medze pre z :

p2 ‘l’ ZQ _ 4’
2’2 — 4 — p2’
z=1+/4— p*
Situacia v rovine xy :
)
1

7

=

Obréazok 4.2.2 Premietnutie mnoziny {2 do roviny zy k prikladu 4.2.2

Integra¢nd mnozina Q* je uréend nerovnostami:
0<¢<2
0<p< 27,

—4—p?<z<\4—p3

Vypocet trojného integralu [[[ p*sin®p - pdzdpdep :
Q*

or [ 1 \/4—p?

///p2 sin? p-p dzdpdy = / / / pPsin®o dz | dp | dp =
Q*

007@
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4—

2 /1
4_
/ /psm pz| i dp dep / / cpsin®p-2-\/4—p2dp | dp=
p2
0 \o

2 3
4—pP=t=p*=4-1t =0=>t=4 de
P = P :/ sin2¢-/2-(4—t)-\/¥(——) dy
—2pdp=dt p=1=t=3 ) 2
27 4 27 3 574
9 t2 t2

/ sin® ¢ /(4—t)-\/¥dt d@z/smcplél ?_T] dy =
0 3 0 2 213
i 2 8 2

2 3 5 3 5

—-42 — — .42 — — .3 -3 dp =
/Slngp( 2 5 2 3 2—|—5 2) %)
0
2w \/_ 27r1 5
64 64 2 128 — 66 - v/3 — cos 2¢

no | —— - _8. Z. do = ) do =
/smgp(g 3 8 \/§+5 9\/5) ® 5 / 5 ®
0 0

128 — 66 - /3 sin 2¢

—_— | — 12 )

30 [9" 2 ]0 15 ( B —66- V3

Priklad 4.2.3 Vypocitajte trojny integral [[[ yzdzdydz, kde Q je ohrani¢end plo-
chami: !
2+ 422 =1,
2’ +y? =7,
y=0,2=0.

Rovnica 22 + y? = x je rovnica valcovej plochy, ktorej kolmym priemetom do roviny

xy je kruznica, ktora ma po uprave tvar (:E — —) + 32 . Jej stred je v bode S(%, 0)

a polomer r = %
Z rovnice 22 + y* = x dostdvame:

p? cos? p + p*sin? ¢ = pcos p,

p?.(cos? p + sin® @) = pcos p,

p* = pcosp,

p = COS p.
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Situacia v rovine xy :

N |

Obrazok 4.2.3 Premietnutie valca do roviny xy

Integracnd mnozina Q* je urcéend nerovnostami:
™
0 < p<cosp,

0<z2<y1—p%

Vypocet trojného integralu [[[ psingzp dzdpde
Q*

% cosp [ V 1-p?

///psincpzpdzdpdwz/ / / psinpzpdz | dp | dp =
0 0 0

Q*
™
bl cos ¢

22 1-p
p%sin @ [—] dp | dp =
2 Jo

cos ¢

/ /stiw(l—pQ)dp de =
0

0

0
5 [ cose bl
1 ‘ ) A 1 . ,03 p5 cos ¢
§/</smgp(p —p)dp dg0:§/<smg0{§—go dp =
0 0

1/ , <COS3g0 0085@) cosp =1 p=0=t=cos0=1
— [ sing — dp = )
20 3 5 —sinpdp=dt ¢9=F=t=cosy =0

—
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4.3 Vypocet trojného integralu vo sférickych stiradniciach

Priklad 4.3.1 Vypocitajte trojny integral [[[ zdzdydz, kde Q je urcend nerov-
O
nostami:
2 +y? + 22 < 1,
x>0,y >0,2>0.

Nerovnost z2 + y? + 2% < 1 uréuje gulu so stredom v S(0,0,0) a polomerom r = 1. Jej
kolmy priemet do roviny zy je kruh so stredom v S(0,0) a polomerom r = 1. Spolo¢ne

s podmienkami x > 0, y > 0 dostdvame v rovine xy obrazok:

Y

D
Jl

Obrazok 4.3.1 Premietnutie gule do roviny xy
Integracnd mnozina Q* je uréend nerovnostami:
0
0<¢p< 27
0<9< 5

0<p<L 1.

)

Vypocet trojného integralu [[[ pcosdp?sind dpddde :
Q*

us us
2 2 1

///pcosﬁpzsim? dpdﬁ‘dgz):/ / /pcosﬁpzsinﬂdp dd | dp =
Q*

0 0 0
2 2 1 5 3 471
/ / /pgcosﬁsinﬁdp dd d@:/ /cosﬁsinﬁ{pz} 49 | dp =
0 0 0 0 0 0

™

/ cos¥sinvdd | dp =
0

5 1

1

0 0

1

4

sint =t v=0=t=0
cos¥ d¥ = dt 19:g:>t:1

S
vl
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Priklad 4.3.2 Vypocitajte trojny integral [[[ mdxdydz, kde Q je uréens
O
nerovnostami:

o2+ 9%+ 22 <81,

z > /3x? + 3y?,

P4yt 422 >0

Rovnost 2% + y2 + 22 = 9 je gulova plocha so stredom S(0,0,0) a polomerom r = 3
a rovnost x? + y? + 22 = 81 je tiez gulova plocha so stredom S(0,0,0) a polomerom
r = 9. Tretia rovnost z = \/39327—1—?@2 je kuzelova plocha. Z rovnice kuzelovej plochy
dostaneme:
2? = 32 + 3y,
p*cos®y =3 - (,02 cos® psin® ¥ + p? sin® @ sin? 19) ,

cos® ¥ = 3 - sin? ¥,

1
tg?d = -
g 3
tgd = j:—\/f.

Ulohe vyhovuje iba kladné znamienko, takze ¥ = .
Premietnutie gulovych ploch do roviny zy :

Y
9

Obrazok 4.3.2 Premietnutie gulovych ploch do roviny zy
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Integracnd mnozina * je uréend nerovnostami:

3<p<9,
0<¢<2m,

m
0<y<—.
- 76
Vypocet trojného integralu [[[ p% - p?sind dvdpdep :
Q*

2
1
///;'pQSiIlﬁ dddpde :/
Q* 0

2 27

/ j[cosﬂ}fdp dgpz/

%
1
/?~p2sin19d19 dp | dp =
0

0

J(] (40 w)as= (-2 Joltao= (- 2) o [

0 3

2 _2\/36-% —6r- (2—\/:?).

Priklad 4.3.3 Vypocitajte trojny integrdl [[[ \/zdzdydz, kde Q je ohrani¢end
O

plochami:

Rovnica 22 +y%+ 2% = 16 je rovnica gulovej plochy so stredom v S(0,0,0) a polomerom
r = 4. Ostatné rovnice urcuju roviny. Kolmymi priemetami do roviny xy dostaneme

obrazok:

W

Ny
Il
8

<

[
“[S

8

Obréazok 4.3.3 Premietnutie mnoziny €2 do roviny xy
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Integracnd mnozina * je uréend nerovnostami:

Vypocet trojného integralu [[[ /pcosd - p? - sind dpdedd
Q*

™ ™

ry 2 4

///\/pcosﬁ-p2-sin19 dpdgpdﬁz/ / /pg-\/cosﬂ-sinﬁ dp | d¥ | dp =
Q- 0 \o

™

6

Y=0=>t=1 B

—sind do = dt I=T=1t=0

(%%).!m.sinﬁ[%ﬁdﬂ' cost) =1

T 2 1 T 2 128
E.?.4Q/ﬂdt_ﬁ.128.§_§m
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4.4 Neriesené priklady
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5 Vybrané aplikacie viacnasobnych integralov

5.1 Obsah rovinného obrazca pomocou polarnych sitradnic

Priklad 5.1.1 Pomocou dvojného integralu vypocitajte obsah P rovinného obrazca
Q uréeného nerovnostami:
2 +y’ >,
o’ +yt <1,
y =0,
z > 0.

Rovnica 22 + y? = z je kruh, po tiprave na stvorec dostaneme (Jc — %)2 +y? = }l. Stred

je v S(5,0) a polomer je r = 5. Rovnica 2? + y*> < 1 je kruh so stredom S(0,0) a

polomerom r = 1.

Obrazok 5.1.1 Znazornenie obrazca {2
Dosadime polarne siradnice zo vztahu (3) do rovnice 2% + y*> = x a dostaneme dolnt

medz pre p: p = cosp.

. ~ , Y .
Obrazec (2 je urceny nerovnostami:

0

IN
IN

™
¥ 9’

—_

cosp < p<
Obsah P (Q) obrazca vypocitame pomocou vztahu (1):

™

s
2

= [f st [[oamo= [ [ oow)as= [[3] oo-
Q* v

Q 0 0s 0
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Priklad 5.1.2 Pomocou dvojného integralu vypocitajte obsah P rovinného obrazca

) ohrani¢eného krivkami:

x? + 9 = 4z,
z? 4+ y? = 8,
Yy=—x,

y=+3 z.

Rovnice kruznic upravime na stredovy tvar:
(¢ —2)" +¢° =4,
(z —4)* 4+ y* = 16.

Prva kruznica mé stred S (2,0) a polomer r; = 2, druhd je so stredom S (4,0) a s

polomerom ry = 4.

Obrazok 5.1.2 Znazornenie mnoziny 2

Medze pre p dostaneme dosadenim polarnych siradnic do rovnic kruznic:

2 4 y* = 4z,
p =4cosp,
2%+ y* = 8,

p = 8cos .
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Obrazec  je uréeny nerovnostami:

IN
IA

T T
1=Y=3
4cosp < p < 8cosy.

Obsah P (Q) obrazca vypoc¢itame pomocou vztahu (1):

3 8 cos ¢ T 5 8cos
P(Q)Z//dwdyZ//pdpde/ /pdp d@z/[%] dp =
Q Q* -7 cos ¢ -7 dcosy
; 64 cos? 16 cos? ; ; 1+ cos?2
/ LA Ld dg):24~/cos290dg0:24-/—gpdg0:
2 2 2
-% . y
sin2p13 7 3 9w 1 T+ 3vV3+6
P e P\ WP B VS S
o5, st tIts 5 T+3vV3+

5.2 Vypocet objemu telesa v kartézskych suradniciach

Priklad 5.2.1 Vypocitajte objem V telesa (2 ohrani¢eného plochami:
z+3y+6z=1,
z =0,
y =0,
z=0.

Rovnica z + 3y + 6z = 1 je rovnica roviny, z ktorej plynie z = % — ¢ — 5. Kolmym

priemetom do roviny zy je priamka x + 3y = 1, z ktorej plynie y = 5% =

Priemet telesa do roviny xy :

Obréazok 5.2.1 Priemet telesa do roviny zy
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. - ’ i .
Teleso €2 je ur¢ené nerovnostami:

0<xr <1,

1 T
0<y<>_7%
=Y=373
0<.<i_%_ Y
- 6 6 2

1 1
/[1 1 2\ z /1 «=x 1 /1 =« 2]d _/x2—2:c—|—1d B
6\3 3/ 6\3 3) 12\3 3)]"" 36 v
0 0

[a:?’ 2?2 az]l 1 2 1 1

108 72 36

o 108 72 36 108

Priklad 5.2.2 Vypocitajte objem V telesa (2 ohrani¢ceného plochami:
z2=4— 22,

2v +y =4,

r=0,y=0,2=0.

Rovnica z = 4 — 22 je rovnicou parabolickej plochy s osou v ose z a vrcholom V (0,0, 4).

Priemet roviny 2x 4+ y = 4 do roviny xy je priamka y = 4 — 2x.

Y

4

X

A

Obrazok 5.2.2 Priemet telesa do roviny zy
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Teleso 2 je uréené nerovnostami:
0<x <2,
0<y<4-2x
0<z<4—22

Objem V (Q) telesa vypocitame pomocou vztahu (4):

2 [4-2z [ 4—a? 2 /4-2 s
V(Q)—/ / / dz | dy dx—/ / [Z]O dy | daz =
0 0 0 0 0

//( 2) dy | do /2 4293 /2—x (4 — 22)]de =

14 2 32 40
200 — 42 — 16) d :[w———- 342’ +1 ] =8———1 2= —.
/(x T 8x—|—6)x 5 395 :13+6x0 8 5 6+ 3 3

5.3 Vypocet objemu telesa vo valcovych stradniciach

Priklad 5.3.1 Vypocitajte objem V telesa  uréeného nerovnostami:
2 <16 — 22 — y2,
z? +y? <9,
z>0,y>0,22>0.

Rovnica z = 16 — 2% — y? uréuje parabolicki plochu, jej transforméciou do valcovych
stiradnic dostaneme hornti medz z = 16 — p2.
Nerovnost z? 4+ y* < 9 urcuje kruh so stredom S(0,0) a polomerom r = 3.

Posledné tri nerovnosti urcuju I. oktant.

Obrazok 5.3.1 Kolmy priemet telesa do roviny zy



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 70

Teleso € je uréené nerovnostami:

0

IN
IA

s
2 )

3,
1

¥

IN
IN

_p2'

o o
IN

p
z

IA
o

Objem V (Q) telesa vypocitame pomocou vztahu (4):

Z 3 [ 16—p2
V(Q):///dazdydz:///pdpdgodz:/ / / pdz|dp|dp=
Q Qo 0 \o 0
2 (3 5 /3 z

16—p? ,04 3
[fo Lo oo [{ oo oo [ o= oo

0 4],
0 \o 0 \o 0

i 81 207, = 207
0

Priklad 5.3.2 Vypocitajte objem V telesa 2 uréeného nerovnostami 2 :

z > \/3x? + 392,

?+y?+ 22 <4

Prva nerovnost z > 1/3x2 + 3y? urcuje oblast vmitri kuzela, druh4 nerovnost x?+y?+

z? < 4 uréuje gulu so stredom S(0,0,0) a polomerom 7 = 2.

N4jdeme priesecnicu kuzelovej plochy 322 + 3y? = 22 a gulovej plochy 22 + 4 + 2% = 4:

3-(4—2%) =22
42% =12,
2% =3,

z=1/3.

Dosadime z = v/3 do rovnice kuzelovej plochy a dostaneme priesénicu z2 + 3> = 1,

ktorou je kruznica, jej kolmy priemet do roviny zy je znazorneny na obrazku:
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Obrazok 5.3.2 Kolmy priemet telesa do roviny zy

Néjdeme medze pre z :

dolna medz - kuzelova plocha:

2z = /322 + 332,
z=13p,

hornd medz - gulové plocha:
PPt =d

2 =/4— p%

Teleso €2 je uréené nerovnostami:

0<¢<2m,

0<p<1,

\/§p§z§ V4 — p?.
Objem V (Q) telesa vypocitame pomocou vztahu (4):
or [ 1 [ VAP
V(Q)—///dxdydz—///pdpdgpdz—/ / / pdz |dp|dp=
Q QO 0 \o V3p
27 1 21 1
4— 2

/ /p'[Z]\}g T dp dw—/ /(p-\/4—p2—\/§~p2)dp dp =
0o \0 0o \0

4—p*=t p=0=t=4
—2pdp=dt p=1=t=3

1 1
27r~/p-\/4 — p? dp—27r~/ V3p2dp =
0 0




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 72

3

271"%-/4\/¥dt—271"\/§|:%:|1 =T

0

‘[tg};l—%""\/_'%:§W'<8—3\/§>—§7T\/§:

Wl N

;W. (8—33\/5—\/5) = gw« (8—4\/5) = gﬂ‘ . (2 — \/5_3)

5.4 Vypocet objemu telesa vo sférickych suradniciach

Priklad 5.4.1 Vypocitajte objem V telesa ) ohraniceného nerovnostami:
P2 <4
P>,
y20,y<z, z>0.

Rovnosti 22 + y? + 22 = 4, 2% + y? + 22 = 1 uréujui gulové plochy, ktorych kolmé
priemety do roviny xy su kruznice znazornené na obrazku, v ktorom vyznacenda plocha

znazornuje kolmy priemet telesa do roviny zy.

Y
2 y=x

-

Obrazok 5.4.1 Kolmy priemet telesa do roviny zy

. ~ ’ ) .
Teleso €2 je ur¢ené nerovnostami:

(@) (@)
IAN N
< 6
IAN A
Nl ey

1

IN
s
IN

Objem V (Q) telesa vypocitame pomocou vztahu (4):

T 2

V() :/// dxdydz:///pzsinl‘}dpdﬁdgo:/ / /pQSim? dp | d9 | dp =
Q O 0 \0

1
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s s s ™ s
4

Pk r 8 1 7 .
/ /Slnl(/l [EL dd dcp:/ /811119(5—5) dd | dy = g-/[—cosﬁ]o dy =
0

Priklad 5.4.2 Vypocitajte objem V telesa € uréeného nerovnostami:
z? 4+ y? + 22 < 4z,
>+ %+ (2 — 2)? < 4,

2>\ 12+ 2

Prvé nerovnost je gula 22 +y? + (2 — 2)? < 4 so stredom S(0, 0, 2) a polomerom r = 2,
z ktorej plynie p < 4 cos .
Z rovnice kuzelovej plochy z = \/x? + y? méame:

2 2 2
2 =a?

p? cos® 9 = p? cos? psin® ¥ + p?sin? psin® Y,

p? cos® ¥ = p?sin? ¥,

tg®d =1,
tgy = 1 (—1nevyhovuje),

T

9="

4

Kolmym priemetom telesa do roviny zy je kruh a2 +y? < 4 :

Obrazok 5.4.2 Kolmy priemet telesa do roviny xy
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Teleso 2 je uréené nerovnostami:

o O

IAN TN
<> 6
IA

IN

2m,
s
47

0

VAN

p < 4cos .

Objem V (Q) telesa vypocitame pomocou vztahu (4):

21 % cos
V(Q):/// dxdydz:///pzsinﬁdpdﬁdgp:/ / /pzsinﬁ dp | d9 | dp =
Q Q 0 \0 0
21 % 21 %
37 cos v
4 .

/ /sim? [%} dd | dp = % . /sinﬁcosdﬁ dd | dp =
0 \0 0 0 \o

2m 1 2m

cost) =t 9=0=>t=1
—sin d¥ = dt 79:§:>t:§

0 0

64 64 471
=— Bdt|dp=—[|=| dp=

21

64 1 1 16 3

0

Riesené a neriesené priklady boli ¢erpané z nasledujicich zdrojov [2], [3], [5], [7], [8],

[9].
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5.5 Neriesené priklady
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ZAVER

Cielom tejto bakaldrskej prace bolo vytvorit zbierku rieSenych a neriesenych
prikladov z integralneho poctu funkcii viacerych premennych. Téato zbierka by mala
slizit studentom FAI UTB ve Zliné ako $tudijnd opora k predmetu Matematika 2.
Cela zbierka bola pisana tak, aby pokryvala celé ucivo tykajuce sa integralneho poctu
funkcii viacerych premennych v predmete Matematika 2 a tiez aby podrobne a zro-
zumitelne vysvetlovala postupy pouzité v jednotlivych prikladoch. V kazdom priklade
je uvedeny ilustraény obrazok, ktory by mal pomoct pochopit dant situdciu. Praca je
pisana v systéme IXTEX, obrazky boli vytvorené pomocou baliku maker TikZ & PGF.

Névody na pisanie textu a kreslenie obrazkov boli ¢erpané zo zdroja [6].

Teoretickd cast obsahuje struény prehlad zakladnych pojmov a vztahov, ktoré st
dolezité pre zvladnutie prikladov. Prakticka cast je rozdelend na tri kapitoly - dvojny
integral, trojny integral a vybrané aplikacie dvojnych a trojnych integralov. V kapi-
tole Dvojny integrél je na zaciatku uvedené niekolko prikladov na znézornenie mnozin
v rovine a zapis tychto mnozin pomocou nerovnosti. Potom nasleduju priklady na
vypocet dvojného integralu najskor v kartézskych sdradniciach a potom v polarnych
stiradniciach, ktoré sa pouzivaji hlavne vtedy, ked je integraénou mnozinou kruh alebo
jeho casti. Kapitola Trojny integral obsahuje vypocty trojnych integrélov v kartézskych
suradniciach, potom nasleduju transformacie do valcovych suradnic, ktoré je vhodné
vyuzit vtedy, ked integrujeme cez valec alebo jeho ¢asti. Nakoniec st zaradené priklady
na transformacie do sférickych siradnic, ktoré vyuzivame pri integracnych mnozinéch
v tvare gule alebo ich casti. Viacnasobné integraly maji bohaté vyuzitie nielen v ma-
tematike, ale aj v technickych a fyzikalnych aplikdciach. PretoZe ma tdto zbierka slizit
predovsetkym ako Studijna opora v predmete Matematika 2, vybral som do kapitoly
Vybrané aplikacie viacnasobnych integrélov iba tie, ktoré sa vyskytuju prave v tomto
predmete.

Verim, ze tato zbierka bude pre studentov prinosom a ze im pomoze k tispesnému
absolvovaniu predmetu Matematika 2. Prajem im vela tispechov nielen pri §ttidiu ma-

tematiky:.
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CONCLUSION

The purpose of this bachelor thesis was to create a collection of solved and un-
solved examples of integral calculus of functions of more variables. This colletion is
intended for students of Mathematics 2 course at Faculty of Applied Informatics TBU
in Zlin. It was written with the view to cover the whole integral calculus of more vari-
ables of Mathematics 2 course and to explain procedures used in particular examples
as well. In every example there is a picture to better illustration of a situation. The
thesis is written in the typesetting program IXTEX, a graphical package TikZ & PGF

was chosen for creating pictures.

The theoretical part contains a brief survey of the basic concepts and formulas
which are necessary to manage presented examples. The practical part is divided into
three parts - the double integral, the triple integral and finally some applications of
double and triple integrals. In the part Double integral there are solved examples which
illustrate regions in th plane and write them using inequalities. Evaluating of double
integrals in cartesian and polar coordinates are presented as well. Note that polar
coordinates we use in the case when the region of integration is a circle or a part
of a circle. The part Triple integral solves integrals of functions of three variables in
cartesian, cylindrical and spherical coordinates. Cylindrical coordinates we use namely
in the situations when the region of integration is a cylinder or its part, spherical

coordinates we use in the case when the region of integration is a sphere or its part.

Integrals of more variables are used not only in mathematics but also in tech-
nical an physical applications. This thesis contains namely applications appearing in
Mathematics 2 course. I hope this collection will be a good and useful instrument for
students to pass Mathematics 2 course. I would like to wish them good luck not only

in studying mathematics.
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV A SKRATIEK

R mnozina vsetkych realnych ¢isiel
R? dvojrozmerny redlny priestor
R3 trojrozmerny redlny priestor

apod. a podobne
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ZOZNAM PRILOH
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