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ABSTRAKT

Téato praca analyzuje r6zne metddy generovania Hadamardovych matic pomocou matema-
tickych pristupov z oblasti tedrie ¢isel, kombinatoriky a algebry. Hlavna Cast’ prace je veno-
vané analyze a implementacii vybranych konStrukénych metdd, priCom st zhodnotené ich
vyhody, obmedzenia a moZnosti vyuZitia. Dalej je analyzovand Hadamardova domnienka,
zndme a nezname rady a sucasny stav vyskumu v tejto oblasti. Na demonStriciu teoretic-
kych poznatkov st implementované vybrané algoritmy generovania Hadamardovych matic
aich vysledky su vizualizované. Zaverecnd Cast’ prace poskytuje prehl’ad vyuzitia Hadamar-

dovych matic v rdznych technickych oblastiach.

Kli¢ov4 slova: Hadamardova matica, Ortogonalita, KonStrukcia matic, Hadamardova domni-

enka, Aplikdcie Hadamardovych matic

ABSTRACT

This thesis analyzes various methods for generating Hadamard matrices using mathematical
approaches from number theory, combinatorics, and algebra. The main part of the work is
devoted to the analysis and implementation of selected construction methods with an eva-
luation of their advantages, limitations, and possible applications. The Hadamard conjecture
is also examined, including known and unknown orders and the current state of research in
this area. To demonstrate the theoretical findings, selected algorithms for generating Hada-
mard matrices are implemented and their results are visualized. The final part of the thesis

provides an overview of the use of Hadamard matrices in various technical fields.

Keywords: Hadamard matrix, Orthogonality, Matrix construction, Hadamard conjecture, Ap-

plications of Hadamard matrices
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UVOD

Hadamardove matice, Stvorcové matice s prvkami +1 alebo —1, ktorych riadky st navzajom
ortogonalne, predstavuji fascinujicu oblast’ na prieseCniku algebry, kombinatoriky a tedrie
¢isel. Vd’'aka svojim unikdtnym vlastnostiam nachddzaju Siroké uplatnenie v rdznych oblas-
tiach, akymi su tedria kddovania, spracovanie signdlov, experimentdlny dizajn ¢i dokonca
kvantové vypocty.

Ustrednym problémom v teérii Hadamardovych matic je tzv. Hadamardova domnienka,
ktord postuluje existenciu Hadamardovej matice pre kazdy rad n, ktory je nasobkom Styroch.
Hoci bola tdto domnienka potvrdend pre mnohé hodnoty 7, jej vSeobecnd platnost’ zostdva
jednym z najstarSich otvorenych problémov modernej matematiky. Sic¢asné konstrukéné me-
tédy, hoci pokrocilé, nardzaju na limity a nedokdzu pokryt’ vSetky teoreticky mozné pripady,
¢o motivuje d’alsi vyskum.

Hlavnym ciel’om tejto diplomovej prace je poskytnit’ analyzu r6znych metéd generova-
nia Hadamardovych matic. Praca sa venuje teoretickému rozboru zndmych konstrukénych
pristupov vratane Sylvesterovej rekurzivnej konStrukcie, Paleyho konStrukcii zaloZenych na
vlastnostiach kone¢nych poli, Williamsonovej metddy, Turynovych postupov vyuZzivajicich
Specidlne sekvencie a kocyklickych metdd. V prici si analyzované vyhody, obmedzenia a
vzajomnych vzt ahov tychto metdd. Pre lepSiu demonstraciu teoretickych poznatkov su vy-

brané algoritmy implementované v jazyku Python a ich vysledky su vizualizované.

Préca sa taktiez zameriava na stcasny stav Hadamardovej domnienky, sumarizuje zname
a nezname rddy Hadamardovych matic a diskutuje algebraické a vypoctové prekazky, ktoré
brania konsStrukcii matic pre niektoré hodnoty. V neposlednom rade pontka prehl’ad aplikacii

Hadamardovych matic v r6znych technickych a vedeckych disciplinach.

Struktira prace je nasledovnd: Prva kapitola predstavuje Hadamardove matice, ich histo-
ricky vyvoj, zdkladné definicie, vlastnosti a formuluje Hadamardovu domnienku. Druhé ka-
pitola poskytuje prehl’ad zakladnych algebraickych Struktir, ktoré si nevyhnutné na pocho-
penie niektorych konStrukénych metdd. Tretia kapitola analyzuje a implementuje vybrané
konstruk&né metddy. Stvrtd kapitola sa venuje si¢asnému stavu vyskumu Hadamardovej do-
mnienky, zndimym a nezndmym rddom a stratégiam prehl’addvania. Piata kapitola uzatvara

teoreticku Cast’ prehl’adom aplikacii Hadamardovych matic v rdznych oblastiach.
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1 HADAMARDOVE MATICE

1.1 Historicky vyvoj

Hadamardove matice, pomenované po francizskom matematikovi Jacquesovi Hadamardovi,
majui korene v druhej polovici 19. storoCia. Prvym zndmym objavom tejto Struktiry bola
Sylvesterova rekurzivna konstrukcia[1] z roku 1867, ktord umoziuje vytvarat’ matice rddov

2"" pomocou tenzorového sicinu s maticou
1 1

1 -1
Hadamard [2] v roku 1893 ukézal, Ze ak H je n X n matica s prvkami +1 a jej riadky sud na-

Hy =

vzdjom ortogondlne, potom determinant H dosahuje maximum n"/2. Tento vysledok viedol
k formulacii tzv. Hadamardovej domnienky, ktora tvrdi, Ze Hadamardove matice existuju pre
vSetky rozmery n, ktoré st ndsobkom Styroch. Hoci tato hypotéza zostdva otvorend, matice

boli konStruované pre vel’ké mnoZstvo konkrétnych hodnot 7.

V 30. rokoch Paley [3] rozsiril moznosti konStrukcie pomocou konecnych poli. Jeho me-
tédy, zndme ako Paleyho konstrukcie typu I a II, vyuZivaju kvadratické zvysky a vlastnosti
Legendreovho symbolu v prvociselnych moduloch. Tieto konstrukcie pokryvaji mnoZstvo

novych radov, najmi tam, kde algebra poskytuje pevné Strukturdlne zaruky.

V priebehu 20. storocia sa vyskum Hadamardovych matic vyrazne rozsiril, pricom boli
objavené nové konStrukéné metddy a aplikdcie. Kombinatorické metdédy, ako sui blokové
ndvrhy, latinské Stvorce ¢i Hadamardove rozdielové mnoZiny, umoznili alternativne kon-
Strukcie ortogondlnych matic bez nutnosti algebraického zakladu. Tieto konStrukcie viedli k

hlbSiemu prepojeniu medzi Hadamardovymi maticami a oblast’ou tedrie navrhov.

V druhej polovici 20. storocia sa vyvoj v oblasti Hadamardovych matic postupne pre-
sunul od cisto algebraickych a kombinatorickych konStrukcii k numerickym a vypoctovym
pristupom. Vyskumnici zacali vyuZivat’ pocitacové simuldcie, heuristiky a stochastické me-
tédy na prehl’addvanie vel'kych priestorov rieSeni pre Specifické rozmery n, kde klasické
konstrukcie uz narazali na vypoctové alebo teoretické obmedzenia. Tieto pristupy vyznamne
roz8irili mnoZinu zndmych Hadamardovych matic a otvorili nové smery vyskumu v kombi-
natorickej optimaliz4cii.

V stcasnosti existuju rozsiahle databdzy zndmych Hadamardovych matic, ako napriklad

databdza Catia a Pasechnika [4], ktoré obsahuju tisice r6znych rozmerov a Struktur, pre ktoré
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bola existencia tychto matic preukdzand. Tieto databazy vznikli kombindciou klasickych al-
gebraickych konstrukcii, kombinatorickych navrhov, ako aj modernych heuristickych a vy-
poctovych pristupov. Napriek vyznamnému pokroku v generovani matic pre vysoké rady
zostdva Hadamardova domnienka stdle otvorenym a zdroven jednym z najstarSich nevyrie-

Senych problémov modernej matematiky.

1.2 Zakladné definicie
1.3 Ortogonalita

V najjednoduchSom pripade sa ortogonalita interpretuje ako vzajomnd kolmost’ vektorov,
no jej vyznam siaha ovel’a d’alej. V linedrnej algebre sa ortogondlne objekty vyuzivaju pri
konsStrukcii ortonormalnych baz, o umoziuje efektivnejsiu reprezentaciu vektorovych pries-
torov. Ortogonalne matice maji vynimo¢né vlastnosti, ako je zachovanie dizky vektorov a
jednoducha inverzia, ¢o ich robi uzitoénymi v numerickych vypoctoch a aplikaciach v infor-

matike.

Definicia 1.1 (Ortogonalita vektorov). Nech u,v € R”" st dva vektory. Povieme, Ze u a v st

ortogondlne, ak ich skaldrny sucin je nulovy:
n
(u,v) = Z uiv; = 0.
i=1

Definicia 1.2 (Ortogonalita matice). Nech A € R"*" je §tvorcova matica. Povieme, Ze matica
A je ortogondlna, ak plati:
ATA=4AT =1, (1.1)

kde I, je jednotkovd matica radu n.

Definicia 1.3 (Ortonormédlna baza). MnoZina vektorov {vi,vo,...,v,} v R" sa nazyva orto-

normdlna bdza, ak plati:
1. Ortogonalita: (v;,v;) =0, pre vSetky i # j.

2. Normalizécia: ||v|| = 1, pre vetky i.
1.3.1 Vlastnosti ortogonalnych matic

Ortogondlne matice maju niekol'’ko ddlezitych vlastnosti:

« Stipce (a riadky) ortogondlnej matice tvoria ortonormalnu bazu v R”.
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* Determinant ortogondlnej matice moze byt +1:

|detA| = 1. (1.2)

* Inverznd matica k ortogondlnej matici je jej transponovand matica:

Al =4AT, (1.3)

« Ortogondlne matice zachovévaji euklidovski normu stipcovych vektorov, t.j. ak A je
ortogonalna matica a x € R” je stipcovy vektor, potom plati:
lAx[| = [[x]. (1.4)
1.4 Hadamardova matica

Definicia 1.4. Nech H,, je §tvorcova matica radu n, ktorej prvky patria do mnoZiny {+1,—1}.

Matica H,, sa nazyva Hadamardova matica, ak spliia vzt ah:

H,H, =nl,, (1.5)
kde H je transponovand matica H, a I, je jednotkovd matica radu n.
Priklad 1.1. Nasledujica matica Hy je Hadamardova matica radu n = 4:

+1 +1 +1 +1
+1 -1 +1 -1

Hy =
+1 +1 -1 -1
+1 -1 —1 +1
Jej transponovana matica je:
+1 +1 +1 +1
I -1 +1 -1
HT = + +

+1 +1 -1 -1
+1 -1 -1 +1

Vypocet sicinu H4H4T :

H,H! = =41,.

S O O &
S O ~ O
S~ O O
B~ O O O

Ked 7e podmienka H,H! = nl, je splnend, matica Hy je Hadamardova matica.
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Veta 1.1. Nech H, je Hadamardova matica radu n. Potom jej riadky a stipce tvoria ortogo-
nalnu sustavu vektorov v R”".
Doékaz. Z definicie Hadamardovej matice vieme, Ze plati

H,H! = nl,.

To znamen4, Ze skalarny sicin ktoréhokol’ vek dvoch roznych riadkov (alebo stfpcov) matice
H, je nulovy:

(hishj) =0 prei# j.
Zarovet kazdy riadok md normu +/n, ked’ze

<hl‘,hi> = n.
[

Definicia 1.5. Nech H je Hadamardova matica rddu n. Hadamardova matica H sa nazyva
symetricka, ak plati H' = H a anti-symetricka, ak plati H' = —H.

Priklad 1.2. Nasledujice matice su symetrické Hadamardove matice:

1 1 1 1

1 1 -1 -1 1 1
[—1 1]’ -1 1 -1 1
-1 1 1 -1

A

Definicia 1.6. Dve Hadamardove matice sa nazyvaji Hadamard ekvivalentné alebo H-
ekvivalentné, ak jednu z nich mozno ziskat' z druhej vykonanim konecnej postupnosti na-

sledujicich elementarnych operacii:
1. Zmenou poradia riadkov alebo stfpcov.

2. Vyndsobenie I'ubovol' ného riadka alebo stipca &islom —1.

Definicia 1.7. Hadamardova matica, ktora m4 v prvom riadku a v prvom stipci vietky prvky

rovné +1, sa nazyva normalizovana Hadamardova matica.

Veta 1.2. Nech n > 2. Ak n x n matica H je Hadamardova, tak »n je delitel'né 4.

Dokaz uvadza Zhang vo svojej knihe [5].
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1.5 Determinanty a vlastné ¢isla Hadamardovych matic

Hadamardove matice maju Specidlnu algebraickud Struktdru, ktord ovplyviuje ich determi-

nanty a spektrdlne vlastnosti.

Veta 1.3 (Hadamardova determinantovd nerovnost’). Nech X je I'ubovol'nd redlna matica

radu n, ktorej prvky patria do mnoziny {+1,—1}. Potom plati:
| detX| < n"/2. (1.6)
Rovnost’ nastdva prave vtedy, ked’ X je Hadamardova matica.
Dokaz tejto nerovnosti uviedol Hadamard vo svojej préci [2].

Priklad 1.3. Pre Hadamardovu maticu rddu n = 2:

+1 +1
+1 -1

2 =

Y

jej determinant je:
det(Hy)=(1-(—1))—(1-1)=—=-1—-1=-2.
Podl’a Hadamardovej determinantovej nerovnosti je hornd hranica pre n = 2 rovna:
222 =2,

Ked'Ze |det H,| = 2, tdto matica dosahuje maximélnu moZznud hodnotu determinantu a teda je

Hadamardova. A

Tato vlastnost’ robi Hadamardove matice doleZitymi v oblastiach, kde je potrebné maxi-
malizovat’ determinanty ako napriklad pri ndvrhu experimentov alebo pri konStrukcii orto-

gondlnych kédov.
1.6 Hadamardova domnienka

Hadamardova domnienka patri medzi najdlhSie otvorené problémy v kombinatorickej ma-
tematike. Tyka sa existencie Hadamardovych matic pre vSetky rozmery, ktoré st delitel' né

Styrmi.

Domnienka 1.1 (Hadamardova domnienka). Pre kazdé n, ktoré je delitel'né Styrmi, existuje
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Hadamardova matica radu »n, teda

vaeN, n=0 (mod4) = 3IH,c {+1,-1}""", H,H! =nl,.

Tato hypotéza bola prvykrit explicitne formulovand Jacquesom Hadamardom v roku
1893 vo svojej praci [2] a odvtedy zostdva nevyrieSenym problémom. Hadamardova do-
mnienka ma viacero ekvivalentnych formuldcii a jej pravdivost’” by znamenala existenciu
rozsiahlej triedy ortogonélnych ndvrhov s dolezitymi aplikdciami v experimentdlnom diza-

jne, spracovani signdlu a tedrii kédovania.
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2 ZAKLADNE ALGEBRAICKE STRUKTURY

Tato kapitola sa venuje zdkladnym pojmom abstraktnej algebry, ktoré si nevyhnutné pre po-
chopenie algebraickych metdd pouZivanych pri konStrukcii Hadamardovych matic. Najprv
su predstavené bindrne operdcie a ich vlastnosti, ndsledne st zadefinované grupy a polia,
pri¢om zvl4$tna pozornost’ je venovana kone¢nym poliam a ich $truktire. Dalej st defino-
vané pojmy kvadratickych zvyskov v konecnych poliach, multiplikativnych znakov a ich

ortogonélnych vlastnosti.

2.1 Mnoziny a binarne operacie

Zéklady algebraickych Struktir vychadzaju z definicie mnoZin a operacii definovanych na
tychto mnoZinach.

Definicia 2.1. MnoZina je subor navzdjom rozliSite'nych objektov, ktoré sa nazyvaji prvky
mnoZiny. Kazdy prvok je bud’ v mnoZine, alebo nie je. Ak a je prvkom mnoZiny A, piSeme
a € A; ak nie je, piSeme a ¢ A.
MnoZinu moZno urc€it’:
* vymenovanim prvkov, napr. A = {1,2,3},
o vilasmost' ou prvkov, napr. A = {x € Z | x > 0}.
Dve mnoziny A a B su si rovné (A = B), ak obsahuju tie isté prvky, teda

Vx:(xe A<= xeB).

Definicia 2.2. Necha,be Zame N, m > 1. Cislaaab nazyvame kongruentné modulo m,
ak rozdiel a — b je delitel'ny ¢islom m. Zapisujeme to ako

a=b (mod m),

pricom m sa nazyva modul kongruencie. Ak a a b nie si kongruentné modulo m, piSeme
a#b (mod m).

Priklad 2.1. Plati, Ze ¢isla 10 a 3 sd kongruentné modulo 7, pretoze 10 — 3 = 7 je delitel'né
7, teda
10=3 (mod 7).
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Definicia 2.3. Pre n € N, n > 2, definujeme mnozinu zvyskov modulo n ako
Zn,={0,1,2,...,n—1}.

Kazdy prvok a € Z, predstavuje zvySok, ktory mdze vzniknut’ po deleni celého ¢isla ¢islom

z Y2

n. Celé Cislo b € Z ma zvySok a, ak rozdiel b — a je delitel'ny n a teda plati b = a (mod n).

Definicia 2.4. Nech Z, je mnoZzina zvySkov modulo n. Oznacenie Z, predstavuje podmno-
zinu vSetkych prvkov a € Z,, ku ktorym existuje prvok b € Z, taky, ze

a-b=1 (mod n).

Taky prvok b nazyvame multiplikativny inverz k a modulo n. MnoZina Z; teda obsahuje

vSetky invertovatel'né prvky v Z, vzhl’adom na ndsobenie modulo .

Veta 2.1. Ak je n prvocislo, potom kazdy nenulovy prvok v Z, md multiplikativny inverz.
Plati teda:
Z:(z =2Zn \ {O}

Dokaz je zaloZeny na Bézoutovej identite a je uvedeny v [6].

Priklad 2.2. Nech n = 7. MnoZina zvyskov modulo 7 je
Z7=40,1,2,3,4,5,6}.

Invertovatel'né prvky modulo 7 su tie, ku ktorym existuje multiplikativny inverz v Z;.
Napriklad:
3-5=15=1 (mod 7),
takZe 5 je inverzny prvok k 3 modulo 7.

Celd mnoZzina invertovatel’'nych prvkov je
Z7={1,2,3,4,5,6},
ked’ze vSetky nenulové prvky v Z7 majui inverz (pretoze 7 je prvocislo). A

Na mnozindch mdézeme definovat’ rozne typy predpisov, ktorymi prvkom mnozZiny alebo
ich kombinécidm prirad’ujeme nové hodnoty. Zdkladnym néstrojom na formélne vyjadre-
nie takéhoto prirad’ovania je zobrazenie, ktoré je zdkladom aj pre definovanie algebraickych
operdcii. Osobitnym pripadom takéhoto zobrazenia je bindrna opericia, ktord kazdému uspo-

riadanému paru prvkov z mnoZiny prirad’uje opdt’ prvok tej istej mnoziny.
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Definicia 2.5. Nech A a B st mnoZziny. Zobrazenie (alebo funkcia) f z mnoZiny A do mnoZiny
B je predpis, ktory kazdému prvku a € A priradi prave jeden prvok f(a) € B. Zapisujeme:
f:A—B.

Definicia 2.6. Nech A je neprdzdna mnozina. Bindrna operdcia na mnoZzine A je zobrazenie
x 1 AXA—A,
ktoré kazdym dvom prvkom a,b € A priradi prvok a * b € A. Hovorime, Ze mnoZina A je
uzavretd vzhl’adom na operdaciu *, ak pre vSetky a,b € Ajeaxb € A.
Definicia 2.7. Binarna operacia * na mnoZine A sa nazyva:
* komutativna, ak pre vSetky a,b € A plati axb = b xa,

* asociativna, ak pre vietky a,b,c € A plati (axb)xc=ax (bx*c).

Definicia 2.8. Prvok e € A sa nazyva neutrdlny prvok vzhl’adom na operaciu *, ak pre vietky
a € A plati:

axe=e*xa=ad.

Definicia 2.9. Pre dany prvok a € A hovorime, Ze prvok b € A je inverzny k prvku a vzhl a-
dom na operdciu *, ak plati:

axb=bxa=e,
kde e je neutrdlny prvok.

Priklad 2.3. UvaZujme mnozinu celych Cisel Z a bindrnu operaciu séitania +.
* Pre vSetky a,b € Z plati a+ b € Z, teda operdcia je uzavreta.
* Operécia + je komutativna, ked’ze a+b = b+ a.

* Je tieZ asociativna, pretoze (a +b) +c = a+ (b+c) pre vietky a,b,c € Z.

Neutrdlnym prvkom je ¢islo O, pretoze a+0=0+a =a.
* Inverzny prvok k a € Z je —a, pretoze a+ (—a) = 0.

Teda (Z,+) je priklad mnoziny s asociativnou, komutativnou bindrnou operéciou s neut-

rdlnym a inverznym prvkom. A

Priklad 2.4. Uvazujme mnozZinu prirodzenych ¢isel N a operaciu od¢itania —. Tato operacia

nie je bindrna operdcia na N, pretoZe nie je uzavretd: napriklad 3 —5 = —2 ¢ N. Teda

—:NxN-»N.
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N e

Pochopenie vlastnosti bindrnych operécii je doleZité pre definovanie vyS$Sich algebraic-

kych Struktdr, ako sd grupy a polia, ktoré budu rozpracované v d’alSich Castiach.
2.2 Grupy, podgrupy a okruhy

Grupy su zékladné algebraické Struktiry. Vychddzaji z mnoZiny, na ktorej je definovani
bindrna operécia spfﬁajlica urcité vlastnosti. Pojem grupy tvori zéklad pre definovanie poli,
kde s¢itanie a ndsobenie tvoria dve rozdielne grupové Struktury.

Definicia 2.10. Nech G je neprazdna mnoZina a x : G x G — G je bindrna operacia. Uspori-

adant dvojicu (G, *) nazyvame grupa, ak sd splnené nasledovné podmienky:
* Asociativita: Pre vSetky a,b,c € G plati, Ze (axb)xc = ax* (bx*c).

* Existencia neutralneho prvku: Existuje prvok e € G, taky, Ze pre kazdy prvok a € G

platiaxe =exa=a.

« Existencia inverzného prvku: Pre kaZdy prvok a € G existuje inverzny prvok a~!' € G,

taky, 7e axa~' = a~! xa = e, kde e je neutrdlny prvok.

Definicia 2.11. Grupa (G, %) sa nazyva komutativna alebo abelovskd, ak pre vietky a,b € G
plati:

axb=>bxa.

Komutativne grupy st zdkladom aditivnej Struktiry v poliach a okruhoch, zatial’ o ne-

komutativne grupy sa objavuju napriklad pri Stidiu symetrii a permutécii.

Priklad 2.5. Grupa (Q\ {0}, ) je mnoZina nenulovych racionalnych &isel s operdciou néso-
benia. Ndsobenie je asociativne a komutativne, neutralny prvok je 1 akazdé a € Q\ {0} ma

inverzny prvok é, takZe ide o komutativnu grupu. JAN

Definicia 2.12. Rdd grupy (G,*) je poCet jej prvkov. Oznacuje sa |G|. Grupa sa nazyva

konecnd, ak |G| < oo, inak je nekonecnd.

Definicia 2.13. Nech (G, *) je grupa a nech g € G. Rad prvku g, oznafeny ako |g

, Jje
najmensSie kladné celé Cislo n, také, Ze g" = e, kde g" znamena aplikdciu grupovej operacie
* na prvok g celkom n-krét a e je neutrdlny prvok grupy (taky prvok, 7Ze ex g =g*xe =g
pre vietky g € G). Ak neexistuje takéto kladné celé ¢islo n, hovorime, Ze rad prvku g je

nekonecny.

Priklad 2.6. Uvazujme grupu (Zg, +), teda mnoZinu zvyskov modulo 6 so s¢itanim modulo
6:
Z¢ =10,1,2,3,4,5}.
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Grupa (Ze,+) ma 6 prvkov, teda jej rad je |Zg| = 6.

Prvok [2] m4 rad 3, pretoze 2+2+2 =6 =0 (mod 6) a Ziadny mensi pocet s¢itani

nedd neutrdlny prvok.

Prvok [3] mdrad 2, ked’Zze 3+3 =6=0 (mod 6).

Prvok [1] md rad 6, lebo aZ 6-ndsobné s¢itanie dd neutrdlny prvok:

l1+14+14+1+14+1=6=0 (mod 6).

A

Po zavedeni Struktiry grupy je prirodzené pytat' sa, ako moZno porovnavat dve rozne
grupy navzdjom. Na to sldzia tzv. zobrazenia, ktoré zachovévajui algebraickd Struktiru —
homomorfizmy a izomorfizmy.

Definicia 2.14. Nech (G, *) a (H, o) su grupy. Zobrazenie ¢ : G — H sa nazyva homomorfi-

zmus grup, ak pre vSetky a,b € G plati:

@(axb)=@(a)op(D).

Definicia 2.15. Homomorfizmus ¢ : G — H sa nazyva izomorfizmus, ak je navyse bijektivny,
t. J. je suCasne injektivny (rozne prvky sa zobrazuju na rozne) a surjektivny (kazdy prvok v
H je obrazom nejakého prvku z G). V pripade existencie takého izomorfizmu hovorime, Ze

grupy G a H su izomorfné, a piSeme G = H.

Poznamka. Izomorfné grupy maji rovnaké algebraické vlastnosti — napriklad rovnaky rad,
rovnaku Struktiru podgrup a podobne. LiSia sa len zapisom prvkov alebo konkrétnou repre-

zentaciou operacie.

Definicia 2.16. Nech (G, *) je grupa a H C G je neprdzdna podmnoZzina. Ak H spolu s

operdciou * tvori samu o sebe grupu, potom H nazyvame podgrupa grupy G.

Priklad 2.7. Uvazujme grupu (Z,+), teda mnozinu celych ¢&isel so s¢itanim. MnoZina pér-
nych &isel
H={..,-4,-20,2,4,..}=27Z

tvori podgrupu grupy (Z,+), pretoze:

* Je neprazdna: 0 € H,

* Je uzavretd na sCitanie: ak a,b € H, potoma+b € H,
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* Ku kazdému a € H existuje —a € H, teda kazdy prvok md inverz v H.

Teda (27Z,+) je podgrupa (Z,+). A
Priklad 2.8. Zobrazenie ¢ : (Z,+) — (2Z,+) definované predpisom ¢(n) = 2n je izomor-
fizmus grup, pretoze:

o(a+b)=2(a+b)=2a+2b=¢(a)+ @(b),

a zéroveri je bijektivne. Teda (Z,+) = (2Z,+). A

Definicia 2.17. Nech (G, *) je grupa. Hovorime, Ze G je cyklickd grupa, ak existuje prvok
g € G, taky, Ze kazdy prvok v G mdZe byt’ zapisany ako g" pre nejaké celé Cislo n. Prvok g sa
potom nazyva generdtor cyklickej grupy G. Formélne zapisujeme, Ze G = (g) = {g"|n € Z},
kde Z je mnozina celych Cisel a g" je aplikdcia grupovej operdcie * na prvok g, n-krat.

Priklad 2.9. Uvazujme mnozinu Z7; = {0, 1,2,3,4,5,6} so s¢itanim modulo 7. Tdto mnoZina
spolu s operéaciou + tvori komutativnu cyklickd grupu (Z7,+) rddu 7. Generdtorom tejto

grupy je napriklad prvok 1 € Z, pretoZe:

(M ={1,141=2,1+14+1=3,..,1+-+1=0 (mod7)}=7Z.

Kazdy prvok v Z7 mozno teda vyjadrit’ ako n- 1 (s¢itanie prvku 1 so sebou n-krit), ¢o

formdlne znamend Z7; = (1).

Podobne, mnoZina Z5 = {1,2,3,4,5,6} spolu s operdciou niasobenia modulo 7 tvori mul-
tiplikativnu cyklickd grupu (Z3,-) rddu 6. Generdtorom tejto grupy je napriklad prvok 3,

pretoze:

(3)={3'=3,32=2,33=6,3*=4,3=5,3°=1} (mod 7) =Z5.

Tento priklad ukazuje obe zdkladné formy cyklickej grupy — aditivnu aj multiplikativnu.
JAN

Definicia 2.18. Nech R je neprdzdna mnozina vybavend dvoma bindrnymi operdciami: sci-

tanim + a nasobenim -. Usporiadani trojicu (R, +, -) nazyvame okruh, ak plati:
1. (R,+) je komutativna grupa s neutrdlnym prvkom 0,
2. - je asociativna bindrna opericia na R,

3. plati distribucny zdkon: pre vSetky a,b,c € R plati

a-(b+c)=a-b+a-c a (a+b)-c=a-c+b-c.
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Ak navySe ndsobenie - je komutativne, hovorime o komutativnom okruhu, a ak existuje ne-

utrdlny prvok 1 vzhl’adom na nédsobenie, ide o okruh s jednotkou.

Na grupy nadvizuju d’alSie algebraické Struktiry — polia. Ich aditivna a multiplikativna
Cast’ st komutativne grupy definované nad tou istou mnozinou. Nasleduje ich presna defini-

cia a zakladné vlastnosti.

2.3 Polia a ich vlastnosti

Polia predstavuju zdkladnu algebraicku Struktiru pre aritmetiku, ktord sa vyuziva v mnohych

oblastiach — linedrnej algebre, tedrii kddovania ale aj pri konStrukcii Hadamardovych matic.

Definicia 2.19. Nech F je neprdzdna mnoZina vybavend dvoma bindrnymi operaciami: sci-
tanim + : F X F — F a ndsobenim - : F x F — F. Usporiadani trojicu (F,+,-) nazyvame

pole, ak su splnené nasledujice podmienky:

1. (F,4+) je komutativna grupa s neutralnym prvkom 0 € F,

2. (F\ {0},-) je komutativna grupa s neutrdlnym prvkom 1 € F, teda kazdy nenulovy

prvok mé multiplikativny inverz,

3. Plati distributivny zdkon: pre vSetky a,b,c € F plati
a-(b+c)=a-b+a-c.

Poznamka. V komutativnom okruhu s jednotkou st definované obe operacie, s¢itanie tvori
komutativnu grupu a ndsobenie je asociativne, komutativne a mé neutrdlny prvok. Nie kazdy

nenulovy prvok vSak musi mat’ multiplikativny inverz.

Pole je Specidlny typ komutativneho okruhu, v ktorom navySe kazdy nenulovy prvok ma
inverz vzhl'adom na ndsobenie. Inymi slovami, v poli je moZzné vykondvat delenie nenulo-

vymi prvkami, ¢o v okruhu vo vSeobecnosti nie je mozZné.

Priklad 2.10. Mnozina celych &isel (Z,+, -) tvori komutativny okruh s jednotkou. S¢itanie aj
ndsobenie su asociativne, komutativne a distribu¢né, pricom neutrdlnym prvkom pre s¢itanie
je 0 a pre ndsobenie je 1.

AvSak nie kazdy nenulovy prvok md inverz vzhl'adom na ndsobenie. Napriklad ¢islo 2
nema multiplikativny inverz v mnoZine Z, pretoZe neexistuje celé Cislo x, pre ktoré by platilo
2-x = 1. Preto Z nie je pol'om.

Naopak, mnozina racionédlnych ¢isel (Q,+,-) tvori pole, pretoZe kazdé nenulové racio-

ndlne ¢islo a ma inverz é Napriklad inverzny prvok k 2 je %, ked'ze 2 - % =1. A
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Definicia 2.20. Pole F sa nazyva konecné, ak obsahuje kone¢ny pocet prvkov. Pocet prvkov

v koneé¢nom poli sa nazyva rdd pol’'a a oznaluje sa |F|.

Definicia 2.21. Galoisovo pole (angl. Galois field) je konecné pole, ktoré obsahuje prave
g = p* prvkov, kde p je prvocislo a k € N, k > 1. Takéto pole oznadujeme ako IF, alebo
GF(q).

z Wz

Cislo p sa nazyva charakteristika pol'a a predstavuje najmensie kladné celé &islo, pre
ktoré plati
p-1=0

v danom poli, teda sucet jednotky so sebou samou p-krat dava nulovy prvok. Vsetky konecné

polia maju charakteristiku rovnu nejakému prvocislu p.

[Fpp. Pole IF « tvori vektorovy priestor dimenzie k nad zdkladnym pol'om F,.

Poznamka. Ak k = 1, teda ¢ = p, potom Galoisovo pole IF, je izomorfné s pol’om zvySkov
modulo p, teda [F, = Z,,.

sz ws

Veta 2.2. Pre kazdé prvocislo p a kazdé celé Cislo k > 1 existuje (a aZ na izomorfizmus

jediné) kone&né pole s p* prvkami. Oznacuje sa F e

Dokaz je mozné ndjst’ v [7].

Poznamka. Veta o jedinenosti kone&ného pol'a hovori, Ze ak existuje kone¢né pole s p*

prvkami, potom je (aZ na izomorfizmus) jediné.

Galoisove polia, najma tie s charakteristikou 2, sa vyuZivaju pri konsStrukcii Hadamardo-

vych matic pomocou kvadratickych zvySkov alebo Walshovych transformécii.
2.4 Kvadratické zvySky v konecnych poliach

Kvadratické a nekvadratické zvySky predstavujui zdkladny pojem v aritmetike kone¢nych
poli. VzhI'adom na ich symetrické vlastnosti a Struktdru v multiplikativnej grupe pol'a sa
ukazuju ako vel'mi uzito¢né pri konstrukcii pravidelnych a ortogondlnych Struktir. Prave
tieto vlastnosti ich predurcuji na vyuzitie v algebraickych metédach pri generovani Hada-
mardovych matic. Stidium kvadratickych zvyskov tak tvori fundamentalny krok k pocho-
peniu, ako algebraické vlastnosti kone¢nych poli moZzu viest” ku konkrétnym konStrukcidm

Hadamardovych matic.

Definicia 2.22. Nech I, je kone¢né pole s g prvkami, kde ¢ je mocnina neparneho prvocisla.
Prvok a € ]qu (t. j. a # 0) nazyvame kvadraticky zvysok, ak existuje y € I, také, Ze y? =a.

V opacnom pripade sa a nazyva nekvadraticky zvysok.
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MnoZinu kvadratickych zvyskov v F, oznacujeme ako QR(q), mnoZinu nekvadratickych
zvyskov ako ONR(q).

Veta 2.3. Nech g je mocnina neparneho prvocisla a a € F;. Potom plati:

g—1 g—1

a€QR(q) <= a? =1, a€QONR(q) <= a7 =—1.

Okrem toho:

10R(q)| = [ONR(g) = 151

Dokaz je uvedeny v [8].

Poznamka. Z predchadzajicej vety vyplyva, Ze mnoZzina vSetkych nenulovych prvkov ko-
necného pol'a F; sa rozdel'uje na dve disjunktné mnoZiny: kvadratické zvySky a nekvadra-

tické zvysky. Plati, Ze tieto dve mnoZiny maju dohromady g — 1 prvkov.

Priklad 2.11. Nech F; = {0,1,2,3,4,5,6} je kone¢né pole so siedmimi prvkami, kde ope-
récie s¢itania a ndsobenia sa vykondvaji modulo 7. Ur¢ime, ktoré nenulové prvky z tejto

mnoZiny si druhé mocniny inych prvkov — teda ktoré z nich su kvadratické zvysky.

Vypocitajme druhé mocniny vSetkych prvkov pol’a okrem nuly:

1°=1 (mod 7),
22=4 (mod 7),
32=2 (mod 7),
42=2 (mod7),
52=4 (mod 7),
6°=1 (mod7)

Zo ziskanych hodnot mdézeme urcit’ mnozinu vSetkych kvadratickych zvyskov, teda Cisel,

ktoré sa daju zapisat’ ako druhd mocnina nejakého nenulového prvku pol a:

OR(7) ={1,2,4}.

Zvy$né nenulové prvky pol’a, ktoré sa medzi druhymi mocninami nevyskytli, teda {3,5,6},

nazyvame nekvadratické zvysky:

ONR(7) = {3,5,6}.

7—1
2 B
¢o je v silade s tedriou. A

Vidime, Ze pocet kvadratickych aj nekvadratickych zvySkov je rovnaky a rovny 3 =
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Definicia 2.23 (Legendreov symbol). Nech p je neparne prvocislo a IF,, je konecné pole radu

p- Legendreov symbol je zobrazenie

a
—|:F,—={0,1,-1},
() 0121}
ktoré je definované nasledovne:

0 aka=0,
a
(1—)) = 1 ak a je kvadraticky zvySok v IF,,

—1 ak a nie je kvadraticky zvySok v I,

Legendreov symbol umoZziiuje jednoduchym spdsobom ur€it’, ¢i dany prvok konec¢ného

pol'a je kvadratickym zvySkom.

Legendreov symbol mozno efektivne implementovat’ aj programovo. V nasledujicom
zapise v jazyku Python je vyuZzité tzv. Eulerovo kritérium, podl'a ktorého pre prvocislo p

plati:

<ﬂ> =T (mod p).
p
Vysledna hodnota je potom 1 pre kvadratické zvysky, -1 pre nekvadratické zvysky a O pre

a=0.

I def legendre_symbol(a, p):
2 a=akdh

4 i dreturn 0
5 return 1 if pow(a, (p - 1) // 2, p) == 1 else -1

Koéd 2.1 Vypocet Legendreovho symbolu v jazyku Python.

Veta 2.4 (Multiplikativita Legendreovho symbolu). Nech p je neparne prvocislo. Potom pre

(5)-G)-G)

Dokaz tejto vlastnosti mozno ndjst’ v klasickej literatire, napriklad v [9].

vSetky a,b € IF), plati:

Veta 2.5 (Ortogonalita Legendreovho symbolu). Nech p je nepérne prvocislo. Potom plati:

L)

Priklad 2.12. UvaZzujme pole ;. Kvadratické zvysky v tomto poli sd {1,2,4} a nekvadra-
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tické zvysky si {3,5,6} (pozri Priklad 2.11). Legendreov symbol nad F7; ma nasledovné

hodnoty:
0
“J=o0
(5)=0
1\ 2\ 4\
7 ) 7 ) 7 -
N (Do (8-
7 7 7
Multiplikativitu méZeme demonstrovat’ napriklad takto:
2-4 8 1 2 4
(5)=()=() = wwmen (3)-(5)

Zaroven plati ortogonalita: sucet vSetkych hodnot Legendreovho symbolu nad pol’om [y
je nulovy:

y (;) = (g)+<;)++(g) =0+ 1+1+(=1)+1+(=1)+(-1)=0.

2.5 Cirkulaéné matice

Definicia 2.24. Cirkulacnd matica je Specidlny typ Stvorcovej matice, pri ktorej kazdy riadok
vznikne cyklickym posunutim predchadzajiceho riadku doprava. Ak a = (ag,ay,...,a,—1)

je riadkovy vektor, potom cirkulacnd matica C vytvorend z a m4 tvar:

a ap -+ dp—1
ap—1 4ap -+ 4p-2
C =
al a2 ... ao

Cirkula¢né matice sa Casto vyuZivaji v kombinatorike, spracovani signdlov a najmé pri

konstrukcii Hadamardovych matic.

Priklad 2.13. Nech a = (1,2,3). Potom cirkula¢nd matica C vytvorend z a m4 tvar:

@

I
N W
W = N
—_ N W

Kazdy riadok je cyklickym posunom predchadzajiceho. Takéto matice sa neskor vyuZziju pri

generovani Hadamardovych matic pomocou sekvencii. A
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2.6 Tenzorovy siucin matic

Tenzorovy sucin (Casto oznaCovany aj ako Kroneckerov sucin) je zdkladna operdcia na ma-

.....

.....

Definicia 2.25. Nech A = [g;;] je matica vel'’kosti m x n a B je matica vel'kosti p x g. Tenzo-

rovy sucin A ® B je matica vel'kosti (mp) x (nq) definovana ako:

annB apB --- a,B

anB a»pB --- ay,B
AwB=| " ;

amB amB - au,B

Priklad 2.14. UvaZujme dve matice:

Lol

Tenzorovy sucin A ® B ma vel'kost’ 4 x 4 a vypocita sa tak, Ze kazdy prvok matice A sa

nahradi prisluSnou ndsobnou maticou B:

0 5 0 10
1-B 2-B 6 7 12 14
3-B 4-B 0 15 0 20
18 21 24 28
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3 KONSTRUKCIA HADAMARDOVYCH MATIC

Existuje niekol’ko rodin kons$trukénych algoritmov, ktoré sa liSia nielen matematickym poza-
dim, ale aj praktickym rozsahom pouzitia a generovanymi triedami Hadamardovych matic.
Medzi najzndmejsie patria rekurzivne konStrukcie, ktoré vytvaraji Hadamardove matice vys-
Sich rddov na zédklade menSich maticovych jadier, typickym prikladom je Sylvesterova rekur-
zia. Dal§iu vyznamni skupinu tvoria konstrukcie zaloZzené na kone¢nych poliach, predoviet-
kym tzv. Paleyho typy, ktoré vyuZivaju vlastnosti kvadratickych zvySkov a Legendreovho
symbolu nad pol'ami F,. Tieto metddy umoziiujui vytvarat’ Hadamardove matice so Speci-

fickou symetriou a su pevne prepojené s algebraickou Struktirou prislusnych poli [10].

ZlozZitejsie, ale vel'mi univerzdlne si kombinatorické a navrhové metddy, ako napriklad
Williamsonova konstrukcia, ktoré vyuZivaji systémy bindrnych matic spliiajicich ortogo-
nalne vzt ahy. Tieto pristupy st vhodné pre hl’adanie Hadamardovych matic vo vysSich ra-
doch a Casto vedu k tzv. kocyklickym alebo blokovym Struktiram. Osobitnt tlohu zohrdva
aj tenzorové rozsirenie, ktoré umoziuje efektivne kombinovat’ uZ zndme matice a vytvarat
tak nové, viacsie Hadamardove matice. Vyhodou tychto metéd je, Ze st dobre implemento-

vatel'né a zachovdvaju ortogonalitu [11].

Doteraz neexistuje univerzalny pristup vhodny pre vSetky vel kosti matic, preto sa vyvijali
rozlicné techniky, ktoré dnes tvoria Siroké spektrum konStrukénych metdd. Niektoré z nich
su teoreticky motivované, iné vyuZzivaji vypoctové postupy alebo heuristiky.

Tato praca sa zameriava na vybranych zastupcov hlavnych konstrukénych rodin Hada-
mardovych matic, konkrétne na Sylvesterovu rekurzivnu konS$trukciu (vratane interpretacie
cez tenzorovy sucin), Paleyho konstrukcie typu I a II, Williamsonovu metédu, Turynove

postupy a kocyklické metddy zaloZené na grupovych zobrazeniach.

Pri navrhu algoritmov, generovani vypoctovych ukdzok, ladeni Python kédu bol ako pod-
porny néstroj vyuzity jazykovy model ChatGPT 40(OpenAl) [12]. Model bol pouZity inter-
aktivne, pricom vystupy boli d’alej upravované autorom. Vo vSetkych vizualiziciach plati,

Ze biele policka zodpovedaji hodnotdm +-1, a ¢ierne hodnotdm —1.
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3.1 Sylvesterova rekurzivna konstrukcia

Jednou z najstarSich a najjednoduchSich metéd konStrukcie Hadamardovych matic je Syl-
vesterova rekurzivna konStrukcia, ktord v roku 1867 objavil James Joseph Sylvester. Tato

metéda umoznuje generovanie Hadamardovych matic pre rozmery, ktoré si mocninami dvojky.

Veta 3.1 (Sylvesterova rekurzia). Nech H je Hadamardova matica rddu n. Potom blokova

i

matica

je Hadamardova matica radu 2n.

Téato konStrukcia zabezpecCuje, Ze kazda novd matica si zachovava ortogonélne vlastnosti
Hadamardovych matic. Kazdy novy blok H,, je zostaveny z matice H,, priCom v spodnej
pravej Casti sa neguju vSetky prvky.

Priklad 3.1. Vygenerujme Hadamardove matice pre n = 1, n =2 an = 4 pomocou Sylveste-

rovej rekurzie:

Pre n =1:
le[l].
Pre n = 2:
H, H,; 1 1
Hy = =
H —-H 1 —1
Pre n = 4:
1 1 1 1
H, H 1 -1 1 -1
Hy = 2 2| _
H, —H» 1 1 -1 -1
1 -1 —1 1

Tymto sp6sobom mozno postupne rekurzivne konStruovat Hadamardove matice I'ubo-

vol'ného radu n = 2%,

Nasleduje kéd, ktory generuje Hadamardove matice podl’a Sylvesterovej rekurzie.

def sylvester_hadamard(n):

I

2 if n == 1:

3 * return np.array ([[1]])

4 H_.n = sylvester_hadamard(n // 2)

5 return np.block([[H_n, H_n], [H_n, -H_n]ll)

Koéd 3.1 Generovanie Hadamardovych matic pomocou Sylvesterovej konstrukcie
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Tento algoritmus zacina s H; a rekurzivne vytvéra vicSie Hadamardove matice zdvojovanim

blokov a negéciou pravého dolného bloku.

Obrazok 3.1 Matice Hg a Hz; vygenerované Sylvesterovou konStrukciou.

Vyhodou Sylvesterovej metddy je jej jednoduchd implementéacia a rekurzivna Struktura,
¢o umoziuje generovanie vel'mi vel' kych matic. Metdda je v§ak obmedzena len na rady tvaru

n =2k, a preto je pri inych hodnotéch n potrebné pouZit’ alternativne konstrukéné pristupy.
3.1.1 Tenzorovy sicin ako vSeobecny princip

Tenzorovy sucin predstavuje prirodzeny sposob, ako z mensich Hadamardovych matic vy-

.....

H = H,, ® H, je Hadamardova matica radu mn.

Zékladnd vlastnost Hadamardovych matic — ortogonalita — sa pritom zachovava:

Dokaz.
= (Hn® Hy) (Hn @ Hy) '
= (Hn®H,)(H, ®H, ) (pouzitim (A®B)" = A" @ BT)
— (H,H,) )@ (H,H,) (pouzitim (A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD))
= (ml,)® (nl,) (z definicie Hy,, H,)
=mn(l, ®1,) (vyhatim skalarov)
= mnl,,;,
Tymto je dokdzané, Ze tenzorovy sucin dvoch Hadamardovych matic je opdt’ Hadamar-
dova matica. [
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L] [
SR Y e DU

Potom tenzorovy sucin tychto dvoch matic je:

Priklad 3.2. Nech

co (1w 1w 1 -1 -1 -1

Ha=meh=1 b 1wl 1 -1 -1
2 2

-1 11

3.2 Paleyho konstrukcie

Dve rodiny Hadamardovych matic objavil Paley [3] pomocou kvadratickych zvySkov v ko-

ne¢nom poli [, rddu ¢, kde ¢ je mocnina neparneho prvocisla.

Definicia 3.1 (Jacobsthalova matica). Nech F, je kone¢né pole s usporiadanymi prvkami

80, - --,8q—1. Jacobsthalovu maticu Q € {£1}9* definujeme pomocou Legendreovho sym-

o= (*3")

Lema 3.1 (Symetria matice). Matica Q ma tieto vlastnosti:

bolu ako:

* je symetrickd, ak g =1 mod 4, teda 0" =0,

* je antisymetrickd, ak ¢ =3 mod 4, teda QT =—-0.

Jacobsthalove matice st vyuZité v oboch Paleyho metddach. Ich prvky su uréené pomocou
Legendreovho symbolu, ktory odliSuje kvadratické zvysky od nekvadratickych v kone¢nom
poli [F,. Vzhl'adom na aritmetické vlastnosti Legendreovho symbolu nad prvocislom g ma-
tica Q vykazuje bud’ symetriu, alebo antisymetriu v zévislosti od zvySku ¢ mod 4. Tato
vlastnost’ umoZziiuje jednotny algoritmus generovania pre obe metddy, v ktorom Struktira

vyslednej matice vznika prirodzene bez potreby dodato¢ného rozliSovania.

def jacobsthal_matrix(q):
J = np.zeros((q, q), dtype=int)
for i in range%q):
for j in range(q):
if i !'= 3:
J[i, jl] = legendre_symbol(i - j, q)

AN AW =

return J

~

Kéd 3.2 Generovanie Jacobsthalovej matice v jazyku Python
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Veta 3.2 (Paleyho konstrukcia typu I). Nech g =3 (mod 4) je mocnina neparneho prvocisla.
Nech Q je antisymetricka Jacobsthalova matica podl’a vysSie uvedenej definicie. Potom ma-

ticu
1 —17

1 0+,

zostrojime tak, Ze k matici Q pripoCitame jednotkovu maticu /;, ¢im zabezpeCime, Ze vSetky
diagondlne prvky budd rovné 1. Vektory 1 a 17 predstavuju stfpcovy, resp. riadkovy vektor
samych jednotiek. Takto skonStruovand matica H obsahuje iba prvky z mnoziny {41} a je

Hadamardova.

Priklad 3.3. UvaZzujme Paleyho konstrukciu typu I pre ¢ = 7, kde ¢ =3 (mod 4). Pole [F;
obsahuje prvky {0,1,2,3,4,5,6}. Kvadratické zvySky modulo 7 su:

22=4, 3?>=2= {1,2,4}.

Z toho vyplyvajui hodnoty Legendreovho symbolu:

B (- G B+ G B O

Na zdklade toho zostavime antisymetrickd Jacobsthalovu maticu Q € R7%7 kde

Qij = (;) ,  priCom Q;; = 0.

Pripocitanim jednotkovej matice /7 k Q dostdvame diagondlu s hodnotami 1.

Nasledne Hadamardovu maticu Hg zostavime ako blokovi maticu podl'a vety 3.2:

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 -1 -1 1 -1 1 1
1 I -1 -1 1 -1 1
1 1 I -1 -1 1 -1

— e e e e e e
p—
—_—

Hqe =
; 11 -1 -1 1
I -1 1 1 I -1 -1
-1 1 -1 1 1 1 -1
-1 -1 1 -1 1 1 1
Této matica je Hadamardova, teda spfﬁa podmienku ortogonality HgH;— =8l. A

I def paley_type_I(p):
2 if p h 4 = 3:
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3 raise ValueError("Paley type I requires p == 3 mod 4"
4

5 Q = np.zeros((p, p), dtype=int)

6 for i in range(p):

7 for j in range(p):

8 if i != 3:

3:
9 Qli, j] = legendre_symbol(i - j, p)

11 Q += np.identity (p, pe= 1nt) # Pridame jednotkova
maticu, aby dlagona a bola

13 H = np ones((p + 1, p + 1), dtype int)

14 H[O, 1:] = -1 # prvy riadok okrem H[0,0] bude -1
15 H[1:, 0] =1 # prvy stlpec st samé Jednotky

16 H[1:, 1:] = Q # jadro je Q + I

17

18 return H

INEEE}

Obrazok 3.2 Matice Hg a Hgg vygenerované Paleyho konstrukciou 1. typu.

Paleyho konsStrukcia typu II sa pouziva pre pripady, ked’ je g prvocislo také, ze g = 1
(mod 4). Tento pristup umozZiiuje vytvorit Hadamardove matice radu 2(g+ 1). Na rozdiel
od typu I sa v tomto pripade Jacobsthalova matica pouZiva ako sti¢ast’ pomocnej matice S,

ku ktorej sa priddva nulova diagondla a jednotkovy stipec a riadok.

Veta 3.3 (Paleyho konstrukcia typu II). Nech g =1 (mod 4) je prvoéislo a nech Q je syme-

tricka Jacobsthalova matica nad [F;,. OznaCme

o 1”
i 0

kde 1 € R? je stipcovy vektor jednotiek a Q € {£1}7*4. Potom dostaneme Hadamardovu
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maticu rddu 2(g + 1), ktord ma tvar:

S+1gr1 S—Igy
S—Ige1 —S—Igp1|’

kde 1,1 je jednotkova matica radu g + 1.

Priklad 3.4. Uvazujme Paleyho konstrukciu typu Il pre ¢ = 5, kde ¢ =1 (mod 4). Pole Fs
obsahuje prvky {0, 1,2,3,4}. Kvadratické zvysky modulo 5 sd vSetky hodnoty x> mod 5
pre x € {1,2,3,4}:

12=1, 22=4, 32=9=4, 4>=16=1 mod5.

Teda mnoZina kvadratickych zvyskov v Fs je {1,4}. Z toho vyplyvaji hodnoty Legendreo-

vho symbolu:

B0 O G- () @)

Pomocou tychto hodndt zostavime symetricki Jacobsthalovu maticu Q € R>*, kde:

i— ] oy
Qij= (Tj> , pricom Q; = 0.

Zostrojime maticu § € R6*6 ako:

0 1 1 1 1 1

1 0 1 -1 -1 1

1 1 0 1 -1 -1
S =

1 -1 1 0 1 -1

1 -1 -1 1 0 1

1 1 -1 -1 1 0

Hadamardova matica Hy, sa potom zostavi ako:

Vysledna matica je rddu 12 a obsahuje iba prvky +1. Tato matica je Hadamardova, tzn.

spfﬁa podmienku ortogonality Hjo H 1T2 =121.
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(11 1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1]
1 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1
1 1r 1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 -1
!l -r 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 1 -1 1
1 I -1 -1 1 1 1 I -1 -1 1 -1
-1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 —1 -1
1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 -1
1 1P -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1
!l -1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 —1 1
1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 —1
1 1 -1 -1 1 -1 —-1 —1 1 1 -1 -1
JAN

def paley_type_II(q):

I

2 J = jacobsthal_matrix(q)

3 ones_row = np.ones((1l, q), dtype=int)
4 ones_col = np.ones((q, 1), dtype=int)
.

6 S = np.block ([

7 [np.array ([[0]]), omnes_row],

8 [ones_col, J]

10 D

1 I = np.identity(q + 1, dtype=int)

12

13 H = np.block ([

14 [ S+ I, S -1],

15 [ S - I, -8 - 1I]

oD

18 return H

Kéd 3.4 Paleyho konStrukcia typu II v jazyku Python

3.3 Williamsonova konstrukcia

Dal¥ou z klasickych metéd konstrukcie Hadamardovych matic je tzv. Williamsonova kon-

Strukcia, ktoru zaviedol J. Williamson v roku 1944. Tato metéda umoznuje vytvorit' Hada-

mardovu maticu rddu 4n pomocou Styroch binarnych symetrickych matic [13].

Definicia 3.2. Stvorica bindrnych symetrickych matic A, B,C,D € {£1}"*" sa nazyva Wil-

liamsonova Stvorica, ak spliia nasledujice podmienky:

1.
AAT +BB" +cC" +DD" = 4ul,,
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Obrazok 3.3 Matice Hy; a Hgy vygenerované Paleyho konstrukciou 2. typu.

kde I, je jednotkové matica radu n.

2. pre kazdé rozne X,Y € {A,B,C,D} plati:

xy'=vx"'.

Pomocou takejto Stvorice mdoZeme zostavit Hadamardovu maticu H réddu 4n podl'a na-

sledujiceho blokového usporiadania:

A B C D ]
-B A -D C
-C D A -B

-D -C B A

Lema 3.2. Ak matice A, B, C, D tvoria Williamsonovu Stvoricu, potom matica H skonStru-

ovand vysSie je Hadamardova.

Povodne sa predpokladalo, Ze Williamsonove matice existuju pre kazdé celé Cislo n, ¢o
by poskytovalo univerzalnu cestu k dokazu Hadamardovej domnienky, podI’a ktorej existuju
Hadamardove matice rddu 4n pre vsetky n € N. Tento predpoklad bol zndmy ako William-
sonova domnienka. V roku 1993 v$ak Dragomir Z. Pokovié [14] pomocou pocitatového

prehl’addvania ukdzal, Ze pre n = 35 neexistuje Ziadna Stvorica symetrickych binarnych
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matic, ktord by spliiala Williamsonovu podmienku, &m tito domnienku vyvratil. Neskor
boli ndjdené d’alsie rozmery, ktoré nespliiali tito podmienku (n = 47,53, 59) [15].

Priklad 3.5. Uvazujme n = 2 a nasledujicu Williamsonovu $tvoricu binarnych symetrickych

I B ) ) e A

Tieto matice spiﬁajﬁ dolezité podmienky Williamsonovej konStrukcie:

matic:

1. Su bindrne, symetrické a ich sucet Stvorcov je:
AA" +BB" +cCc" +DD" = 38D,

teda presne 4nl,.

2. Kazdé dve matice z mnoziny {A,B,C,D} spiﬁajﬁ komutacnu podmienku:

XY =YX" previetky X,Y € {A,B,C,D}, X #Y.

Y e | NI U
=1 —1||=1 1| lo o

Po dosadeni konkrétnych matic dostaneme:

Napriklad:

=BA'",

Této matica je Hadamardova, pretoZe spliia podmienku HgHgT = 8I3.

Pri hI’adani Williamsonovych Stvoric je potrebné vygenerovat’ vSetky mozné bindrne sy-

1n><n

metrické matice ur¢itého radu. Symetrickd matica M € £ spiiia podmienku M = M ",
takZe je postacujuice zvolit’ hodnoty iba v hlavnom trojuholniku (vritane diagondly) a zvy$né

hodnoty zrkadlovo doplnit’.



40 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

Pocet nezavislych prvkov v takejto matici je dany vzt'ahom:

_ n(n+1)
==
kde ¢ predstavuje pocet pozicii, ktoré urcuju celd symetricki maticu. Ked’Ze kazdy prvok
moZe nadobudat’ hodnotu +1 alebo —1, celkovy pocet vSetkych bindrnych symetrickych
matic radu n je 2.
V nasledujicom vypise je uvedend funkcia v jazyku Python, ktord generuje vSetky bindrne

symetrické matice daného radu:

def generate_binary_symmetric_matrices(n):

total_entries = (n * (n + 1)) // 2
for values in itertools.product([-1, 1], repeat=

total_entries):

W N =

4 M = np.zeros((n, n), dtype=int)
5 idx = 0

6 for i in range(n):

7 for j in range(i, n):

8 M[i][j] = values[idx]

9 M[j][i] = values[idx]

10 . idx += 1

11 yield M

Kéd 3.5 Generovanie bindrnych symetrickych matic

Pre kazdu Stvoricu kandidéatskych matic musime overit’, ¢i spfﬁa dve zékladné podmienky

z definicie:

| def check_williamson_condition(A, B, C, D):

2 n = A.shape [0]

3 lhs = A OA+B@B+C@C+ D@D

4 rhs = 4 * n * np.eye(n, dtype=int)
return np.array_equal (lhs, rhs)

5

6

7def check_commutativity (A, B, C, D):

8 matrices = [A, B, C, D]

9 for i in range (4):

10 for j in range(i+1l, 4):

11 X = matricesEi}
Y
i

matrices (]

f not np.array_equal(X @ Y.T, Y @ X.T):

14 return False
15 return True

Kéd 3.6 Podmienky na overenie Williamsonovej Stvorice

Po splneni tychto podmienok mdzeme pristupit’ k zostaveniu samotnej Hadamardove;j
matice. Nasledujuci kod prehl’addva vSetky moZzné kombinécie bindrnych symetrickych matic

a vracia prvu platnd Hadamardovu maticu:
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1
2
N
J

&~

N Wo— OO0
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def

def

build_williamson_hadamard(A, B, C, D)
top = np.hstack(( A, , C, D))
midl = np.hstack((-B, A, -D, C))
mid2 = np.hstack((-C, D, A, -B))
bot = np.hstack((z

D, -C, B, A))
return np.vstack ((top, midl, mid2, bot))
find_williamson_until_hadamard(n):
matrices = list(generate_binary_symmetric_matrices(n))
counter = 0

for A, B, C, D in itertools.product(matrices, repeat=4):
counter += 1
if check_williamson_condition(A, B, C, D) and
check_commutativity (A, B, C, D):
H = build_williamson_hadamard(A, B, C, D)
if is_hadamard_matrix (H):
return A, B, C, D, , counter
return None, None, None, None, None, counter

Ko6d 3.7 Hl'adanie Williamsonovej Stvorice vedicej k Hadamardovej matici

Tento pristup je sice neefektivny pre vel'’ké hodnoty n, ale postacuje na ilustracné a

vyskumné ucely pre malé rozmery (napr. n < 4).

(a) Hadamardova matica Hi¢ hl’adana hrubou
silou. databazy [16].

Obrazok 3.4 Hadamardove matice vygenerované Williamsonovou metddou.
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(b) Hadamardova matica Hjgo prevzati z

Pocet bindrnych symetrickych matic n x n je 2""*1)/2_ Pre n = 4 teda algoritmus preché-

dza 2'0 = 1024 moznosti pre kazdd z matic A, B, C, D, ¢o predstavuje vel'mi vysoky pocet

kombindcii (az 2*°). Preto je tdto metéda vhodn4 len pre malé hodnoty n. Existuji optima-

lizované algoritmy, ktoré vyuZivajui heuristiky alebo algebraické vlastnosti na efektivnejSie

hl’adanie Williamsonovych §tvoric, ale ich implementécia presahuje rdmec tejto prace.
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3.4 Turynove metody

Dal3ou vyznamnou triedou konstrukcii Hadamardovych matic st tzv. Turynove metédy, po-
menované po R. J. Turynovi [17], ktory vyznamne prispel k ich rozvoju v 70. rokoch 20.
storocia. Tieto metddy sa Casto opieraju o existenciu Specidlnych sekvencii s dobrymi auto-

korelaénymi vlastnost’ ami.

Na rozdiel od inych konStrukcii, ktoré priamo pracuji s maticami, Turynove metddy za-
¢inaju so Styrmi bindrnymi sekvenciami. Tieto sekvencie musia spiﬁat’ Specidlne autokore-
la¢né podmienky. Ak sa podari ndjst’ takiito $tvoricu dizky n, mdéZeme z nej skonstruovat’
Hadamardovu maticu vel'kosti 4n. Nasledujica definicia formalizuje podmienky, ktoré ta-
kato Stvorica musi spfﬁat’.

Definicia 3.3. Stvorica sekvencii A = (ay,ay,...,a,), B=(b1,bs,...,b,),C=(c1,¢2,...,Cn),

D=(dy,d>,...,dy) s prvkami z mnoziny {1} sa nazyva Turynova §tvorica dizky n, ak spiiia
nasledujice podmienky pre vSetky k =1,2,....n—1:

n—k

Y (aii i+ bibisi+ ciciyi + didipk) = 0.

i=1

Navyse, ak n je parne, vyZaduje sa, aby )" ;a; = 0.

Takéto Styri bindrne sekvencie A, B,C, D m6Zu byt’ pouZité v Turynovej konStrukcii Hada-
mardovych matic. Ich prvky nadobuidaji hodnoty 41 a st navrhnuté tak, aby ich vzdjomné
posuny boli vzdjomne ,,neinterferujice* — formdlne povedané, aby sucet ich posunutych
skalarnych sucinov bol nulovy pre kazdé k = 1,2,...,n — 1. Tieto podmienky zabezpecuju
ortogonalitu blokov v matici, ktord z nich bude vytvorend.

Overenim, Ze konkrétna Stvorica sekvencii tuto podmienku spiﬁa, mozno rozhodnut’, ¢i
dané sekvencie vedu ku konStrukcii Hadamardovej matice. Nasledujuci priklad ilustruje, ako
takito kontrolu vykonat'.

Priklad 3.6. UvaZujme n = 3. Skidsme overit’, ¢i Stvorica sekvencii
A= (+1,-1,41), B=(+1,+1,-1), C=(+1,-1,—1), D= (+1,+1,+1)

je Turynova Stvorica. Vypocitajme sumy pre k =1 a k = 2:

e pre k= 1:

Do

(aiaiy1 +bibiy1 +cicip1 +didip ) =
i—1

~
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= (a1a2 +a2a3) + (b1b2 +b2b3) -+ <C1C2 +C2C3> + (dldz +d2d3)

=(-1-1)+(+H1-1)+(-1+1)+(+1+1)=-2+4+0+04+2=0

* pre k =2:
1
Y (aiaj2+bibii2+cicipa +didiy2) =
i=1
=ajaz+b1by+cic3+dids
=(+1—-1-1+1)=0
Sekvencie teda spfﬁajli podmienky definicie pre vSetky potrebné k. A

Turynove metédy boli tspeSné pri konStrukcii Hadamardovych matic pre mnohé rady.
Existencia Turynovych sekvencii je viak otvoreny problém pre niektoré dizky n. Povodnad
Turynova domnienka tvrdila, e Turynove sekvencie dizky n existujii pre vietky n € N, no
tito domnienka bola neskor vyvratena [18]. Napriek tomu sa Turynove konStrukcie ukézali

ako vel'mi plodné pri hI'adani Hadamardovych matic.

Pri konStrukcii Hadamardovych matic zaloZenych na Turynovych metédach sa vyuZzivaju
rozne typy Specidlnych sekvencii s prvkami +1 alebo 0, ktoré maju Struktiru zabezpecuj-
Ucu ortogondlne vlastnosti potrebné pre vznik Hadamardovej matice. Nasledujici prehl’ad

popisuje hlavné typy sekvencii vyuZivanych v rdmci Turynovych metéd.

1. Turynove sekvencie typu TT(n)
Ide o Stvoricu bindrnych sekvencii, kde tri maju dizkun a jedna ma dizku n — 1. Tieto
sekvencie boli navrhnuté tak, aby ich kombindcia umoznovala vytvorit Hadamardovu
maticu vel'kosti 4n. Ich vnitorna Struktira spoc¢iva v tom, Ze stcet sicinov prvkov v
jednotlivych sekvencidch pri I'ubovol’nom nenulovom posunuti je nulovy, o zabez-
pecuje, Ze vzdjomné koreldcie medzi sekvenciami sa vyrusia a vyslednd matica bude

ortogondlna.

2. Turynove sekvencie (TS)
Pod tymto oznacenim sa v literattire rozumejui sekvencie podobné TT(n), ¢asto s inou
konfiguriciou diZok a dodatoénymi symetrickymi vlastnost ami. PouZivaji sa v §peci-

fickych konStrukcidch, kde sa kladie déraz na rovnovahu a zrkadlovu Strukturu.
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3. T-sekvencie

Tieto sekvencie obsahuji okrem hodndt +1 aj nuly a majd spoloéni dizku. Ich $pe-

cifickd vlastnost’ spociva v tom, Ze v kazdej pozicii len jeden zo Styroch prvkov je

nenulovy.

4. Bazové sekvencie (Base Sequences)

Ide o Styri binarne sekvencie, z ktorych dve maju typicky o jeden prvok viac nez

ostatné. Tieto sekvencie predstavuju zdkladny stavebny kamen pre d’alSie typy (ako

su T-sekvencie alebo TT(n)), a hraji vyznamnu dlohu v systematickom vytvarani vac-

Sich matic.

Typ sekvencie Diiky sekvencii | Hodnoty Pouzitie

TT(n) n,n,n,n—1 +1 Konstrukcia Hadamardovej matice
TS n,n,n—1,n—1 +1 Varianta TT(n), symetria
T-sekvencie n,n,n,n 0,+1 Goethals—Seidelova konStrukcia
Bazové sekvencie | n+1,n+1,n,n +1 Zéklad pre d’alSie konStrukcie

Tabulka 3.1 Zakladné typy sekvencii pouzivané v Turynovych metédach

HT adanie Turynovych sekvencii a ndslednd konstrukcia Hadamardovych matic casto vy-

Zaduje systematické prehl’addvanie alebo vyuzitie Specidlnych algebraickych technik. Na

rozdiel od Williamsonovej konStrukcie, ktord priamo pracuje s maticami, Turynove metody

sa zameriavaju na vlastnosti sekvencii.

Jedna zo znamych Turynovych metdd je tzv. Goethals—Seidelova konstrukcia. ktora vy-

uziva cirkulaéné matice, ktorych prvé riadky st dané sekvenciami A,B,C,D. Nech teda

A,B,C,D oznacuju cirkulacné matice rddu n generované zodpovedajicimi bindrnymi sek-

venciami (kazda sekvencia tvori prvy riadok danej matice). Potom Hadamardova matica

radu 4n moZe byt skonStruovand nasledovne:

A
BR
CR
DR

_BR _CcR _pR
A —DR (R
DR A —BR

—-ck BR A

kde X® oznacuje maticu ziskand z X obratenim poradia riadkov.
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Priklad 3.7. Uvazujme n = 2 a Styri binarne sekvencie
A=(-1,+1), B=(-1,-1), C=(-1,—-1), D=(—1,+1).
Z tychto sekvencii zostrojme cirkulacné matice radu 2:
-1 +1 -1 -1 -1 -1 -1 +1
A = + 5 B = 5 = 5 D = +
+1 -1 -1 -1 -1 -1 +1 -1
Obrétenim riadkov tychto matic dostaneme:
—1 —1]’ —1 —1]’ -1 +1
Podl'a Goethals—Seidelovej konStrukcie zostrojime Hadamardovu maticu rddu 4n = 8:
[ S T S T S R O I |
1 —-1]1 1 1 I -1
A —-BR —cR —DR —1 =1|—=1 1 |=1 1 |-1 -1
BR A -DF (R -1 -1 1 —1/1 —-1{-1 —1
H=
ck pk A B —1 -1 1 —1/-1 1] 1 1
Dk —ck BR A -1 —-1/-1 1|1 —1[1 1
1 -1} 1 1 |—-1 —-1|]-1 1
-1 1 1 1 |—-1 —1] 1 -1
Overenim mdzeme vidiet', 7e H je Hadamardova matica, pretoze plati HH ' = 8. A

Nasleduje implementédcia Goethals—Seidelovej konstrukcie pri generovani Hadamardovej

matice hrubou silou. PouZijeme tvoricu binarnych T-sekvencii rovnakej dizky n, z ktorych

vytvorime cirkula¢né matice. Tie ndsledne skombinujeme do Standardnej blokovej Struktuiry

4n x 4n, pricom niektoré bloky budu negované a/alebo zrkadlovo otoCené.

Nasledujuca funkcia overuje, €1 Styri bindrne sekvencie dfiky n spiﬁajﬁ podmienky Tury-

novej Stvorice. Kontroluje sa ortogonalita cez sucet korelacii pre vSetky nenulové posuny a

v pripade parneho n aj nulovy sucet prvej sekvencie A.

def check_tur
len(A

1
2 n =
3

gn_condition(A, B, C, D):



46 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

if n % 2 == 0 and sum(A) !'= O0:
return False
for k in range(1l, n):
s =0
for i in range(n - k):
s += A[i]_* A[i + ]+B[i]*B[i+k]+C[i]*C
, [i + k] + D[i] D[i + k]
if s I=
return False
return True

S OO0 NN B

O —

Kéd 3.8 Overenie Turynovej Stvorice

Nasledujuca funkcia vytvara Hadamardovu maticu rddu 4n z danej Stvorice bindrnych
sekvencii dlzky n. Kazd4 sekvencia je skonvertovana na cirkulaéni maticu a tieto sa ndsledne

skombinuju do blokovej Struktiry podl’'a klasickej Turynovej schémy.

I def build_hadamard_from_turyn(A_seq, B_seq, C_seq, D_seq):
2 A = circulant (A_seq)

3 B = circulant(B_seq)

4 C = circulant(C_seq)

5 D = circulant(D_seq)

¢

7 BR = np.flip (B, axis=1)

8 CR = np.flip(C, axis=1)

9 DR = np.flip(D, axis=1)

10

11 top_row = np.hstack((A, -BR, -CR, -DR))

12 midl_row = np.hstack((BR, A, -DR, CR))

13 mid2_row = np.hstack((CR, DR, A, -BR))

14 bottom_row = np.hstack((DR, -CR, BR, A))

15

16 ret§§n np.vstack ((top_row, midl_row, mid2_row, bottom_row

Koéd 3.9 KonStrukcia Hadamardovej matice z Turynovej Stvorice

Nasledujtici kéd vyuziva T-sekvencie s dizkou n = 5 a hrubou silou hI'ad4 §tvoricu bindr-

nych sekvencii spifiajicich ortogondlnu podmienku vedicu ku konstrukcii Hadamardovej

matice.
n =5
found = False
for A_seq in product([-1, 1], repeat =n):

if n % 2 == 0 and sum(A_ seq) 0:
continue
for B_seq in product([-1, 1], repeat=n):
for C_seq in product([-1, 1], repeat=n):

o0 NN D B Wbo—

9 for D_seq in product([-1, 1], repeat=n):
10 if check ;uryn condltlon(A seq, B_seq, C_seq,
D_seq

11 H = bu11d_hadamard_from_turyn(A_seq,
B_seq, C_seq, D_seq)
12 if is_hadamard_matrix%H)
3 print ("Found a Turyn quadruple that
generates a Hadamard matrix:")
14 print (£"A = {A_seql}")
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15 print (f"B = {B_seq}")

16 print (£"C = {C_seql}")

17 print (f"D = {D_seql}")

18 print ("Hadamard matrix H:")

19 print (H)

20 plot_ hadamard(H, f"turyn_n{n}")
21 oun% True

% ou 5 %d break

25 if foung Bréax”

Kod 3.10 HI'adanie Hadamardovej matice hrubou silou

(a) Hadamardova matica H3, hl’adana hrubou (b) Hadamardova matica H;gg prevzati z
silou. databézy [16].

Obrazok 3.5 Hadamardove matice skonStruované Turynovymi metddami.

Turynove metédy poskytuji silny ndstroj na konStrukciu Hadamardovych matic, hoci
existencia Turynovych sekvencii nie je zarucend pre vSetky dizky. Vyskum v tejto oblasti

pokracuje a nové konstrukcie zaloZené na Turynovych myslienkach sa neustéle objavuju.
3.5 Kocyklické metody

Kocyklické konstrukcie [11] predstavuja v sicasnosti jednu z najispesSnejSich a najvSeobec-
nejSich metdd generovania Hadamardovych matic, predovsetkym pre rozmery, ktoré nie st
pokryté klasickymi algoritmami ako Sylvesterova alebo Paleyho konstrukcia. Vyhodou tejto
metody je moznost systematického prehl’addvania pomocou vypoctovych prostriedkov a

moznost” overovania existencie Hadamardovych matic aj pre zloZitejsie pripady [10, 19].

Zakladom kocyklickej konStrukcie je Specidlna bindrna funkcia nazyvana kocyklus, ktora
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sa definuje nad kone¢nou grupou G. Z nej sa zostavi matica H tak, Ze kazdy prvok H;; zavisi
iba od dvojice prvkov g;,g; € G. Tdto matica md hodnoty &1 a v pripade, Ze je ortogondlna,

t.]. Spiﬁa HH'" = nl,, ide o Hadamardovu maticu.

Definicia 3.4. Nech G je kone¢nd grupa radu n. Zobrazenie y : G x G — {£1} sa nazyva
kocyklus, ak plati kocyklickd podmienka:

V(x,y)y(xy,2) = y(x,y2)y(y,2), Vx,yz€G.

Zékladnou myslienkou kocyklickej konStrukcie Hadamardovych matic je hl’adanie vhod-
ného kocykla v : G x G — {£1} nad pevne zvolenou kone¢nou grupou G, pri¢om sa né-
sledne zostavi matica H = [y(x,y)]. e a overi sa, ¢i je ortogondlna. Kocyklus musi spliiat’
kocyklickd podmienku, ktord zabezpetuje algebraicki konzistenciu. Uspesnost’ konstrukcie
Casto zavisi nielen od samotného tvaru funkcie y, ale aj od vyberu grupy G, nad ktorou
je definovand. V nasledujucich prikladoch je pouZity rovnaky typ kocyklu, no nad réznymi
grupami — raz nad (Z4, +), kde konStrukcia zlyhava, a ndsledne nad (Z; x Z,,+), kde vedie
k platnej Hadamardovej matici.

Priklad 3.8 (Kocyklickd matica nad grupou (Zg4,+)). Uvazujme cyklicki grupu G = Zy =
{0,1,2,3}. Definujme funkciu ¥ : G x G — {£1} nasledovne:

vixy) = (=1

Tento zdpis znamend, Ze W(x,y) = +1 prave vtedy, ked je celoCiselny sicin xy pérny,
inak y(x,y) = —1.

Preto vypocty pre jednotlivé hodnoty x € Z4 = {0,1,2,3} vyzerajui nasledovne:

Pre x = 0: xy = 0-y = 0 pre vietky y = y(0,y) = +1.

Prex=1:xy=y= y(l,y)=(—1).

Pre x = 2: xy = 2y, ¢o je vZdy parne = y(2,y) = +1.

Pre x =3:xy=3y.Cisla3-0=0,3-1=3,3-2=6,3-3 =9 majii paritu rovnaki ako
y=y(3y)=(-1).

Zostavime teda hodnoty matice H = [y/(x, )]y yez,:
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v(0,0) w(0,1) w(0,2) w(0,3) +1 41 +1 +1
v(2,0) w(2,1) w(2,2) w(23) +1 +1 +1 +1
Skontrolujme ortogonalitu vypoétom HH ' :
4 040
0 404
HH' = 41
40 4 07
0 40 4

Tato matica teda nie je Hadamardova, pretoZe nie je ortogondlna (napr. riadky 0 a 2 sa
identické, rovnako ako riadky 1 a 3). JAN

Priklad 3.9 (Kocyklickd Hadamardova matica nad grupou (Z; X Zy,+)). V tomto priklade
pouZijeme rovnaky tvar kocyklu y(x,y) = (—1)*Y ako v predchddzajicom priklade, avSak
nad inou grupou — konkrétne nad (Z, X Zy,+).

Uvazujme grupu G = (Zy X Z,+) = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Prvky tejto grupy su
usporiadané dvojice (x1,x2), kde x; € {0,1}. Operécia + je definovand ako s¢itanie po zloz-
kach v Z:

x+y=(x1+y1, x2+y2).

Definujme kocyklus:
y(xy) = (=1)",
kde x -y = x1y1 +x2y2 je skaldrny sicin v Z3.

Hodnoty skaldrneho sicinu x -y v Z, su uvedené v nasledujucej tabul’ke:

x\y [(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
00 0 0 0 0
0,1)| 0 1 0 1
(1,o)| 0 0 1 1
(1,1)| 0 1 1 0

Tym ziskame maticu:

+1 +1 +1 +1
+1 -1 +1 -1
+1 +1 -1 -1
+1 -1 -1 +1

H= [l/j(xay)]ﬁﬂyeG =
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Vypoéitajme stcin HH '

HH' = =4I,

o O O B
oS O ~ O
S B~ O O
~ O O O

V tomto pripade vedie rovnaky kocyklus k platnej Hadamardovej matici H, ked’Ze Struk-

tura grupy umoznuje ortogonalitu. A

Pristup uvedeny v Priklade 3.9 moZno zobecnit’ na vysSie rady, ¢im vzniknu tzv. Walsh—Hadamardove
matice. Z. algebraického hl'adiska ide o pripad kocyklickej konstrukcie, kde kone¢nd grupa
je G = (ZX,+) akocyklus y je definovany ako:

v(xy) = (="

kde x,y € Z’é a skaldrny stcin x-y = ):fle x;y; sa pocita v aritmetike pol'a Z,.

Vyslednd matica H = [y/(x,y)] ma rozmery 2X x 2X a spfﬁa ortogonlnu podmienku HH " =
2k, takZe ide 0 Hadamardovu maticu.

Takto vygenerovana matica je identickd s maticou ziskanou pomocou klasickej Sylvestro-
vej rekurzivnej konStrukcie. Obe metddy vedu na td istd maticu — rozdiel spociva v pristupe:
Sylvestrova metdda ju buduje rekurzivne, zatial’ ¢o kocyklickd konstrukcia ju definuje expli-

citne pomocou skaldrneho sucinu v Zé.

Nasledujica implementacia generuje Walsh—Hadamardovu maticu pomocou skalarneho

sucinu nad Z’g, teda kocyklickou metédou pre grupu G = Z’ﬁ:

def scalar_product(x, y):
return sum([a * b for a, b in zip(x, y)1) % 2

Q.
0]
H

generate hadamard_cocycle (k) :
G = list(product ([0, 1], repeat=k))

n len (G
H np.zeros((n, n), dtype=int)

for i, x in enumerate (G):
for j, y in enumerate(G):
dot = scalar_product(x, y)
H[i, j] = 1?**dot
return H

OO0~ DN W =

W N

Kéd 3.11 Generovanie Walsh—-Hadamardovej matice pomocou kocyklu
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Obrazok 3.6 Walsh—-Hadamardova matica Hg4 vytvorend pomocou kocyklu nad Zg.

Vseobecny algoritmus pre generovanie kocyklickych Hadamardovych matic

Proces generovania Hadamardovej matice pomocou kocyklického pristupu mozno zhrnit

do nasledujtcich krokov:

1. Vyber konec¢nej grupy G radu n: Vol'ba grupy G je kI'i¢ovym krokom, ktory ovplyv-
fiuje $truktdru a typy Hadamardovych matic, ktoré mozno ndjst’. Casto sa pouZivaji
abelovské grupy, ako napriklad cyklické grupy Z,, grupy typu ZX, alebo ich priame
stciny. AvSak kocyklické metddy nie si obmedzené len na abelovské grupy; aj ne-
abelovské grupy moézu viest” k novym Hadamardovym maticiam. R4d grupy n musi
byt taky, aby Hadamardova matica rddu n mohla existovat’ (t.j. n =1, n =2 alebo n

delitel'né Styrmi).

2. Generovanie moznych funkcii y : G x G — {£1}: Pri ndvrhu funkcie y : G x G —
{£1} sa zvycajne neprezeraji vSetky mozné kombindcie, ked’Ze ich pocet rastie ex-
ponencidlne. Namiesto toho sa pouzivaju cielenejsie stratégie. Jednou z moznosti je
navrhnit’ algebraicky predpis pre pomocni funkciu f(x,y) a potom definovat’ y(x,y)
ako (—1)/ (%), Takéto funkcie mdzu byt napriklad suciny jednotlivych suradnic alebo
ich jednoduché kombindcie. Inym pristupom je odvodenie funkcie v z inej jedno-

duchej funkcie, priCom sa vyuzivaji vzt'ahy medzi hodnotami pre jednotlivé prvky
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grupy. Niekedy sa hl’adanie obmedzi len na tie funkcie, ktoré vykazujd urcitd pravi-

.....

.....

obmedzenia s heuristickym prehl’addvanim.

3. Overenie podmienky kocykla

Funkcia y sa povazuje za kocyklus, ak pre vSetky x,y,z € G plati:

W(x’y) l//(xy, Z) = l//(x,yz) l//(ya Z)'

4. Zostavenie matice na zaklade kocykla
Matica H = [y(x,y)]xyeG sa vytvord tak, 7e riadky a stipce zodpovedaji prvkom grupy

G. Takto zostavenad matica sa d’alej analyzuje ako kandidat na Hadamardovu maticu.

5. Overenie ortogonality matice
Matica H sa povazuje za Hadamardovu, ak spifla podmienku ortogonality:
HH' =nl,,

t. j. ak su jej riadky navzajom ortogondlne a vSetky prvky patria do mnoZiny {+1}.

Nasledujuci algoritmus ilustruje vycerpavajuci pristup k hl'adaniu kocyklickych Hada-
mardovych matic pomocou enumerdcie vSetkych moZznych bindrnych kocyklickych zobra-
zeni Y : G X G — {£1}, kde G = Z, X Z,. Tento pristup je realizovatel'ny len pre vel'mi
malé grupy, pretoZe pocet vSetkych mozZnych zobrazeni rastie exponencidlne s vel’kost ou

2
grupy (2" pre n = |G)).

| import numpy as np
2from itertools import product
3from utils import is_hadamard_matrix, plot_hadamard

4
5# Define the group Z2 x Z2 = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)%}

6G = list(product ([0, 1], repeat=2))

[n = len (G

o# G -> {-1, +1%}

10 def generate_all_maps(G):

11 domain = list(product(G, G)) # G x G

12 for values in product([-1, 1], repeat=len(domain)):
13 psi = dict(zip(domain, values))

14 yield psi

%2# Check the cocycle condition

17 def is_cocycle(psi, G):

18 for % in G;

19 or ¥ in G:

20 or z in Gy

31 X2 Uxfo] - yIoD), x[1) = y[1)  # group

operation:

22 yz = ((y[ol =~ z[0ol), (y[1]l -~ z[1]))
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23 Xyz T ((x[0] ~ y[0] =~ z[0]), (x[1] -~ y[1] - =z
24 lhs = psil[(x, y)] * psil(xy, z)]

25 rhs = psil(x, yz)] * psil(y, z)]

26 if 1lhs != IES'

27 return False

28 return True

30 # Build matrix H = [psi(x, y)l
31 def build_matrix(psi, G):

32 H = np.zeros((n, n), dtype=int)

33 for i, x in enumerate(Gg:

34 for j, y in enumerate(G):

35 H{i, j] = psil(x, y)I

39 return H

33# Main loop

39 count = 0

40 for psi in generate_all_maps(G):

41 if is_cocycle(psi, G):

42 H = build_matrix(psi, G)

43 if is_hadamard_matrix(H):

44 plot_hadamard(H, filename=f"cocycle_bruteforce{
count+1}.png")

45 count += 1
46 print (£"\nTotal found: {countl}")

Kéd 3.12 Generovanie kocyklickych Hadamardovych matic pre G = Z; x Z, hrubou silou.

Tento kéd nasiel vSetky kocyklické Hadamardove matice nad grupou Z, x Z,. Celkovy
po&et prehl’adanych zobrazeni bol 2!® = 65536, ¢o je zvladnutel'né pomocou beZného podi-
taCa. Ziskané matice boli automaticky uloZené ako obréazky, ¢im je moZné vizudlne porovnat’

ich Struktiru.

ol gl

Obrazok 3.7 Kocyklické Hadamardove matice radu n = 4 generované hrubou silou nad
grupou Zp X Zj.

Pre vicsie grupy (napr. Z%) v§ak potet moznych zobrazenf rastie na 2%, ¢o je vypoctovo
netnosné. Preto sa pri hI’adani Hadamardovych matic pre vysSie rady vyuZivaju algebraické
obmedzenia, heuristiky alebo Specidlne konStrukéné schémy namiesto hrubého prehl’addva-

nia celého priestoru.

Kocyklové Hadamardove matice dnes predstavuju najvSeobecnejsi a najvykonnejs$i zndmy

matematicky aparat pre konstrukciu ortogonalnych +1-matic. Na rozdiel od klasickych kon-
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Strukcii, ktoré su Casto obmedzené na urcité triedy rozmerov alebo algebraické podmienky
(napr. mocniny dvojky ¢i prvocisla ur€itého typu), kocyklové pristupy umoziuji generovat’
Hadamardove matice pre Siroké spektrum radov, vratane tych, pre ktoré doteraz neexistovali
zname explicitné konStrukcie [19].

Okrem Ccisto teoretickej hodnoty majui kocyklové Hadamardove matice praktické vyuZzitie
v rOznych oblastiach, ako su digitdlna signalizcia, radarové kody, experimentdlny dizajn,
chybovo odolné kédy, kvantové algoritmy, tedria grafov ¢i spektroskopia. V databazach zna-
mych Hadamardovych matic mozno ndjst’ stovky novych matic ziskanych prave pomocou
kocyklickych metdd, pricom mnohé z nich sa nepodarilo odvodit’ inymi spo6sobmi. Samotna
uloha generovania kocykla je algoritmicky zvladnutel'nd a dobre paralelizovatel na. Prave na
tento ucel vznikli nastroje ako Coca [20], ktoré umoZzniuju automatizované vyhl’addvanie a

klasifikdciu kocyklickych Hadamardovych matic.
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4 SUCASNY STAV VYSKUMU HADAMARDOVE]J DOMNIENKY

Napriek Sirokej skdle zndmych konStrukénych metdd nie je zatial zndma univerzdlna me-
téda, ktord by dokdzala generovat Hadamardove matice pre vSetky ndsobky Styroch, t.j. pre
vSetky n = 4k. Téato skutocnost’ je jednym z hlavnych dévodov, pre€o Hadamardova do-
mnienka zostdva dodnes nevyrieSend. Této kapitola primarne Cerpa zo zdrojov [11], [10] a
[4].

Rd&zne konstrukéné metédy maji svoje prirodzené limity, ktoré brania ich uplatneniu pre

vSetky hodnoty k. Medzi najddlezZitejSie obmedzenia patria:

* Paleyho metédy su zavislé od existencie kone¢nych poli F, s ¢ =3 (mod 4) alebo

g =1 (mod 4) a neposkytuju pokrytie vietkych k.

» Williamsonove konStrukcie neexistuju pre niektoré konkrétne hodnoty &, napriklad

k = 35,47,53,59.

* Turynove metddy su limitované existenciou Specidlnych postupnosti (napr. Golayo-

vych, T-sekvencii), ktoré neexistuju pre vSetky rozmery.

Pri vypoctovej konStrukcii Hadamardovych matic nardZame na tzv. kombinatorickii explo-

. - . g . An? % N o i ‘b
ziu. PoCet +1 matic vel'’kosti n X n je 2", €o robi Uplné prehl’addvanie neuskutoCnitel' nym
uz pri stredne vel'’kych n. NavySe, ani algebraické metddy nie su schopné generovat’ rieSenia

pre vSetky pripady, ked’Ze:

* klasifikdcia vSetkych neekvivalentnych Hadamardovych matic je zndma len pre n <

32,

* neexistencia vhodnych ,,stavebnych blokov* (napr. Williamsonovych postupnosti) zne-

moZiuje aplikdciu mnohych metdd,
* Struktirne obmedzenia limitujui pouZitel'nost’ jednoduchych konStrukcii.
Z tabul'ky 4.1 vyplyva, Ze pre vSetky hodnoty n < 40 delitel'né Styrmi existuji Hadamar-

dove matice, pricom pocet neekvivalentnych rieSeni rychlo narastd so zvySujicim sa rddom.

Napriklad pre n = 32 je zndmych viac nez 13 miliénov neekvivalentnych matic.
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Rad n | Typ | Existuje H,? | Pocet neekvivalentnych

1 1 Ano 1

2 2 Ano 1

4 4k Ano 1

8 4k Ano 1

12 Ak Ano 1

16 Ak Ano 5
20 Ak Ano 3
24 4k Ano 60
28 4k Ano 487

32 4k Ano 13710027
36 4k Ano neudplne zndme

Tabulka 4.1 Prehl’ad zndmych Hadamardovych matic pre n <40 (an=1,2)

Rad n | Faktor k£ Vlastnosti k
668 167 Prvocislo =3 (mod 4)
716 179 Prvocislo
892 223 Prvocislo
1132 283 Prvocislo
1244 311 Prvodislo
1388 347 Prvodislo
1436 359 Prvocislo
1676 419 Prvocislo
1772 443 Prvocislo
1916 479 Prvocislo
1948 487 Prvodislo
1964 491 Prvocislo

Tabulka 4.2 Zoznam nezndmych rddov n = 4k pre n < 2000

Naopak, tabul'ka 4.2 uvadza vybrané hodnoty n = 4k < 2000, pre ktoré doposial’ neboli
Hadamardove matice konStruované. Pozoruhodnym javom je, Ze vSetky uvedené hodnoty k
su prvocisla. Toto moZe naznaCovat’, Ze prvociselnd povaha k (alebo jeho faktorizdcia na
vel'ké prvocisla) je faktorom obtiaZnosti, najmi pre metédy zaloZzené na Williamsonovych
maticiach alebo doplnkovych diferencnych mnoZinach, ktoré vyzZaduji konstrukciu objek-
tov rddu k. Ak k je vel'ké prvocislo, moZnosti pre algebraické manipuldcie a rozklady su

obmedzenejsie.

* klasické algebraické konStrukcie (napr. Williamsonova, Paleyho) zlyhavaju, pretoze
vyZzaduju rozklad k alebo Specifické aritmetické vlastnosti (napr. existencia kvadratic-

kych zvyskov),
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i i v g ,y 2
* vypoltové hI'adanie je extrémne naro¢né, ked’ Ze prehl’adavanie priestoru 28 moZnosti

je prakticky nemoZzné pre také vel’ké hodnoty,

* chybaji zndme sekvencie, diferencné mnoZiny alebo ortogondlne Struktiry poZadova-

nej vel'kosti.

Skutoc¢nost’, Ze rady ako 668 zostavajui nevyrieSené napriek desat’'ro¢iam vyskumu a po-
kroku vo vypoctovej technike ukazuje na hibku a zloZitost’ Hadamardovej domnienky. Ne-
znamena to nevyhnutne, Ze matice tychto rddov neexistuju, ale skor to, Ze leZia mimo dosahu
sucasnych konStrukénych a vypoctovych paradigiem. VyrieSenie existencie pre rad 668 by
pravdepodobne vyzadovalo novy teoreticky prielom alebo vyrazne vykonnejSie vypoctové

stratégie. Hlavné problémy pre rad n = 668 = 4 x 167:

* Prvociselny faktor k = 167: Ako bolo uvedené, 167 je prvocislo. Mnoho Standardnych
konstrukcii, ako je Williamsonova metdda, vyzaduje existenciu Styroch Williamsono-
vych matic rddu k = 167. Hl'adanie takychto matic pre prvociselné rady je notoricky
t'azké. Williamsonove matice neexistuju pre niektoré prvocisla, napriklad 47, 53, 59.

Nie je zndme, ¢i existuju pre k = 167 [18].

* Nevhodné modulo: Prvoéislo 167 =3 (mod 4). Paleyho konstrukcia typu I by mohla
byt relevantna pre g = 167, Co by viedlo k Higg, ale nie priamo k Hi47 (ktord by bola

stavebnym blokom) [18].

* Obmedzenia metéd zaloZenych na postupnostiach: Goethals-Seidelova metéda by
vyzadovala existenciu vhodnych postupnosti (napr. 7-postupnosti alebo doplnkovych

diferenénych mnozin) dizky 167.

* Vypoctova narocnost’: Priame prehl’addavanie vSetkych 41 matic rddu 668 je prak-
ticky nemozné (26682 moznosti). Aj keby sa hI’adanie ziZilo na Williamsonove postup-

nosti dizky 167, potet moZnosti je stile astronomicky (24> 167

pre bindrne postupnosti,
o nie¢o menej pre 1 symetrické postupnosti). Sicasné heuristické metddy zatial’ ne-

priniesli vysledok pre k = 167.

Z tychto dovodov sa zda, Ze tieto problematické rady prekracuju sicasny vypoctovy ho-
rizont. Pokrok si pravdepodobne vyziada bud’ nové algebraické konstrukcie, alebo nové pa-

radigmy vypoctového prehl’addvania.
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4.1 Nedavno skonStruované rady

Napriek pretrvavajicim vyzvam sa v poslednych desat’ ro¢iach podarilo skonsStruovat’ Hada-

mardove matice pre niekol’ko predtym otvorenych radov:

* Hadamardova matica radu 428: Skonstruovand v roku 2005 H. Kharaghanim a B.
Tayfeh-Rezaiem [21]. Dovtedy bol n = 428 najmensim nezndamym radom. Jeho vyrie-

Senie posunulo hranicu najmenSieho nezndmeho radu na 668.

+ Hadamardove matice radov 1004 a 2524: V roku 2014 Dragomir Z. Pokovi¢, Oleg
Golubitsky a Ilias S. Kotsireas [22] publikovali konStrukcie pre tieto rady. PouZili
Goethals-Seidelovo pole a vhodné doplnkové diferencné mnoZiny (SDS) nad cyklic-

kou grupou.

« Sikmé Hadamardove matice radov 956 a 1324: V roku 2016 Dragomir Z. Pokovi¢
a Ilias S. Kotsireas [23] skonStruovali prvé zndme Hadamardove matice tychto radov.
Pouzili cyklické diferencné rodiny (v;ki,kp,k3;A) pre prvocislav =3 (mod 4) a kom-
binovali ich s Paley-Toddovymi diferencnymi mnoZinami. Tymto spdsobom vytvorili

Hadamardove matice rddu 4 - 239 =956 a 4 - 331 = 1324.

Tieto uspechy zdoraziiuji doleZitost’ spojenia medzi teoretickym vyvojom a vypoctovymi

schopnost’ami. Kazdy novy skon$truovany rad je vysledkom Specializovaného pristupu.
4.2 Stratégie prehl’adavania

Pri rddoch n > 100 je uplné prehl’adanie priestoru vSetkych 41 matic neredlne. Preto sa

pouzivaju inteligentné vypoctové stratégie:

* Heuristické a metaheuristické metédy: HI’adaju (takmer) optimdlne rieSenia bez za-

ruky globalneho optima.

* Genetické algoritmy: Populdcia matic sa iterativne vylepSuje pomocou kriZenia a mu-
tacii. Fitness funkcia hodnoti mieru ortogonality. GPU-akcelerované verzie umoZziuju

pracu s tisickami matic naraz.

* Optimaliza¢né pristupy: Hl'adanie Hadamardovych matic mozno formulovat’ ako
optimalizaény problém, kde ciel'om je ndjst maticu, ktord ¢o najviac spiiia pozado-

vané ortogondlne vlastnosti. RieSenie sa hl’ad4 minimalizaciou alebo maximalizaciou
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vhodne zvolenej ciel ovej funkcie v rdmci definovaného mnozinového alebo algebraic-

kého priestoru.

* Geometrické prehl’adavanie: Pri ndhodnom vynulovani niektorych prvkov Hada-
mardovej matice je mozné ich doplnit’ spat’. Tato metéda bola pouzitd na hl’adanie

symetrickych matic Hy¢ a inych.

* Prehl’adavanie Specifickych Struktar: Zameriava sa na konkrétne algebraické bloky

ako Williamsonove postupnosti, T-postupnosti a SDS, ¢im sa zniZuje priestor rieSeni.

* Distribuované vypocty: Vyuzivaju paralelné vypoctové siete a boli nasadené napr. pri

prehl’adavani Williamsonovych matic pre n = 100 az 148 [24].

» Kvantové algoritmy: Predpoklada sa, Ze v budicnosti mdzu pomdct’ pri prehl’adavani

vel'kych priestorov rieSeni, hoci zatial’ ide o teoreticky pristup.

Uspech vypoctovych metdd zdvisi od schopnosti navrhniit’ efektivne heuristiky alebo zii-

Zit' priestor rieSeni pomocou silnych algebraickych obmedzeni.
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5 APLIKACIE HADAMARDOVYCH MATIC

Hadamardove matice st zndme svojou jednoduchou Struktirou a silnymi matematickymi
vlastnost’ami, najmi ortogonalitou. T4to vlastnost’” znamend, Ze jednotlivé riadky (alebo
stfpce) matice sa navzdjom nerusia, o je vyhodné v r6znych technickych aplikécidch.
Vd'aka tomu sa Hadamardove matice vyuzivaju v Sirokom spektre oblasti: od digitdlnej
komunikécie a kddovania dat, cez pldnovanie experimentov, aZ po moderné technolégie ako

kvantové vypocty. Této kapitola je prehl’ad vybranych aplikacnych oblasti.
5.1 Koédovanie a komunikacné systémy

Pri prenose digitdlnych informécii cez rozne komunikacné kandly, ako su radiové viny, op-
tické kable alebo dokonca vesmirny priestor, mdze dojst’ k chybam. Tieto chyby su spo-
sobené Sumom, rusenim alebo inymi nedokonalost’ami prenosového média. Kédovanie s
opravou chyb (Error Correction Coding — ECC) je technika, ktoré priddava k pdvodnej sprave
redundantné informécie takym spdsobom, aby bolo moZné na strane prijimaca tieto chyby

nielen detegovat’, ale aj opravit’, ¢im sa zabezpeci spol’ahlivy prenos.
5.2 Hadamardove kody

Hadamardove kody sa Specidlnym typom linedrnych blokovych kédov, ktoré sa dajd priamo
odvodit’ z Hadamardovych matic. Kédové slovd Hadamardovho kédu su tvorené riadkami
prislusnej Hadamardovej matice H. Niekedy sa do sady kédovych slov zahfiiaji aj riadky
matice —H (t.J. povodné riadky s opacnymi znamienkami vSetkych prvkov). Pre pouzitie v
bindrnych systémoch sa prvky +1 a —1 Hadamardovej matice mapuji na binarne hodnoty 0

a 1. Bezné mapovanie je +1 — 0a —1 — 1, alebo naopak.

Parametre Hadamardovho kédu odvodeného z Hadamardovej matice rddu n (kde n = 2*

pre matice Sylvesterovho typu) su nasledovné:
« Dizka kédového slova (n): Je rovna radu Hadamardovej matice.

* Pocet kédovych slov: Ak sa pouziju len riadky matice H, je to n. Ak sa pouziji riadky

H aj —H (tzv. rozsireny Hadamardov kéd), je to 2n.

« Dizka pévodnej spravy (dimenzia kédu, k): Pre n kédovych slov je to k = log,(n).

Pre roz§ireny k6d s 2n slovami je to X' = log,(2n) = k+ 1.
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* Minimalna Hammingova vzdialenost’ (d): Pre Hadamardove kédy je d = n/2. Této
vel'kd vzdialenost’ je dosledkom ortogonality riadkov — kazdy par roznych riadkov sa

1i8i v presne n/2 poziciach.

Schopnost’ kddu opravovat’ chyby zavisi od jeho minimalnej Hammingovej vzdiale-

nosti. Kéd s minimdlnou vzdialenost'ou d dokaZze zaruCene opravit’ az

P d—1
L2
chyb v jednom kédovom slove. Pre Hadamardove kédy to znamend schopnost’ opravit’
n/2—1
2
chyb. Napriklad Hadamardov kéd odvodeny z matice H3, (rdd n = 32) m4 minimalnu Ham-

mingovu vzdialenost’ d = 32/2 = 16. Takyto kéd dokédze opravit’ az
. 16—-1| 7
= 5 =
chyb. Prave takyto kéd vyuzila NASA na prenos obrazkov Marsu z vesmirnej sondy Mari-
ner 9 v roku 1971 [25], ¢o demonStruje praktickd hodnotu a robustnost’ tychto kédov aj v

extrémne ndroénych podmienkach s vysokou mierou Sumu.

Hadamardove kddy, najmi tie odvodené zo Sylvesterovych matic, maju sice vel'kd mini-
malnu Hammingovu vzdialenost’, ¢o im ddva skveld schopnost’ opravovat’ chyby, no platia
za to nizSou informacnou mierou. Informacna miera kédu, definovand ako pomer dlzky po-

vodnej spravy k dizke kédového slova,

)

k  log,(n)
n n
je pre Hadamardove kody relativne nizka a s rasticim n klesa. To znamend, Ze priddvaju

zna¢né mnozstvo redundancie.

Napriklad:
e pre n =32 je k=5 amiera je 5 ~ 0,156,
* pre n =256 je k = 8 a miera je 5o ~ 0,031.
Vel’'k4 Cast’ prendSanych bitov je teda redundantnd. Z tohto dovodu si Hadamardove kody

obzvlast’ vhodné pre vel'mi zaSumené komunikacné kandly, kde je spol’ahlivost’ prenosu

kritickejSia ako jeho efektivita — presne ako v pripade spominanej vesmirnej komunikdcie.

Priklad 5.1. Pre ilustraciu principu kédovania a opravy chyb pomocou Hadamardovho kédu
pouZijeme maticu Hg (pozri Obr. 3.1). T4to matica mé rdd n = 8, takZe kéd bude mat’ dizku
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kédového slova 8. Pocet kodovych slov bude 8 (ak pouZijeme len riadky Hg), ¢o znamen4, Ze
moZeme zakddovat’ k = log,(8) = 3 bity informacie. Minimdlna Hammingova vzdialenost’
je d =n/2 = 4. Takyto kéd dokdZe opravit' t = | 451 | =1 chybu.

1. Vyber Hadamardovej matice a kédovych slov.
Pouzijeme Sylvesterovu Hadamardovu maticu Hg rddu n = 8. Pre ucely binarneho

kédovania mapujeme jej prvky podl’a konvencie:

+1—=0, —-1-—1

Takto upravené bindrne riadky matice Hg budu slizit” ako nase kédové slova. Kazdému

3-bitovému vstupu (sprave) priradime jeden riadok matice podl'a jeho indexu.

Informaény vektor u | Kédové slovo E (u)
000 00000000
001 01010101
010 00110011
011 01100110
100 00001111
101 01011010
110 00111100
111 01101001

Tabulka 5.1 Hadamardov kéd (8, 3)

Poznamka: Kédové slova v tabul’ke si odvodené priamo z riadkov matice Hg po bina-
rizdcii. Pre konzistentnost’ v d’alSom texte budeme pouzivat’ napr. E(101) =(0,1,0,1,1,0,1,0)
aE(110) = (0,0,1,1,1,1,0,0) ako referencné pripady.

Poznamka: V praxi sa Hadamardove kédy Casto generuji pomocou skaldrnych sici-
nov modulo 2 medzi vstupnym vektorom x a vietkymi binarnymi vektormi z; € {0, 1}*

v lexikografickom poradi. Vysledné kédové slovo mé tvar:
E(x)=(z0-x, 21°X, ..., Zp—1-x) mod 2,

kde n = 2K je dizka kédového slova. Tento vypocet je vyhodny z hl'adiska efektiv-
nej implementécie, pretoZe nevyZzaduje uchovavanie celej Hadamardovej matice. Oba

pristupy si matematicky ekvivalentné.

2. Koédovanie spravy.
Povedzme, Ze chceme odoslat’ 3-bitovi spravu "101". Podl'a konStrukcie vysSie je
kodové slovo pre "101":
c¢=(0,1,0,1,1,0,1,0)
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3. Prenos a vznik chyby.
Predpokladajme, Ze pocas prenosu dojde k jednej chybe — treti bit sa zmeni z O na 1.
Prijaté chybné slovo je:
r=(0,1,1,1,1,0,1,0)

4. Dekodovanie (metéda najblizsieho suseda).
Na strane prijimaca porovname prijaté slovo r so vSetkymi 8 platnymi kédovymi slo-
vami z tabul’ky a vypocitame Hammingovu vzdialenost’ (pocet bitov, v ktorych sa
liSia). Napriklad:

d(r,E(000)) = d((01111010), (00000000)) = 5
d(r,E(001)) = d((01111010), (01010101)) = 3

d(r,E(101)) = d((01111010),(01011010)) = 1

5. Oprava chyby.
Kédové slovo, ktoré ma najmensiu Hammingovu vzdialenost’ od prijatého slova r, je
E(101) = (0,1,0,1,1,0,1,0) s hodnotou 1. Ked’Ze k6d dokdze opravit’ t = 1 chybu,
dekodér urci, ze povodne bolo odoslané toto kédové slovo. Tym sa treti bit opravi (1

— 0) a obnovi sa povodnd sprava "101".

Poznamka: Vzhl’adom na minimalnu Hammingovu vzdialenost’ d = 4 je Hadamar-
dov kéd schopny zarucene detegovat’ az d — 1 = 3 chyby v jednom kédovom slove.
To znamend, Ze ak sa pocas prenosu zmenia najviac tri bity, dekodér vzdy rozpoznd,
Ze prijaté slovo nepatri medzi platné kddové slova (nebude existovat’ Ziadne s Ham-
mingovou vzdialenost'ou nula). V pripade viacerych ako jednej chyby vSak dekodér
nemusi urcit’ pdvodné slovo jednoznacne — zabezpecend je len detekcia chyby, nie jej

korekcia.

Tento priklad ndzorne ukazuje, ako ortogonalita Hadamardovej matice vedie k vel'kej
Hammingovej vzdialenosti medzi kédovymi slovami, ¢o umozZiuje detekciu a opravu chyb

vzniknutych pocas prenosu.
5.3 Walshove matice a ich vyuzitie v CDMA

Walshova matica je usporiadand Hadamardova matica, ktorej riadky su zoradené podl’a tzv.
sekvencného poradia (sequency ordering) — teda podl'a poctu prechodov medzi hodnotami
+1 a —1 v kazdom riadku. V pripade, Ze dva alebo viaceré riadky maji rovnaky pocet pre-

chodov, poradie medzi nimi nie je jednoznacne uréené a mdze byt’ stanovené napriklad po-
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mocou lexikografického poradia. Riadky Walshovej matice si navzdjom ortogondlne, vd’ aka

¢omu mdzu byt pouZzité ako rozprestieracie kody v komunikacnych systémoch.

Walshove matice sa najcastejSie generuji zo Sylvesterovych Hadamardovych matic a né-

sledne sa ich riadky zoradia podl’a poc¢tu znamienkovych zmien.

-.= e .i-|= : ..=.r:'

ot - :'_. i

(a) Hadamardova matica Hzp (b) Walshova matica W3,

Obrazok 5.1 Porovnanie Hadamardovej a Walshovej matice radu 32.

Walshove funkcie, teda riadky Walshovej matice, sa vyuZivaji najmi v systémoch typu
Code Division Multiple Access (CDMA) [26]. V takychto systémoch vSetci pouZivatelia
prenédsaju data naraz cez rovnaké frekvencné pasmo a Casovy interval, ale kazdy s pouzitim
iného Walshovho kédu. Vd’aka ortogonalite tychto kédov sa da signél konkrétneho pouzi-
vatel’a z prijatého signdlu extrahovat’ pomocou korelécie, priCom sa minimalizuje vzdjomné

ruSenie medzi pouZivatel'mi (tzv. multiple access interference).

Walshove matice si obzvlast’ vyhodné na downlinku (vysielanie zo zdkladiiovej stanice),
kde je moZné zabezpecit' synchroniziciu signdlov. Riadky Walshovej matice s nizkym po-
¢tom prechodov st energeticky menej ndrocné a menej nachylné na ruSenie, a preto sa Casto

pridel’uji pouzivatel’om so slabsim signdlom.
5.4 Experimentalny dizajn

Hadamardove matice sa v experimentdlnom dizajne vyuZivajui na tvorbu ortogonélnych pla-
nov, v ktorych mozno presne a nezdvisle odhadnit’ G¢inky viacerych faktorov pri malom

pocte experimentov.
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Pri dvojdroviiovych faktoroch (napr. zapnuté/vypnuté, nizka/vysoka teplota) sa jednotlivé
urovne Casto reprezentujui ako +1 a —1. Experimentalny plan je potom tvoreny maticou X,
kde kazdy stfpec zodpovedd jednému faktoru a kazdy riadok predstavuje konkrétnu kombi-

ndciu nastaveni vo vykonanom experimente.

Ak su stipce tejto matice navzdjom ortogondlne, t. j. X ' X = nl (kde n je pocet riadkov a
I jednotkovd matica), znamend to, Ze medzi faktormi nie je Ziadna linedrna zavislost’. Orto-
gonalita zabezpecuje, Ze tcinok kazdého faktora mozno odhadnit’ nezavisle od ostatnych,

¢o vyrazne zjednodusuje Statistické vyhodnotenie vysledkov.

V linedrnom modeli
Y =Bo+Pixi+ -+ Pk + €,
kde Y je vektor meranych hodnot a € ndhodnd chyba, mozno odhady parametrov f3; vypo-
¢itat pomocou metédy najmensich Stvorcov. V pripade ortogondlneho dizajnu ma rieSenie
jednoduchy tvar:
B=x"x)"'xTy = %XTY.

To znamend, Ze kazdy koeficient 3,~ zévisi len od zodpovedajuceho faktora x;, nie od ostat-
nych, ¢o eliminuje problém multikolinearity a zvySuje spol’ahlivost’ modelu.

Hadamardove matice, po odstraneni prvého (konstantného) stipca, sa pouZivaji ako ex-
perimentdlne plany s n pokusmi pre n — 1 dvojuroviiovych faktorov [27].
Priklad 5.2. UvaZujme Hadamardovu maticu Hg vel'kosti 8 x 8, ktord spliia podmienku
HH" = 813. Odstréanenim prvého stipca (ktory obsahuje samé +1) ziskame dizajnovii maticu

so7 stfpcami, ktora sa da pouzit’ ako plan pre experiment so 7 dvojuroviiovymi faktormi a 8

experimentalnymi jednotkami.

Experiment | I F, F3 F, F5 F F

1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
+1 -1 +1 -1 +1 -1 +1
+1 +1 -1 -1 +1 +1 -1
+1 -1 -1 +1 +1 -1 -1
+1 +1 +1 -1 -1 -1
+1 -1 +1 -1 -1 +1 -1
+1 +1 -1 -1 -1 -1 +1
+1 -1 -1 +1 -1 +1 +1

eI N B Y R A \°)
+
—

Tabulka 5.2 Hadamardov dizajn Hg pre 7 faktorov

V tomto priklade mdzeme faktory interpretovat’ napriklad nasledovne:
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* Fy: typ pouZzitého materidlu (A/B),
* F,: teplota (nizka/vysokd),

* F3: doba ohrevu (kratka/dlhd),

» Fj: tlak (nizky/vysoky),

e Fs: chladenie (ano/nie),

* Fg: druh katalyzatora (I/II),

F7: rychlost’ mieSania (pomald/rychla).

Matica Hg moZe byt zostrojend napriklad pomocou Sylvestrovej rekurzivnej konStruk-
cie. Kazdy riadok zodpovedd jednému konkrétnemu experimentdlnemu nastaveniu, kde +1
oznacuje vysSiu uroven (napr. vySSiu teplotu, pritomnost’ chladenia), a —1 niZSiu troven.
Vysledkom experimentu je zvyCajne meranie nejakej odozvy (napr. vyt'azok reakcie, pev-

nost’ materidlu, presnost’ zariadenia). AN

Vyhodou tohto pldnu je, Ze aj napriek tomu, Ze testujeme az 7 faktorov, postacuje len 8
merani. VSetky stfpce su navzdjom ortogondlne, takze vplyv kazdého faktora na vystup sa d4
odhadnut’ nezdvisle od ostatnych. Takyto pldn je vhodny najmi v poCiato¢nej faze vyskumu,

ked’ sa hl'ad4, ktoré faktory maji vyznamny vplyv na vysledok [28].
5.5 Kvantové vypocty

Kvantové pocitace predstavujui dplne novy spdsob vypoctu, ktory vyuZiva zdkony kvantovej
fyziky. Na rozdiel od klasickych bitov, ktoré m6Zu byt iba v stave O alebo 1, kvantové
bity — tzv. qubity — mdZzu byt v superpozicii oboch stavov naraz. To znamend, Ze mdzu

b 13

,predstavovat'*“ 0 aj 1 zaroven, ¢o umoziuje riesit’ niektoré problémy ovel’a rychlejsie ako
klasické pocitace.

V kvantovej informatike sa na oznacCenie stavov qubitov pouziva tzv. Diracova notdcia.
Napriklad vyraz |0) oznaluje stav qubitu, ktory zodpoveda4 klasickej logickej nule, a |1) stav
zodpovedajuci jednotke. Ide o tzv. vypoctovi bazu. Kvantovy systém vSak mdZze existovat
aj v superpozicii tychto stavov — napriklad stav |+) = %(\m +11)) predstavuje rovnomernd
kombindciu oboch bazovych stavov. Podobne stav |—) = \%(|0) —|1)) je tieZ superpozicia,
ale s opaénym znamienkom pri |1). Tieto stavy |+) a |—) tvoria tzv. diagondlnu bazu (alebo

X-bazu), ktord je ortogondlna k vypoctovej baze a Casto sa pouziva napriklad v kvantove;j

kryptografii.
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5.5.1 Hadamardova brana: Kvantova minca

Zakladnym néstrojom kvantového vypoctu je tzv. Hadamardova brdna. 1de o operdciu, ktora
qubit v klasickom stave (napr. 0 alebo 1) prevedie do superpozicie. Funguje podobne ako hod

mincou — vysledkom je rovnomernd zmes 0 a 1. V maticovej reprezentacii maju tieto stavy

tvar:
1 0
10) = 1) =
0 1
Hadamardova brana zapisuje ako matica i
" 1 |1 1
V2 [1 -1

Priklad 5.3 (Aplikacia Hadamardovej brany na zdkladné stavy). Uvazujme dva zdkladné
stavy qubitu: |0) a |1). 1. Aplikacia na stav |0):

o L[t T ]
|>_ﬁl—l ol v2|1

2. Aplikacia na stav |1):

1|1 17110 1|1 1
Hlt = L _1] H -5 H =17 = (0 ~11)

Oba vysledné stavy |+) a |—) st tzv. superpozicie — kvantové stavy, ktoré predstavuji ne-

=) = —=(0) +11)

urdity vysledok merania: s pravdepodobnost’ou 50 % zmeriate |0) a s pravdepodobnost’ ou
50 % |1).

Poznamka: V kvantovych vypoctoch sa priamo pouziva len Hadamardova matica radu 2 (t..
H,), pretoze Hadamardova bréna je jednoqubitova operdcia. Hadamardove matice vysSich
rddov (napr. Hy, Hg) vznikaji ako Kroneckerov sicin viacerych H, ak sa tito brana aplikuje

na viacero qubitov sucasne.

Schopnost’ vytvarat' superpozicie je zdkladom mnohych kvantovych algoritmov. Ak sa
Hadamardova brana aplikuje na kazdy qubit v kvantovom registri (napr. 3 qubity), vytvori sa
superpozicia vSetkych moZnych kombin4cii bitov (napr. 000, 001, ..., 111). Kvantovy pocitac
potom modZe naraz pracovat’ so vSetkymi tymito stavmi, €o sa nazyva kvantovy paralelizmus.

Tento princip je vyuzity v kvantovych algoritmoch, ako je Groverovo kvantové vyhl’add-

vanie alebo kvantovd Fourierova transformdcia, ktoré pontkaju rychlosti nepredstavitel' né
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pre klasické stroje.

Hadamardova brana je ako kvantova verzia hodu mincou — vytvdra neurcitost’, ktord

umoZziuje kvantovym pocitacom robit’ vypocty paralelne a bezpecne kédovat’ informécie.
5.6 Strucny prehPad d’alSich oblasti

Okrem vysSie uvedenych hlavnych oblasti nachddzaji Hadamardove matice uplatnenie aj v

d’alsich Specializovanych poliach:

Kryptografia. Vlastnosti Hadamardovych matic boli skiimané pre ich potencidlne vyuZi-
tie v roznych kryptografickych schémach. Niektoré ndvrhy vychddzajui z tedrie kddovania —
napriklad McElieceov kryptosystém [29], ktory mdze vyuzivat’ kédy odvodené z Hadamar-

dovych matic.

Spektroskopia. V Hadamardovej transformacnej spektroskopii sa pouZivajui Specidlne na-
vrhnuté masky, ktorych vzory si odvodené z riadkov Hadamardovej matice. Tieto masky
umoZziuju sucasné meranie viacerych spektralnych zloziek signdlu namiesto tradi¢ného sek-
venéného skenovania jednotlivych frekvencii alebo vinovych diZok. Tento pristup, zndmy
ako multiplexnd metdda, vedie k vyznamnému zlepSeniu pomeru signdlu k Sumu — tzv. Fell-

gettova vyhoda [30].

Kombinatorika. Stidium Hadamardovych matic tvori vyznamnu stcast kombinatoriky.
Ich existencia a konsStrukcia su dzko prepojené s d’alSimi kombinatorickymi objektmi, ako
su symetrické blokové dizajny (SBIBD), konferenéné matice a ortogondlne dizajny [11].
Zv1astnu pozornost’ si zasluhuje ich vzt'ah k tzv. konferenénym maticiam, ktoré slizia ako
zéklad pri generovani urcitych typov Hadamardovych matic, a tieZ k ortogondlnym dizaj-

nom, ktoré umoznuju tvorbu Hadamardovych matic s vys$sim stupiiom symetrie.
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ZAVER

Hadamardove matice, napriek svojej jednoduchej definicii zaloZenej na prvkoch +1 a -1 a
vzdjomnej ortogonalite riadkov, maju doleziti ulohu v mnohych oblastiach matematiky a
techniky. Ich jednoduchost’ ide ruka v ruke s prekvapivou silou vyuZzitia v r6znych aplika-
ciach. V tedrii kddovania pomdhajui pri navrhovani kédov, ktoré dokdzu odhalit’ a opravit’
chyby pocas prenosu dét. Pri spracovani signdlov sa pouzivaji na transformdciu a dpravu
udajov tak, aby boli lepSie Citatel' né ¢i ispornejSie uloZené. V experimentalnom vyskume na-
pomdhajui navrhovat’ merania tak, aby sme z nich ziskali ¢o najviac informécii s ¢o najmen-
$im poctom pokusov. A v kvantovom vypoctovom modeli tvoria zdklad mnohych operécii,
ktorymi sa vytvaraju stavy umoziujice paralelné vypocty. To, Co spdja vSetky tieto oblasti, je
schopnost’ Hadamardovych matic ,,rozloZit’* informéciu tak, Ze sa jednotlivé Casti navzdjom
neovplyviluju — ¢i uz ide o signdly, merania, alebo kvantové stavy.

Taziskom tejto price bola otdzka existencie Hadamardovych matic pre rézne hodnoty
rddu n a prehl'ad konstrukénych metdd, ktoré ich dokdzu generovat’. Této otdzka sivisi s
tzv. Hadamardovou domnienkou, podl'a ktorej existuje Hadamardova matica prave vtedy,
ked’ jej rozmer n je 1, 2 alebo je ndsobkom Styroch. Napriek tomu, Ze tito podmienka je
nutnd, jej dostatoCnost’ zostdva otvorenou otdzkou, a prave konStrukéné metddy predstavuji
hlavny néstroj, ako sa k jej vyrieSeniu pribliZit'.

V préci boli predstavené rozlicné konsStrukéné metddy, pricom kazdd z nich priniesla
nové pohl’ady na to, ako mozno Hadamardove matice vytvarat’ pre Coraz vyssie rady. Tieto
pristupy zaroven rozsiruju celkové chapanie Struktur, ktoré za existenciou Hadamardovych
matic stoja. Ked’Ze neexistuje jednotnd ani univerzdlna metdda, ktord by pokryvala vSetky
pripady n = 4k, je doleZzité pokracovat’ vo vyvoji novych konstrukénych a vypoctovych me-
téd. Ich tspesnost’ Casto zavisi od kombindcie viacerych matematickych disciplin. Tam, kde
algebraické pristupy prestdvajui byt’ ucinné, sa Coraz viac uplatiiuji heuristické a numerické
metddy, ktoré umoZziuju preskimat’ zlozitejSie pripady.

Otvorena zostdva otazka, ¢i Hadamardova domnienka plati vSeobecne. Najmensi rad, pre
ktory zatial’ nie je zndma Hadamardova matica, je n = 668. Tento stav vSak nie je dokazom
neexistencie, ale skor désledkom vypoctovych obmedzeni, ked'Ze pri takychto vel’kych ra-

doch uz tradi¢né aj heuristické metddy nardZaju na hranice dostupnych vypoctovych kapacit.
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Pokroky v tejto oblasti zdvisia jednak od objavenia novych kon$trukénych schém, jednak od
lepSieho pochopenia Struktdr, ktoré tieto matice umoznuju.

Hadamardove matice teda nie st len prostriedkom pre aplikacie — predstavuji zdroven za-
ujimavy vyskumny problém na rozhrani algebraickych Struktir, kombinatoriky a vypoctove;j
techniky. Praca na ich konStrukcii ponuka nielen praktické vystupy, ale aj nové poznatky o

hraniciach nasSich sicasnych matematickych néstrojov.
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SDS
OA
QR(q)

QNR(q)
TS

TT(n)
CDMA
H,

I,

N

N Qo N
+ ox

@)

Supplementary Difference Set (doplnkova diferen¢nd mnoZina)

Orthogonal Array (ortogondlne pole)

Quadratic Residue (kvadraticky zvySok v IF,)

Quadratic Non-Residue (nekvadraticky zvySok v IF)

Turynova sekvencia

Turynova sekvencia typu TT(n)

Code Division Multiple Access

Hadamardova matica rddu n

Jednotkova (identickd) matica radu n
Transponovana matica A

Inverzna matica k A

n-rozmerny redlny vektorovy priestor

Skalarny sucin vektorov u a v

Norma (diika) vektora v

MnoZiny prirodzenych, celych, raciondlnych cisel
Galoisovo pole s g prvkami

Kartezidnsky sucin mnoZiny A so sebou samou
Zvyskové triedy modulo n

Inverzné prvky v Z,

Legendreov symbol

Grupa G s bindrnou operaciou *

Pole s operdciami sCitania a ndsobenia
Tenzorovy (Kroneckerov) sucin

Bindrna opericia v ciel' ovej Struktdre
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cocycle_walsh.py — Walsh—-Hadamardova matica generovana kocyklickou metédou.
cocycle_bruteforce.py — Hl'adanie vSetkych kocyklickych zobrazeni vedicich k Hada-
mardovej matici.

paley.py — Implementicia Paleyho konStrukcie (typ I a II).

sylvester.py — Rekurzivna implementacia Sylvestrovej konStrukcie.

turyn.py — Generovanie Hadamardovych matic pomocou Turynovych sekvencii.
williamson.py — Generovanie pomocou Williamsonovej konStrukcie.

utils.py — Pomocné funkcie (kontrola ortogonality, vizualizacia, export, ...).
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