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ABSTRAKT

Fourierova transformace piredstavuje zakladni metodu pro frekvencni analyzu signalt.
Tato prace se zabyva jejim matematickym odvozenim a aplikaci pii analyze spektralniho

slozeni realnych zvukovych nahravek, z nichz dvé vybrané jsou nasledné syntetizovany.

Teoreticka Cast vysvétluje ptivod transformace od trigonometrickych funkci ptes
Fourierovu fadu az k samotné Fourierové transformaci, a zaroven popisuje i jeji zakladni
vlastnosti a prakticky pouzivané varianty. Praktickd c¢ast se vénuje nejprve metodam
a nastrojim pro Cislicovou syntézu, a nasledné¢ analyzuje nahravky zvukii vybranych
vokalizaci zivo¢ichti a hudebnich nastrojii pomoci spektrogramt a spektralnich grafi.
Dva zvuky s jednoduchou harmonickou strukturou — cvrkéni cvrcka a zpév sykory konadry,
jsou poté syntetizovany pomoci digitdlniho syntezatoru s cilem vérohodné napodobit jejich

charakteristické spektralni vlastnosti. Vysledky syntézy jsou analyzovany a diskutovany.

Kli¢ova slova: Fourierova transformace, frekvenéni analyza, digitlni syntéza zvuku

ABSTRACT

The Fourier transform represents a fundamental method for frequency analysis of signals.
This thesis deals with its mathematical derivation and application in the analysis of the

spectral composition of real sound recordings, two of which are subsequently synthesized.

The theoretical part explains the origin of the transform, beginning with trigonometric
functions, proceeding through the Fourier series, and culminating in the Fourier transform
itself. Its basic properties and commonly used variants are also described. The practical part
firstly focuses on methods and tools for digital sound synthesis, followed by an analysis
of recordings of selected animal vocalizations and musical instruments using spectrograms
and spectral graphs, respectively. Two sounds with a simple harmonic
structure — the chirping of a cricket and the song of the great tit, are then synthesized using
a digital synthesizer in an effort to faithfully reproduce their characteristic spectral features.

The synthesis results are analyzed and discussed.

Keywords: Fourier transform, frequency analysis, digital sound synthesis
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UvVOD

Fourierova transformace (angl. Fourier transform, FT) je matematicka metoda,
ktera umoziuje rozlozit libovolny signal na jeho jednotlivé frekvencni slozky,

¢imz poskytuje informace o jeho spektralnim obsahu.

Vyuziti FT vyzaduje velké mnozstvi numerickych vypoctl, a proto byla tato metoda
diive cenéna spiSe jako zaklad teoretického rozboru nez jako prakticky néstroj.
S rozvojem digitalnich technologii a optimalizaci vypocCetnich metod se vSak FT
stala nedilnou soucasti nejen oblasti akustiky, ale také mnoha dalSich obord, jako je

zpracovani obrazu, telekomunikace ¢i komprese dat [1].

Cilem této prace je matematicky popsat F7T a demonstrovat jeji praktické vyuziti
pfi frekvencni analyze realnych zvukovych nahravek. Analyza v této praci je
primarn¢ zaméfend na identifikaci charakteristickych spektralnich ryst prostfednictvim
spektralnich grafti nebo spektrogrami, které dale slouzi jako podklad pro digitalni zvukovou

syntézu dvou konkrétnich nahravek — cvrkani cvrcka a zpévu sykory konadry.

Teoreticka ¢ast prace nejprve predstavuje piehled odborné literatury,
kterd poskytuje kontext a prispiva k hlubSimu pochopeni tématu. Nasledné se vénuje
samotnému matematickému odvozeni F7, které vychazi zanalyzy jejich zakladnich
stavebnich prvkii — trigonometrickych funkci sinus a kosinus, znamych téz jako
harmonické funkce [2]. V praci jsou shrnuty jejich zakladni vlastnosti, které jsou
pak doplnény o dvé pro FT zasadni matematické témata — EulerGiv vzorec a ortogonalita

harmonickych funkeci.

Dale je ptfedstavena Fourierova fada (angl. Fourier series, FS), pomoci které
lze rozlozit libovolnou periodickou funkci jako soucet vice harmonickych funkei.
Pro jeji pouziti je tfeba urcit velikost pfispévka jednotlivych Clent fady, coz se provadi
pomoci vypoctu, ktery je vtéto praci pojmenovan jako rozvoj do Fourierovy fady.
F'S je zésadni pro pochopeni frekvencni struktury periodickych signald a tvofi pfirozeny

prechodovy krok k samotné F'7, ktera rozsifuje tuto analyzu i na neperiodické signaly.

Dale se prace zabyva vlastnostmi F7T a jejimi prakticky pouZivanymi variantami,

které 1ze aplikovat pro analyzu a zpracovani i diskrétnich signali.
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Prakticka ¢ast prace je zaméfena na aplikaci F7T v oblasti akustiky. Pro uplnost
je nejprve struéné shrnut prehled dilezitych termin pro orientaci v oboru — zékladni
parametry zvuku vcetné jejich klasifikace, tfi hlavni pfistupy k jeho syntéze a nasledné
jsou zminény kli¢ové nastroje pro zvukovou syntézu, konkrétné syntezatory. U zvoleného

digitalniho syntezatoru Serum je také popsano jeho pracovni prostiedi.

Vyuzitim diskrétnich variant F7 je déle provedena frekven¢ni analyza realnych
zvukovych nahravek vybranych vokalizaci zivoCichii a tént hudebnich nastroja.
Vokalizace zivocCichl jsou analyzovany formou spektrogramt, které piehledné zobrazuji
casovy vyvoj spektralnich slozek, zatimco u hudebnich néstroji je pomoci spektralnich graft

zkoumana struktura harmonickych slozek hraného toénu, jez urcuje barvu (témbr) néstroje.

Na zavér prace jsou dvé analyzované nahravky Zzivo€ichi syntetizovany vyuzitim
syntezatoru Serum v prostiedi programu FL Studio 21. Konkrétné jde o nahravky cvrkani
cvrcka a zpév sykory konadry, které byly zvoleny pro jejich méné komplexni
spektralni strukturu. Vysledky syntézy jsou porovnany s origindlnimi nahravkami pomoci

spektrogramu, nasledné jsou diskutovany jejich rozdily a mira vérohodnosti vysledku.
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HISTORIE

Francouzsky matematik a inzenyr Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) je znam
pifedevSim pro svou praci na Fourierové analyze, kterou pozd€jsi generace matematika
rozvinuly do podoby Fourierovy transformace, kterd dnes tvofi zdklad frekvenéni analyzy
signali.

Za nejvyznamnéjsi dilo jeho UspéSné kariéry je povazovana publikace
»IThéorie analytique de la chaleur (Analytickd teorie tepla), vydana vroce 1822.
Vni se zabyval Sifenim tepla v pevnych télesech, avSak zarovenn zde predstavil

koncept rozkladu funkci do trigonometrickych fad, dnes znamych jako Fourierovy fady.

Pomoci téchto fad Fourier dokézal modelovat slozité Sifeni tepla z jeho pocatecniho
rozlozeni pomoci jednoduchych trigonometrickych funkci, ¢imz podstatné¢ zjednodusil
feSeni diferencidlnich rovnic. Uz v roce 1807 Fourier v nepublikovaném c¢lanku tvrdil,
ze libovolnou periodickou funkci Ize aproximovat trigonometrickou fadou, toto tvrzeni

vSak zpocatku vyvolalo zna¢ny skepticismus.

Pfesto jeho vyzkum vzbudil u akademikii zajem — v rdmci akademické soutcéze
»Grand Prix de Mathématiques* pro rok 1812, potadané Francouzskou akademii véd,
bylo hlavnim tématem zvoleno pravé Sifeni tepla. Fourier tuto soutéz vyhral, avSak
jeho prace ziistala stale kritizovana a nebyla pfijata k publikaci v tehdejSim prestiznim

védeckém periodiku ,,Mémoires de I’ Académie des Sciences*.

Fourier ve své pozdéjsi publikaci vysledky z roku 1807 zahrnul téméf bez zmén,

a to navzdory pietrvavajici kritice. [3; 4]



14

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

I

TEORETICKA CAST
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1 PREHLED ODBORNE LITERATURY

Tato kapitola predstavuje prehled odborné literatury zaméfené na teoretické zaklady

Fourierovy transformace, jeji obecné praktické aplikace a specifické vyuziti v akustice.

Struktura teoretické Casti této prace Cerpa inspiraci z knihy Digital Fourier Analysis:
Fundamentals (Kido, 2014), ktera byla vydana jako soucast série Undergraduate Lecture
Notes in Physics. Kniha nabizi detailni piehled teoretickych zakladi FT a jeji aplikace
na analyzu signali. Autor se zaméfuje na jasné a intuitivni vysvétleni této problematiky

pro ¢tenafe s pouze zakladnimi znalostmi vysokoskolské matematiky, a pro vysvétleni ¢asto

vvvvvv

Naopak stru¢ny a prakticky orientovany uvod do FT nabizi ¢tvrtd kapitola knihy
Digital Signal Processing: Fundamentals and Applications (Tan a Jiang, 2019),
ktera probira pouze diskrétni variantu DFT s dirazem na jeji podstatné praktické vlastnosti.
Kniha se také vénuje piedstaveni algoritmu pro efektivni vypocet FFT a vyznamu

okennich funkci pii zpracovani signalu.

Pro lepsi pochopeni role FT v inZenyrstvi a fyzice je cennym zdrojem publikace
A Student’s Guide to Fourier Transform: With Applications in Physics and Engineering
(James, 2011), kterd je urcena pro prohloubeni teoretickych znalosti problematiky FT.
V knize jsou vice rozebrany jeji uZite¢né vlastnosti véetné vicerozmérnych variant,

avSak jsou uvedeny i tfi praktické aplikace:

o Fraunhoferova difrakce — v optice F7T modeluje difrakci svétla pii prachodu

Stérbinou za predpokladu dokonale rovnobéznych svételnych paprski.

o Analyza signdlu v komunikaci — v této oblasti 7 slouzi k frekven¢ni analyze Sumt
a modulaci, a také pro navrh efektivnich filtri pro potlaceni ruseni.
o Interferen¢ni spektroskopie — vyuzitim F7 se ptrevadi interferencni vzory na jejich

spektra, coZ umozinuje analyzu chemického sloZeni 1 jinych vlastnosti latek.
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Dal$im wuzitecnou publikaci, kterd ukazuje praktické vyuziti F7, je kniha
Zpracovani signalu ziskanych z mechanickych systéemii uzitim FFT (Tuma, 1997),
ktera se podrobn¢ vénuje druhiim signalti snimanych senzory, jejich klasifikaci a nasledné
1 vyhodnocenim pomoci frekven¢ni analyzy. Ta je zde demonstrovana prakticky
na diagnostice stavu strojnich zafizeni, zejména ozubenych kol, wvalivych lozisek
a prevodovek, kde frekvencni spektrum umoznuje detekovat napiiklad zvinéné zuby

nebo lokalni poruchy materialt.

V oblasti akustiky nachazi FT uplatnéni pfedevsim pii studiu harmonického slozeni
zvukovych signalti. Tématu se podrobné vénuje kniha Hudebni akustika (Spelda, 1978),

ktera mimo jiné vysvétluje i akustiku hudebnich néstroja a lidského hlasu.

Pro tvod do analyzy zvukovych signalli se zaméfenim na jejich reprodukci pomoci
syntezatoru je uzitena kniha Welsh’s Synthesizer Cookbook (Welsh, 2006).
Autor na konkrétnich pfipadech objasiiuje mysSlenkovy postup pii analyze a syntéze
realnych nebo uméle vytvorenych zvukd, ¢imz poskytuje prakticky rdmec pro porozuméni

zakladlim zvukové syntézy.
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2 HARMONICKA FUNKCE

Cilem této kapitoly je piedstavit trigonometrick¢ funkce sinus a kosinus, které jsou
dale souhrnné¢ oznaCovéany jako harmonické funkce [2]. V akustice tyto prub¢hy
(Castéji je zminovana pouze sinusoida) predstavuji idedlni model Cistého tonu — tedy
signalu s jedinou frekvenci bez pfitomnosti vysSich harmonickych slozek. I kdyz realné
akustické signaly vzdy obsahuji vice frekvencnich slozek, pribéh harmonickych funkci

je analyticky nejjednodussi a proto je i zakladem pro popis chovani akustickych systému [5].

V této kapitole jsou tedy popsany zakladni vlastnosti harmonickych funkci, jejich
zapis a definujici parametry. Nasledné jsou analyzovany vysledky integraci téchto funkci

a jejich soucint, pfi¢emz je vysvétlena souvisejici ortogonalita harmonickych funkei.

2.1 Piavod

Harmonické funkce jsou charakteristické plynulym pribéhem, ktery velmi dobie vystihuje
chovani redlného vinéni. Harmonické funkce tvoii priibéhy sinus a kosinus, které vychazi

ze vztahu mezi thlem a pomérem dvou stran v pravouhlém trojuhelniku.

Na Obr. 1 je ilustrovano, ze vSechny varianty takového trojuhelniku lze nalézt
1 v jednotkové kruZznici, ve které jsou poméry ureny naklonem piimky otacejici se kolem

jejiho stfedu. Zvyraznéné strany trojuhelniku odpovidaji hodnotam trigonometrickych

\/'I\

’ tan(a)

funkci vzhledem k danému thlu «.

Obrazek 1 Jednotkova kruznice s vyznacenymi trigonometrickymi funkcemi
[zdroj: viastni]
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Délka celého obvodu jednotkové kruznice odpovida tzv. uhlové periode
harmonickych funkci — tedy period¢ ve smyslu thlu natoceni. Tuto periodu Ize vyjadrit
bud’ ve stupnich [°], kdy ¢ini 360°, nebo v radidnech [rad], kdy odpovida hodnoté¢ 2.
Stupniové vyjadieni je pro cClovéka intuitivnéjsi, zatimco radidny vychazi piimo

z geometrie kruznice — jeden radian odpovida délce oblouku rovnému délce poloméru.

Z kruznice na Obr. 1 pak vyplyvaji tyto zdkladni vztahy:

prilehla strana

= 2.1
cos(a) prepona @D
rotilehla strana
sin(a) = P - 2.2)
piepona

rotilehld strana sin(a
proti _ sin(a) 23)

tan(a) = piilehld strana ~ cos(a)

Kromé harmonickych funkci je v trojuhelniku zndzornéna i funkce tangens, ktera se
za harmonickou ov§em nepovazuje. Ma polovicni periodu rovnu 180°, neboli © radiand,
a je nedefinovand na jejich hranicich, coZ ji dé€ld nespojitou. Nicméné je uZitena

pro vyjadieni poméru dvou harmonickych funkci a proto je 1 zminéna.
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2.2 Zakladni vlastnosti

Periodicita

Periodicita obecné oznacuje jev, ktery se opakuje v pravidelnych intervalech.
V kontextu této prace ptjde vzdy o opakovani v Case, tedy o spojité funkci x(t) mluvime

jako o periodické funkei, pokud v Case existuje takova perioda T [s], pro kterou plati:

x(t) = x(t + kT), k€N°(0,1,2...) (2.4)

Perioda tedy urcuje ¢asovou délku pravé jednoho cyklu funkce. Inverzni hodnotou

periody je frekvence f [Hz], ktera vyjadiuje pocCet opakovani cyklu za jednu sekundu:

f=z (2.5)

Parita

Ob¢ harmonické funkce vykazuji symetrii (paritu), coz znamena, ze jejich priibéh na jedné
strané¢ cCasové osy je néjakym zplusobem propojen s prubéhem na strané¢ druhé.

Tato vlastnost umoziuje snadné odvozeni hodnot funkce i mimo pouze znamy interval.

o Kosinusova funkce je suda (angl. even), protoZze je osové symetricka

podle ose y:

cos(t) = cos (—t) (2.6)

o Sinusova funkce je lichd (angl. odd), protoze je stiedové symetrickd vzhledem

k pocatku soufadnicového systému:

sin(t) = —sin (—t) (2.7)

Obé¢ funkce jsou znazornéné na Obr. 2 s vykreslenym pribéh pro kladnou 1 zdpornou
Casovou osu. Pocatek Casové osy lze analogicky chapat jako zrcadlo — funkce kosinus

je odraZena se stejnou fazi, zatimco sinus se odrazi s fazi opacnou.
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Funkce cos(t) Funkce sin(t)

- : T T T T T v : T T
-2 —;r( -n =lp 0 %r{ n 3n 2n -2n —;rr -n =lp 0 in n 3 2n

Obrazek 2 Pribéh harmonickych funkci
[zdroj: viastni]

Fazovy posun

Fézovy posun ¢ urcuje, vjaké casti pribéhu se funkce nachdzi na pocatku Casové osy

(tedy v Case t = 0), neboli jak je funkce posunuta relativné vii¢i ¢asové ose:

o Kladny fazovy posun zplsobuje posun funkce smérem k zdporné ose t,

tedy funkce ,,pfedbiha‘.

o Zaporny fazovy posun zpusobuje posun funkce smérem ke kladné ose t,

tedy funkce ,,zaostava“.

Na Obr. 3 je znazornén prubéh kosinové funkce s kladnym i zapornym fazovym
posunem. Z obrazku je patrné, ze funkce cos(2nft — 90°) = sin(2nft), tedy harmonické

funkce predstavuji jeden pribéh reprezentovany dvéma funkcemi natocenymi o pravy thel.

Funkce cos(2nt + ¢)

e VAN JANEIVAN
¢ = +45° \ /\ \ /\ /\

Obrazek 3 Kosinusova funkce s pocatecnim fazovym posunem
[zdroj: viastni]
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Amplituda a faze

Pokud se seCtou dvé harmonické funkce o stejné frekvenci, vysledkem bude vzdy opét
harmonicka funkce o totozné frekvenci, avsak s jinou amplitudou a fazi. Naptiklad soucet

kosinov¢ a sinové funkce 1ze prepsat do jedné harmonické funkce s fAzovym posunem.

Toto tvrzeni 1ze dokdzat matematickou Upravou uvedenou v Rov. 2.8, kde je soucet

dvou funkei nahrazen jedinou funkci kosinus o nové amplitudé i fazi:

Accos(2mft) + Agsin(2rft) =

A A
= JA2 + A2 | ——=cos(2nft) + ———=sin(2nft)
© U\ JAaEr Az JAZ + A2

=A% + A2 (cos(<p)cos(2nft) + sin(<p)sin(2nft))

= A-cos(2rft + @) (2.8)

Nova funkce ma tedy amplitudu A a fazovy posun ¢ roven:

A=.A2 + A2 (2.9

()=o) =@ oo
Q =arcCoS | —————= | = arcsin| ——— ) = arctan | — .
AZ + A2 AZ + AZ Ac (
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2.3 Zapis

Pro zapis harmonickych funkci existuji dva tvary: trigonometricky a exponencialni.
Trigonometricky tvar vyuziva pfimé formy funkci sinus a kosinus, které jsou nazornéjsi
a bézné pouzivané pii popisu realnych signalii. Exponencidlni tvar, zalozeny na Eulerové
vzorci, je matematicky vyhodngj$i zejména pifi matematické analyze a vypoctech

diky své kompaktnosti, ktera je prehlednéjsi zejména v diferencialnim poctu.

Trigonometricky zdpis
Tento zapis je intuitivnéj$i, protoze explicitné vyjadiuje vSechny zakladni parametry funkce:
x(t) = A-cos2nft + @) (2.11)

kde:

e A — amplituda, udava maximalni velikost funkce.

e [ [Hz] - frekvence, tj. pocet cykll zopakovanych za sekundu.

e 2m [rad] — konstanta, ktera frekvenci ptidava thlovy rozmér.

e t[s] - Cas, nezavisla vstupni proménna.

e ¢ [rad] — fazovy posun, uréuje pocatecni posun pribéhu.

Clen 27f se bézné zapisuje jako nova veli¢ina — thlova frekvence w = 2nf[rad/s].
Rozsifeni frekvence o uhlovy rozmér piinasi principialné stejnou vyhodu jako pfi pouZiti
radianti behem prace s thly — jednotka radidn za sekundu pfimo souvisi s periodou signalu:

2T 1

a)=2nf:?—>f:T (2.12)

Zapis uhlovou frekvenci ma tedy praktickou vyhodu, protoze zachovava nepiimou
umeéru mezi periodou a frekvenci. V kontextu F'7T je thlova frekvence nezbytna pro spravnou
matematickou analyzu [6], protoze je ovSem zapis pomoci bézné frekvence f ve vzorcich

vice srozumitelny a intuitivni, je v praci pouzita jeji rozepsana forma 2rf.
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Na Obr. 4 je ilustrovan prubéh obou harmonickych funkci zadanych pomoci

uhlové frekvence. Na rozdil od Obr. 2 je nyni perioda funkce s frekvenci 2z f rovna 1.

Funkce cos(2nt) Funkce sin(2mt)

0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
t t

Obrazek 4 Prib&h harmonickych funkci zadanych thlovou frekvenci
[zdroj: viastni]

Exponencidlni zapis

v

Matematicky vyhodné&j$i je zapis harmonickych funkci pomoci komplexni exponencidlni

funkce, ktera se da rozepsat pomoci vztahu znamého jako Euleriv vzorec:

exp(xiat) = cos(at) ti-sin(at) (2.13)

kde funkce exp(Ziat) je prehlednéjsi variantou zapisu et

,a [ je imaginarni ¢islo.
Vyraz vyjadfuje, Ze komplexni exponencialni funkce je slozena s redlné (zkr. Re)
a imaginarni (zkr. Im) ¢asti, z nichz kazda odpovida pribehu Cisté kosinové a sinové funkce,

respektive.

Vizualizaci funkce pro vSechny varianty thld v komplexni rovin€ vznika jednotkova

kruznice totoznéa Obr. 1, nebot’ velikost (amplituda) funkce vypocitana jako

lexp(iat)| = \/cos(o:t)2 + sin(at)? =1 (2.14)

je stejnd pro vSechny hodnoty a. Protoze jde ve vysledku potad o reprezentaci uhlu,
je pro piehlednost bézné misto bodu pouzivat ptimku — rotacni vektor, ktery ma pocatek

ve sttedu kruznice a konec v daném bodg¢, jak je zndzornéné na Obr. 5.
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Smér rotace (neboli pohybu v ¢ase) komplexni funkce exp(xiat) s rostouci fazi
zavisi Cisté na znaménku imaginarni ¢asti exponentu:
o exp(+iat) - kladny exponent znamend, ze rotaéni vektor se pohybuje

proti sméru hodinovych rucic¢ek (kladna rotace).

o exp(—iat) — zéaporny exponent znamend, ze rotacni vektor se pohybuje

po sméru hodinovych ruc¢ic¢ek (zaporna rotace).

Obé& harmonické funkce lze také vyjadiit ¢isté vyuZitim exponencialnich funkei:

exp(iat) + exp(—iat)

- (2.15)

cos(at) =

exp(iat) — exp(—iat)

— (2.16)

sin(at) =

Dilezitym disledkem téchto rovnic je, Ze harmonické funkce jsou ve skute¢nosti kombinaci

dvou exponencialnich funkci, pficemz kazda rotuje v jiném sméru.

Na Obr. 5 je vizualné znazornén Eulertiv vzorec, jehoz velikost je reprezentovana
rotacnim vektorem, ktery zac¢ind sviij pohyb na kladné redlné ose. Projekci tohoto pohybu

na realnou a imaginarni osu vznikaji odpovidajici funkce kosinus a sinus, respektive.

cos() t=0
oo 7 - T
- t =27

21 Im osa

Obrazek 5 Vizualizace Eulerova vzorce v komplexni roviné
[zdroj: 1, upraveno — prelozeno z angl.]
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2.4 Integrace

Vzhledem k tomu, Ze je Fourierova transformace zalozena na integraci harmonickych
funkci, je pro jeji pochopeni velmi uzitené porozumét tomu, jak se tyto funkce pfii

integraci chovaji.

Samotna harmonicka funkce

Integral samotné harmonické funkce pies cely interval jedné periody ma vzdy nulovou
hodnotu. Diivodem je symetrie pribéhu — kladné a zaporna plocha se vzdy vzajemné vyrusi

(Obr. 6), a to nezavisle na fAzovém posunu funkce (Obr. 7).

cos(2mt) sin(2mt)
1.00 4 1.04

0.154 \ ] \

0.00 — — 0.0 1— —
-0.15 1 L

-1.00 4 -1.0
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
t t

Obrazek 6 Integrace harmonické funkce,
prabéh funkce (modte) a pribéh integralu (oranzove)
[zdroj: viastni]

cos(2nt + 21/3) sin(2nt - 3n/2)

01— / \ 0 /
-1 \/ -1
T v v v : :
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
t t

Obrazek 7 Integrace harmonické funkce s faizovym posunem,
prubéh funkce (modie) a prabéh integralu (oranzove)
[zdroj: viastni]
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Soucin harmonickych funkci

Pfi integraci sou¢inu dvou harmonickych funkci je vysledek zavisly na jejich vzajemné
frekvenci a fazovém posunu. Pokud se integruje pies interval zahrnujici cely pocet period

obou funkci, integral dosahuje:
o Nejvétsi hodnoty, pokud maji obé funkce stejnou frekvenci i fazi.

o Nulové hodnoty, pokud maji funkce rozdilnou frekvenci.

cvwvr

stejnou frekvenci, ale opacnou fazi (A@ = m rad).

Pokud délka integrovaného intervalu odpovidé celociselnému nasobku nejmensiho
spole¢ného nasobku (angl. least common multiple, LCM) jejich period, vysledny integral
je nulovy. Jinak feceno je integral nulovy, pokud interval integrace obsahuje celociselny

pocet period obou funkci.

Na Obr. 8 jsou zndzornény dva piiklady integrace soucinu stejnych funkci
s rozdilnymi frekvencemi. Pro prvni pribéh obrazku (vlevo) je LCM(1,1/2) =1,
a pro druhy obrazek (vpravo) je LCM(1,1/12) = 1. Integruje se ptes interval o délce 1,

a proto integral vyjde nulovy.

cos(2mt) * cos(2n2t) sin(2mt) * sin(2ml2t)

2

0l 7

\
o

JUUH A
L

0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
t t

Obrazek 8 Integrace sou¢inu harmonickych funkci s rozdilnou frekvenci,
pribéhy funkce (modfe) a prubeh integralu (oranzove)
[zdroj: viastni]
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Pokud maji obé harmonické funkce stejnou frekvenci a totoznou (synchronizovanou)
fazi, jejich soucin je vzdy kladny, coz vede k pribéznému ristu integralu (Obr. 9).
Naopak, pokud maji stejnou frekvenci, ale opacnou fazi, jejich soucin je vzdy zéporny

a integral klesa do zapornych hodnot (Obr. 10).

cos(2nt) * cos(2mt) sin(2mnt) * sin{2nt)

-1 T T T -1 T T T
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
t t

Obrazek 9 Integrace soucinu totoznych harmonickych funkei,
prabéh funkce (modte) a pribéh integralu (oranzove)
[zdroj: viastni]

cos(2nt) * cos(2nt + ) sin{2nt) * sin(2nt + m)

0:0 DjS 1.‘0 Oiﬂ 015 1:0
t t
Obrazek 10 Integrace soucinu harmonickych funkei s opacnou fazi,
prab¢h funkce (modte) a pribéh integralu (oranzove)
[zdroj: viastni]
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Obr. 11 predstavuje vysledky integrace soucinu harmonickych funkci v zavislosti
na frekvenci jedné z téchto funkci. Kazdy fadek obrazku odpovidé jiné velikosti intervalu

integrace:
o A: Integrace pres interval jedné periody v intervalu (0, 1).
o B: Integrace pies interval péti period v intervalu (0, 5).

o C: Integrace ptes interval deseti period v intervalu (0, 10).

Prvnim zjevnou a dllezitou vlastnosti je, Ze si prubéh integrdlu zachovéava paritni
vlastnosti funkci, ze kterych byl vytvotfen. Tedy prubéhy integralu kosinovych funkci

(vlevo) jsou sudé, zatimco priubéhy integralu sinovych funkei (vpravo) jsou liché.

Druhou podstatnou vlastnosti je poloha vrcholi maxima/minima (pocesténé
také peakit) grafi pti frekvenci f = +1 Hz, coz odpovida situaci, kdy jsou frekvence obou
funkci shodné. V jejich okoli vSak integrdl klesd pozvolné, a tedy zejména pro blizké
frekvence, jejichz perioda neni celociselny ndsobek integracniho intervalu, zistava velikost

integralu nenulova.

Tretim dulezity poznatkem je vliv délky integracniho intervalu na vysledny integral.
S jeho rlstem se pribéh stava strméjsi, vykazuje vice vysokofrekvenéni charakter,
a vrcholy dosahuji vétSich hodnot. Obecné plati, Ze hodnota vrcholii odpovida poloviné

sou¢inu amplitud funkci, nasobenému poctem period v integraCnim intervalu.
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Obrazek 11 Vysledek integrace soucinu dvou harmonickych funkci
v zévislosti na frekvenci jedné z nich

[zdroj: viastni]
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2.5 Ortogonalita

Pojem ortogonality pochazi z geometrie, kde oznacuje vztah mezi piimkami protinajicimi
se vpravém uhlu. V kontextu analyzy funkci se tento pojem vztahuje k jejich
vzajemné nezavislosti ve smyslu skalarniho soucinu — pokud je tento soucin nulovy,

funkce jsou navzjem nezavislé a kazda ptispiva do celkového vyjadieni jinym zplisobem.

Soubor funkci je ortogonalni, pokud integral soucinu dvou rtznych funkci z tohoto

systému na daném intervalu je roven nule. U jinych ptipadl toto chovani platit nemusi.

Pro soubor harmonickych funkci s frekvenci rovnou celoCiselnym nésobkiim
n¢jaké zakladni frekvence tato ortogonalita plati pifi integraci pfes jednu periodu
zakladni frekvence. Vysledny integral soucinu dvou riznych funkei je v takovém ptipadé

nulovy, coz je disledek prave jejich vzdjemné nezéavislosti na tomto intervalu [6].

Pokud je perioda dana jako T = 1/k, plati:
T cprok=m

(cos(2mkt), sin(2mmt))r = f Oprok #m

cos(2mkt) - sin(2mmt)dt = {
0

2.17)

V ptipad¢ shodnych frekvenci (k =m) zavisi velikost vysledku ¢ na dalSich
parametrech funkci, konkrétné amplitudé a fazovém posunu — amplituda vysledek ovliviiuje

umeérné svoji velikosti, zatimco u fazového posunu hraje roli mira synchronizace prubéhd.
ProtoZe 1ze kosinus vyjadfit i pomoci sinu jako:
cos(t) = sin(t + /2), (2.18)

je ztejmé, Ze jsou tyto funkce vici sobé fazoveé posunuty pravé o pravy thel. Ortogonalita
tika, Ze pro stejné funkce s fazovym rozdilem rovnému pravé pravému thlu (Ap = £90°)

je vysledek integralu na daném intervalu roven nule:

T
f cos(2mkt) - sin(2mkt)dt = 0 (2.19)
0
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Pro vySetfeni zavislosti vysledku integralu I(@) na fazovém posunu staci
rozepsat funkci sinus a vypocitat integral:

T

I(p) = f cos(2mkt) - sin(2mkt + @)dt
0

T
f cos(2mkt) - [sin(2mkt)cos(@) + cos(2mkt)sin(¢)]dt
0

T T
cos(<p)f cos(2mkt)sin(2mkt)dt + sin(<p)] cos*(2mkt)dt (2.20)
0 0

Prvni integral je dle ortogonality (Rov. 2.19) roven nule, druhy lze dopocitat:

1+ cos(2 - 2mkt)
3 dt

I(p) =0+ sin(go)j cos*(2mkt)dt = sin(go)J
0 0

. T T .
= sm2(<p) U; dt + J;) cos(4nkt)dt} = sz(q)) {T + ﬁ [sin(4nkt)]g}

_sin(e)
)

{T + [0 — 0]} = %Tsin(go) (2.21)

4tk

Vysledek integrace sou€inu harmonickych funkei v zavislosti na fazovém posunu
jedné z funkci je tedy roven:
T

I(p) = j cos(2mkt) - sin(2mkt + @)dt = %Tsin((p) (2.22)
0



32 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

Tabulka 1 Vliv fdzového posunu na ortogonalitu harmonickych funkci

T
1
I(p) = f cos(2mkt) - sin(2mkt + @)dt = ETSin(go)
0

o(°) 0° 45° 90° 135° | 180° | 225° | 270° | 315° | 360°

V2 1 V2 V2 1 V2
1(p) 0 - -T | 12 0 0
21| 2 rd 2 2 2

[zdroj: viastni]

Z tabulky lze vycist, Ze integral dosahuje:
o Nejvétsi hodnoty, pokud jsou funkce fazové zcela synchronizované
(totozna taze).
o Jenulovy, pokud je mezi stejnou funkci fazovy rozdil roven pravému thlu.

o Nejnizs§i hodnoty (tj. nejvétsi zaporné hodnoty), pokud jsou stejné funkce

v protifazi.

Pro uplnost 1ze vysledek integrace doplnit i amplitudami obou funkei. Ty se pfi vypoctu
pouze vytknou pied integral a jinak nemaji na samotny postup vliv:
T

AA
1(p) = ] A cos(2mkt) - Agsin(2mkt + @)dt = CZSTsin(go) (2.23)
0
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3 FOURIEROVA RADA

Ptedchozi kapitola se vénovala harmonickym funkcim a jejich chovani pfi integraci

ve vhodném intervalu. Tyto vlastnosti jsou klicové 1 pro princip Fourierovy fady.

Fourierova tada (angl. Fourier series, FS) ptedstavuje linearni kombinaci obou
harmonickych funkci s rostouci frekvenci, pomoci které lze reprezentovat jakykoli
periodicky signal [5]. Ackoli jeji praktické vyuziti neni univerzalni, hraje zasadni roli
pfi popisu oscilaci a vinéni, a poskytuje duleZity ndhled pro pochopeni frekvenéniho
slozeni signali.

Aby bylo mozné¢ FS prakticky aplikovat, je nezbytné spravné urcit prispévky
jednotlivych harmonickych slozek. Proces vypoctu velikosti téchto ptispévkil se v této praci

jmenuje jako rozvoj do Fourierovy fady (angl. Fourier Series Expansion, FSE) [1].

Rozvoj vychazi ze zminénych ortogonalnich vlastnosti harmonickych funkei.

3.1 Zapis harmonickou funkci

Fourierova tfada se sklada z kombinace kosinovych a sinusovych funkei, jejichz frekvence

zavisi na celo¢iselném harmonickém indexu k € N° (0,1,2...).

Prvni a nejmensi pfitomna frekvence v fadé se obecné oznacuje jako fundamentalni
frekvence f,, (angl. fundamental), dale také zékladni frekvence nebo pouze fundamentala.
Jeji velikost je odvozena z velikosti periody aproximované funkce x(t) jako jeji pfevracena
hodnota, ziskana vztahem (diky vyuziti thlové frekvence):

1
fo= = (3.1)

Vsechny nésledujici cleny FS maji frekvenci odvozenou jako nasobek

této fundamentalni frekvence s harmonickym indexem k jako f;, = k - f,.

Obecné se vSechny nekonstantni €leny fady oznacuji za harmonické frekvence
(angl. harmonics), pticemz ty, jejichz frekvence pfevysuji zakladni, se oznacuji jako vyssi

harmonické (angl. overtones) [5].
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Kazdy ¢len fady ma vlastni amplitudu A, nebo By, patfici kosinové a sinové funkci,
respektive. Obecné se na vSechny cleny odkazuje jako na Fourierovy koeficienty

(angl. Fourier coefficients).
Obecny tvar Fourierovy fady FS 1ze zapsat jako:
x(t) = Ay + Ay cos(2mfyt) + A, cos(2m - 2 - fot) + Az cos(2m - 3 - fut) + -+

+B; sin(2rtfyt) + B, sin(2m - 2 - fyt) + B3 sin(2m - 3 - fyt) + -+

— A, + Z [A, cos(2mkfyt) + By sin(2mkf, )] (3.2)
k=1

1 2 3
x(t) = Ay + A cos (ant) + A, cos (ZETt) + A5 cos (Zn?t) + .-

: 1 : 2 : 3
+B; sin (ant) + B, sin (271'Tt) + B3 sin (ZETt) + -

c k k
= AO + Z [Ak Cos (277:?1_) + Bk Sin (27[?1:)] (33)
k=1

Nulty ¢len fady A, ma nulovou frekvenci a jde tedy o konstantu, kterd se oznacuje
jako stejnosmérné slozka tady (angl. DC component). Je rovna primérné hodnoté funkce
béhem jedné periody, a jejim Ucelem je tedy posun celé aproximace relativné vici ose y.

Existuje, jelikoz cos(0) = 1, zatimco sin(0) = 0 a komponent B, proto ani neni zminén.

Ostatni koeficienty Aj a By, kde k € N* (1,2, ...), urcuji amplitudu harmonickych

funkci, a tim vlastné i intenzitu ptispévku jednotlivych slozek k vysledné aproximaci.

Pocet harmonickych ¢lenti k vhodné aproximaci zavisi na tvaru aproximované funkce
a pozadavcich na pfesnost aproximace. Hladké pribéhy podobné pribéhu harmonickych
funkci 1ze Casto popsat pouze n€kolika slozkami, zatimco pro nespojité a hranaté tvary

je 1 velké mnozstvi ¢lent dostatecné pouze k piiblizné aproximaci.
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3.2 Rozvoj do Fourierovy rady v harmonickém tvaru

Aby se dala periodickd funkce aproximovat Fourierovou ftadou, je tieba
vypocitat Fourierovy koeficienty. Metoda pro tento vypoclet se vystizné¢ nazyva

rozvoj do Fourierovy fady (angl. Fourier series expansion, FSE).

Hlavnim principem FSE je vyuziti vlastnosti ortogonality harmonickych funkci.
Ty se projevi pii vynasobeni FS (Rov. 3.3) funkcemi cos(2mmt/T) nebo sin(2mmt/T),

a nasledn¢ integraci v intervalu periody 7.

Diky ortogonalité v takto upraveném vyrazu zlstane vzdy nenulovy pouze ten ¢len,
ktery odpovidd konkrétnimu harmonickému indexu — piispévek ostatnich je vlivem

integrace vynulovan.

Koeficient Ay

Pro vypocet velikosti DC slozky néasobeni pfidanou harmonickou funkci neni nutné,

rovnici S (Rov. 3.3) sta¢i pouze integrovat:
T T 1 2 3
f x(t)dt = f [AO + A4 cos (27r—t) + A, cos (27r—t> + A5 cos (27r—t) + -
0 o T T T
: 1 : 2 _ 3
+B; sin (2n? t) + B, sin (271;t> + B3 sin (27‘[71:) + ] dt  (3.4)

Vysledky integrace na pravé strané rovnice Clen po clenu (vysledek integralu

pro harmonické funkce byl vySetfen 1 graficky na Obr. 6):

T
0

JTA (2 kt)dt—A ! [ (2 kt)] =A ! [0—0]=0 (3.6)
. k COS T[T = kZTL'k sin T[T O— kZTI.' = .

jOT By, sin <2n§t) dt = B, (;;])(T [cos <2n§t)]: = T 1-1]1=0 (3.7
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Na pravé strané rovnice zlstal nenulovy pouze koeficient A,. Vysledek integrace staci

dosadit zpét na pravou stranu integrované Rov. 3.4 a upravou koeficient vyjadfit:

T
0

T
Ay = %f x(t)dt (3.8)
0

Koeficientu A, je tedy roven integralu aproximované funkce v intervalu jeji periody
vydéleny velikosti této periody. Vyraz 1/T se nazyva jako normalizacni faktor,
a jeho funkci je zajistit nezavislost velikosti koeficientu vzhledem k poctu period

v integra¢nim intervalu (rast koeficientu vlivem velikosti integrovaného intervalu lze vidét

na Obr. 11).

Koeficienty Ai

Pted integrovanim se obé strany F'S (Rov. 3.3) vynasobi harmonickou funkci cos(2nmt /T).
Dle vlastnosti ortogonality bude po integraci jedinym nenulovym ¢lenem na pravé strané

rovnice vyraz, ve kterém je soucin dvou stejnych funkci se stejnou frekvenci.

Vynasobena rovnice FS:

T

fT ) (2 kt)dt—f [A (2 mt)+A (2 1t) (2 mt)+
Ox cos | 2m = o cos (27 1 cos 2wt ) cos (2m =

k 1 m
2 — i _ —
+A4j, cos (ZnTt> + -+ By sin <2nT t) cos (27r T t) +

+B), sin (211% t) cos (Zn? t) + - ] dt (3.9)

Vyplyva tedy, Ze jedinym nenulovym clenem na pravé strané rovnice bude
¢len Ay cos?(2mkt/T). Pro ziskani vysledku tedy stadi pouze vyfesit integral na pravé

stran€.
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Vypocet integrace na pravé stran¢ rovnice:

T k T1+cos(2-2n%t)
f Ay, cos? (2n—t) dt = Akf dt
0 r 0

2
=3[ [ cos e ae) =5 fr o oo (snie)].
= > Ccos T[T 2 4k Sin TTT .
Ay T 1
== — == 3.10
Z{T 2k (0~ O]} 2 AT (3.10)

Dosazeni a vyjadieni koeficientu:

fT ® (2 kt)dt—lAT
0x cos ( 27 = Ak

2 (T k
Ay = Tj x(t) cos (271Tt> dt (3.11)
0

Koeficienty By

Ob¢ strany FS (Rov. 3.3) se pied integrovanim vynasobi funkci sin(2mmt/T)

a nasleduje stejny postup jako pii vypoctu koeficientu Ay.

Upravena rovnice FS:

fOTx(t) sin (Zn?t) dt = J;)T [AO sin (Zn?t) + A4 cos <2n%t> sin (Zn?t) + -
+Akcos(2 ;f )51n(2n?t)+

1 m k
i _ i — in2 —
+B151n(2nTt)sm(2nTt)+ +B), sin <2nTt)+ ]dt (3.12)
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Vypocet integrace na pravé strané rovnice:

T k Tl—cos(Z-Znét)
f Bk Sinz (27T—t> dt = ka dt
0 T 0

2
Bl e [ cos (amke) ar) = Befr - L foin (am ko)
=2 U, 0cos T = A [\ AT T .
By, T 1
=T ——_[0— =— 3.13
Z{T gk O O]} 2 Ol G-12)
Dosazeni a vyjadieni koeficientu:
fT (®) si (2 kt)dt—lBT
Ox sin | 2m =5 Bk
B—sz (t)'<2 kt)dt 3.14
k—Tox sin nT (3.14)

Set vyslednych rovnic

Vsechny Fourierovy koeficienty pro danou periodickou funkei x(t) tedy lze uréit integraci

jejiho soucinu s hledanou harmonickou funkci o hledané frekvenci.

Ziskané set rovnic pro Rozvoj do Fourierovy fady:

1 T
Ay = TJ x(t)dt
0

A—ZfT ® (z kt)dt
k—TOx cos ( 27

2 (T _ k
B, = ?J x(t) sin <2n7t) dt (3.15)
0



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 39

Protoze pfi zapisu integracniho intervalu zéalezi pouze na jeho délce, je v odborné
literatufe cCasto pouzivangj$i zapis intervalu se stfedem vnule [1]. Tento zapis
Iépe vystihuje symetrii rovnic, ktera hraje ve Fourierové analyze zasadni roli, a déla

1 snadnéjsi zpozorovat Cisté sudé nebo liché slozky.

1 T/2
Ay = —f x(t)dt
T -T/2
2 (/2 k
A, = —f x(t) cos (2n—t) dt
T ) 1/, T
2 (/2 k
Bk :T_]-_T/Zx(t) sin(ZnTt) dt (316)

Ve vétsin€ piipadll je ovSem za podstatnéj$i znat, které frekvence v signalu jsou

koeficientt, vyjadifeném v Rov. 3.17 a 3.18.

Pfestoze tento zapis nezachycuje zvlast piispeévky kosinové a sinusové slozky,

nabizi pfehledny pohled na intenzitu a fazi kazdé frekvenéni slozky:

Cp = /Akz + B,* (3.17)

By
@, = arctan <A_k> (3.18)
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3.3 Zapis komplexni exponencialni funkci

Harmonickou funkci lze zapsat i pomoci komplexni exponencidlni funkce vyuzitim
Eulerova vzorce (Rov. 2.13). Tento zapis zpiistupnuje elegantnéjsi a piehlednéj$i moznost

zapisu Fourierovy fady, pro jeho vyuziti je vSak tieba definovat nové koeficienty FSE:

T/2

-T/2
1 T/2 k
a, ==A;T = f x(t) cos (271—1:) dt (3.20)
2 2 T
1 T/2 k
b, = =BT = f x(t) sin (Zn—t) dt (3.21)
2 12 T

A z nich vychazejici novy tvar FS:

1 1 2 3
x(t) = T [ao + 2a, cos <2n7t) + 2a, cos (271Tt> + 2a; cos <2nft> + ...

1 2 3
+2b, sin (Zn?t) + 2b, sin (Zn?t) + 2bs sin (ant) + ]

1 2% k , k
= Tao + T,Z_l [ak cos (ZET t) + by sin (Zn T t)] (3.22)

Vztah uvnitf sumy lze rozepsat a upravit kombinaci exponencidlnich funkci

vyuZzitim Rov. (2.15 a 2.16) jako:
ay cos(a) + bysin(a) =

exp(ia) + exp(—ia) exp(ia) — exp(—ia)
= Qg > + bk i

= %[akexp(ia) + arexp(—ia) + bl—,kexp(ia) - bl—.kexp(—ia)]
= %[(ak + %) exp(ia) + (ak — %) exp(—ia)]

= %[(ak — iby)exp(ia) + (ay + iby)exp(—ia)] (3.23)
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Upravu rovnice (3.23) lze pouZit pro rozsifeni exponencialniho tvaru FS (Rov. 3.22):

O =53 o (onke) (k) -
x(t) ==ap + = t) + t
T2 t7 ai cos | 2m= KSin i~

k=1

1 2v1 _ _k _ k
=7 + Tkzli [(ak — iby)exp (LZnTt) + (ag + iby)exp (—lZnTt)]

= %{ao + i [(ak — iby)exp (iZn%t) + (ay + iby)exp (—iZ‘l‘[%t)]} (3.24)

k=1

Hlavnim rozdilem mezi zdpisem Fourierovy fady pomoci harmonickych funkci
(ROV. 33)a komplexni exponenciélni funkci (Rov. 3.24) j e zavedeni zapornych frekvenci
rozdil mezi kladnymi a zapornymi frekvencemi spocivé pouze v jejich rozdilném znaménku
imaginarni sloZky, je mozné tyto ¢leny sjednotit jako komplexné¢ sdruzena cisla.

Zatimto ucelem je zaveden novy komplexni Fourieriv koeficient X, jehoz
index k je rozSifen i o zaporna Cisla: k € Z (...,—2,—1,0,1,2,...). Nulovy index stale
predstavuje DC slozku, kladné indexy reprezentuji kladné frekvence a zaporné indexy

zaporné frekvence. Plati vztah X_j, = X}, ze kterého pro novy koeficient plyne:

—iby, k>0

Xie = {ak +ib, k<0 (3.25)

Novy a elegantni zapis FS pomoci komplexné exponencialni funkce ma tvar:
(t)—liX ('z kt) 3.26
b _Tk_ xexp (127 (3.26)

Tento zapis zahrnuje vSechny frekvencni slozky vyuZzitim komplexniho koeficientu X,

ktery zjednodusuje Rov. 3.24 do vyrazné kratSiho vyrazu.
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3.4 Rozvoj do Fourierovy rady v exponencialnim tvaru

Pro nalezeni velikosti novych komplexnich Fourierovych koeficientli se pouziva principem
stejnd metoda FSE jako pro harmonicky tvar — ob¢ strany rovnice komplexni FS (3.26)

se vynasobi komplexni funkci exp(—i2mmt/T) a nasledné integruji:

' t ( i2 mt)dt—1 i X ' ('2 kt) ( 2 mt)dt 3.27
fox()exp i2m —?k:_w kj;) exp | i2m 3t )exp (—i2m (3.27)

Integraci na pravé stran¢ lze rozepsat jako:

fT ('2 kt) (~i2 mt)dt—jT ('2 k_mt>dt
0exanT exp (—i2m— —OexanT

T k—m o k—m
= f {cos (Zn t) + isin (Zn t)} dt (3.28)
0 T T

V pfipad€ rovnosti k = m se indexy argumentu vzajemné odeCtou a ziistane nula.
Ve vSech piipadech nerovnosti indexit k # m harmonické funkce v argumentu zlstane vzdy
celé cCislo, coZz znamend, Ze exponencidlni funkce vykond vzdy cely pocet period,

a tedy integrace v intervalu periody bude vZdy rovna nule [1].

Vysledek integrace pro k = m:

T k—k T T
] exp (iZn t) dt = j exp(0)dt = J dt =T (3.29)
0 T 0 0

Vyjadfeni vysledného vzorce pro rozvoj do FS v exponencidlnim tvaru:

fT ® ( 2 kt)dt—liXT
0x exp | —i2m _Tk__oo k

T/2 k
Xy = f x(t)exp (—iZn?t) dt (3.30)

-T/2
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Na Obr. 12 je zobrazeny rozklad jednoduché slozené periodické funkce x(t)

do Fourierovy fady v exponencidlnim tvaru:
x(t) = 0,2 + 0,5cos(2m2t) + 0,7sin(2m4t) + cos(2m6t + m/4) + sin(2n8t — w/4)

V grafu Ize vidét, Ze konstanta se projevila pouze v redlné Casti Xj, a Cisté kosinové
a sinové funkce se projevily pouze v pfislusnych castech X, (Re a Im, respektive).
Posledni dvé funkce jsou fazové posunuty tak, aby jejich reprezentace prispivala do
realné a imaginarni ¢asti X stejnou mirou, a navic jsou vaci sob& presné v protifazi.
Reprezentované koeficienty maji stejnou velikost, ale jinou polaritu.

Zatimco reprezentace funkce pomoci redlné a imaginarni slozky pisobi
mirné chaoticky, v amplitudové-fizovém =zapisu jsou vSechny pfitomné slozky

ptehledné zobrazeny v jediném grafu.

Pribéh funkce

N AV AN AW /\,\,

SR VAR VA

0.6 0.8 1.0

t
Realna cast Xy
0.251 !
0.00 A i
—0.25 '
k
Imaginarni ¢ast Xy
0.25 4 !
0.00 i
—0.25 '
1
k
Amplituda X
1
0.4
1
0.2 4 .
0.0 -
k
Faze Xi
A |
1
0 ]
1
A

-10 -8 -6 -4 -2 ?( 2 4 6 8 10
Obrazek 12 Slozend funkce bez diskontinuity
rozlozené do Fourierovy fady
[zdroj: viastni]
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Obr. 13 ilustruje rozklad slozené periodické funkce podobné jako v piedchozim
obrazku. V tomto ptipad¢ vSak nékteré slozky nemaji celociselnou frekvenci, coz znamena,
ze integracni interval neobsahuje celoCiselny pocet jejich period (disledkem je na hranicich

aproximované funkce patrna diskontinuita). Rozkladana funkce ma tvar:
x(t) = 0,5cos(2m2,2t) + 0,7sin(2m5,5t) + 0,3cos(2m6t) + 0,5sin(217,8t + w/6)

Jak je z grafu patrné, jednotlivé frekvencni slozky uZz nelze zcela jednotlive rozlisit,
protoze slozky s necelo¢iselnou frekvenci se rozprostiraji do vice koeficientd.
Tento efekt se nazyva spektralni protékani (angl. spectral leakage), u spojitych signalt
vSak nemd pfili§ vyrazny dopad na interpretaci spektra — na zaklad¢ velikosti amplitud

1ze stale ptiblizné urcit odpovidajici frekvence.

Hlavni nevyhodou je, ze siln¢j$i slozky tak mohou pfeteCenim zcela zakryt
slabsi slozky, ¢imz dochazi ke ztraté zejména detailnéjSich informacich o spektru.
Pribéh funkce

0.0 0.2 0.4 t 0.6 0.8 1.0
Redlna ¢ast Xi

0.25 .
0.00 AmL_ImI_JW

1
Kk

-0.25
Imaginarni ¢ast Xi
0.2 4 I 1
1
0.0 l . l
' 1
-0.2 .
k
Amplituda X
1
0.2 4 |
0.1 '
0.0 -
k
Faze Xy

M

-1 1

10 8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
k
Obrazek 13 Slozena funkce s diskontinuitou
rozlozené do Fourierovy fady
[zdroj: viastni]
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4 FOURIEROVA TRANSFORMACE

V predchozi kapitole byla popsana Fourierova fada (F'S), kterou lze reprezentovat periodické
funkce jako linearni kombinaci funkci harmonickych s rostouci frekvenci.
Vypocet koeficientt této fady se provadi pomoci metody rozvoje do Fourierovy fady (FSE),

ktery vyuziva ortogonalnich vlastnosti harmonickych funkei.

Vysledkem tohoto vypoctu jsou informace o zastoupeni jednotlivych frekvencnich
slozek v daném signalu, coz lze interpretovat jako formu frekvencni analyzy.
Nevyhodou FSE je vSak jeho omezeni na pouze diskrétni frekvence, které jsou déany
celo¢iselnym nasobkem zakladni frekvence f,, spole¢né s limitaci na pouze

periodické signaly.

Fourierova transformace (angl. Fourier transform, FT) tyto omezeni pickonava.
Vystupem FT jsou stale komplexni koeficienty X (nebo ekvivalentni amplituda a faze)
jako v pfipadé FSE, avSak nyni jsou koeficienty definovany pro celé frekvencni spektrum.
Jinymi slovy, FT ptevadi cCasovou reprezentaci signdlu do frekvencni domény

(tzv. spektrum), tedy vystupem je komplexni funkce frekvence [7].

Ackoli FT stale vychazi z pribéhid harmonickych (a tedy periodickych) funkci,

jeji matematickd formulace umoZiiuje jeji vyuZiti i pro neperiodické signaly.

4.1 Odvozeni

Pro ziskani spojitého frekvenéniho spektra, obvykle znadeného stiiskou jako X(f),
je nutné zvysit rozliSeni frekvenéni osy, tedy zmenSit vzdalenost mezi jednotlivymi

spektralnimi body.

Ve Fourierové fadé je tato vzdalenost rovna Af = 1/T, feSenim je tedy prodlouZzit
periodu analyzované funkce, aniz by se zmeénil jeji spektralni obsah. Toho lze elegantné
dosdhnou tzv. nulovym vyplnénim (angl. zero-padding) — tedy rozsifenim jednoho

periodického intervalu analyzované funkce o Useky vyplnéné pouze nulami [1].

Diky této uprave se efektivné zvétSuje délka integracniho intervalu, ¢imz dochazi ke
zmenSeni vzdalenosti mezi jednotlivymi frekvenénimi koeficienty. S kazdym prodlouZenim

intervalu se tedy frekvencni rozliSeni zvysuje umérné jeho délce.
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Teoreticky lze tuto mySlenku aplikovat pfidanim nekonecného mnozstvi period,
coz lze matematicky vyjadfit limitem jako:

- mT k
£y = tim | x(0exp (~izw ) d,

x(t), -T/2<t<T/2

kde x(t) = { 0. jinak 4.1)

Limitem m — oo se integra¢ni interval rozsifuje do (—oo0 <t < ), a vyraz k/2mT,
kde je harmonicky index k déleny nekonecnem, se tak piimo stdva frekvenci f.
Fourierovy koeficienty jsou stale diskrétnimi body, ale protoZe je vzddlenost mezi nimi
limitovdna k nule, mnozina komplexnich koeficientl X; je plynule pfetransformovéna

ve spojitou komplexni funkci X(f) [8].

Fourierovy transformace, ziskana feSenim limity v Rov. (4.1), ma finalni tvar:

F{x(®)}=X(f) = f +Oox(t)exp(—i27tft)dt 4.2)

K této rovnici, jednoznaénéji pojmenované jako primd Fourierova transformace,
existuje 1 inverzni vztah, zndmy jako inverzni Fourierova transformace. Ten lze odvodit
jednoduchou tupravou — prohozenim proménnych casu a frekvence v pfimé varianté,

a zménou znameénka v exponentu komplexni harmonické funkce:

FHAP) =20 = [ S(Peap(iznfords (43)

Dvojice téchto transformacnich rovnic se oznacuje jako Fourieriv par
(angl. Fourier transform pair). Navrat do Casové oblasti ve své podstaté probiha
opétovnou aplikaci FT na frekvencni spektrum, coz je klicové, nebot’ lze frekvencni

spektrum zpétn€ a deterministicky rekonstruovat do ¢asového signalu.

Diky tomuto principu lze napiiklad aplikovat frekven¢ni filtr na spektrum signalu,
odstranit nezddouci vysokofrekvencni slozky, a nasledné ziskat nazpét upraveny signal

v ¢asové doméneé.
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Na Obr. 14 je graficky znazornéné, jaky vliv ma zvétSeni integracniho intervalu
vyplnénim nulami na tvar spektra. Analyzovand funkce je pievzata z Obr. 13
(diskontinuita na hranicich). Proménnd m piedstavuje celkovy pocet period v integraci,
tedy pro m =1 se integruje pouze samotna funkce, pro m = 4 jsou ptfidané tii periody
vyplnéné nulami atd. Lze pozorovat, Ze uz pro m = 16 je vysledné spektrum znateln¢ hladsi.
Vysledné vrcholy jsou sice znatelné Siroké, ale to je pouze dusledek malé velikosti intervalu
pokryvajiciho pribéh funkci.

Doplnénim nul vSak do spektra neptibyva zadna nova informace — dochazi pouze
k jeho vyhlazeni a zjemnéni jeho vizudlniho zobrazeni. V digitdlnich ndstrojich
pro vizualizaci spektra mize byt pievzorkovani, neboli tzv. oversampling

technicky realizovan pravé pomoci této metody.
Pribéh funkce
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Obrazek 14 Prechod z Fourierovy fady na Fourierovu transformaci
[zdroj: viastni]
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4.2 Vlastnosti

FT ma nékolik zakladnich matematickych vlastnosti, které¢ umoziuji efektivni manipulaci

vvvvvv

Linearita (linedarni kombinace)
Fourierova transformace je linearni operator, coz znamena, ze plati:

Flax(t) + by(t) } = aF{x(t)} + bF{y(t)} (4.4)
kde a, b jsou skalary, a x(t), y(t) jsou funkce.

Tato vlastnost dovoluje vypocitat FT souctu dvou a vice funkci separované
pro kazdou z nich. Nésobeni signalu realnou konstantou tedy neméni fazové spektrum,

nebot’ zachovava pomér realné a imaginarni ¢asti stejny [8].

Posun signalu v case a frekvenci
Casova a frekvencni doména vykazuji symetrické chovani pii posunuti signalu:

o Posun v case zpusobuje fazovy posun ve frekvenéni doméng:

F{x(t —to) } = X(f) - exp(—i2nfty) 4.5)

Posun signalu o t, v ¢asové oblasti tedy odpovida vynasobeni jeho spektra komplexni
harmonickou funkei, ktera ovliviiuje pouze fazi, zatimco amplituda zlstava nezménéna

(amplituda exponencialniho ¢lenu je pro vSechny frekvence rovna 1).

o Posun ve frekvenci zpisobuje posun celé frekvencni domény:

Flexp(—i2nfo)x() } = X(f - fo) (4.6)

To znamena, ze modulace signalu komplexni harmonickou funkci exp(—i2mfyt)

v ¢asové oblasti odpovidé posunuti celého spektra.
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Parsevalova véta

Obecnéji znama také jako teorém o vykonu (angl. power theorem), véta vyjadiuje
ekvivalenci energie signalu pro ¢asovou a frekvencni doménu [6]. Celkova energie signalu
x(t) v Gasové oblasti je definovana jako integral étverce amplitudy signalu, coz odpovida:

f O dt = f " O @ dt 4.7)

— 00

kde x*(t) je komplexné sdruzené ¢islo k x(t).

Parsevalova véta 1ikd, Ze tato energie je zachovana i ve frekvencni doméng:

| wora=| @l 4.8)

—00

Tato vlastnost ukazuje, ze FT pouze méni formu zvoleného transformovaného signalu,

avsak jeho celkovou energii zachovava nezménénou.

Gibbsiiy jev

Tento jev se projevuje pii aproximaci skokové zmény signalu pomoci FS.
V blizkosti skoku se objevi oscilace, ktera sice s rostoucim poctem harmonickych slozek
slabne, ale nikdy zcela nezmizi, a to ani pifi nekonecném poctu slozek.

Maximalni chyba aproximace je omezena na piiblizné 9 % velikosti skoku.

1.09

1.00 1 " e
— Skokova zména

Aproximace pro k=10

—— Aproximace pro k=50
—— Aproximace pro k=100
—— Aproximace pro k=500

0.00 — — e

-0.09 A

Obrazek 15 Vizualizace Gibbsova jevu pfi skokové zméné
[zdroj: viastni]
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Derivace a integrace signdlu v ¢asové doméné
FT derivace a integrace signalu ma ptredvidatelny vliv na jeho frekvenéni doménu.

o Transformace derivace signalu odpovida nasobeni spektra komplexni frekvenci:

d™x(t) ] ~
T{ I } = (i2nf)"X(f) (4.9)

Velikost zmény spektra se méni v zavislosti na poctu derivaci n, coz znamena,
Ze jsou s vys$imi derivacemi vyrazngji zesilovany vyssi frekvence. Naptiklad pron =1 je

spektrum zesilené faktorem 27 f, a navic imaginarni hodnota i zptisobi fazovy posun o 90°.

o Transformace integrace signalu odpovida déleni spektra komplexni frekvenci:

T X
F U x(t)dt} = % + C5(F) (4.10)

kde 7 je ¢asovy okamzik do kterého je signal akumulovan, C je konstanta zavisla na

pocate¢nich podminkach, a 6 (f) je Diracova funkce (také Diractiv impulz), definovana jako:

+o00 prof =0

s ={"s Mok zo @.11)

Ptidany vyraz CS(f) je pro vztah dulezity, protoze zajist'uje spravny koeficient spektra

pro nulovou frekvenci (DC slozku). Naptiklad pro konstantu plati:

F{1} = 6(f) (4.12)

Pokud je vsak tato funkce integrovana, podle Rov. (4.10) jeji spektrum pro f =0
diverguje do nekonecna — horni mez integralu je sice kone¢na, ale spodni mez —oo integralu
umoznuje neomezeny rust. Z toho ditvodu je pro nulovou frekvenci spektrum definované
dodate¢nym clenem ve formé Diracovy funkce. Pro F'T integrované funkce tedy plati:

‘ _6(f) _( C8(f) prof=0
?{f_wldt} - W T = {5(f)/i27'[f prof #0 (4.13)
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5 PRAKTICKE MODIFIKACE FOURIEROVY TRANSFORMACE

Fourierova transformace piedstavuje skvély nastroj pro analyzu frekvencniho slozeni
kterou nelze aplikovat na realny svét. Teprve srozvojem digitalnich technologii
vznikl prostor pro rozvoj prakticky vyuzitelnych variant, které staleti po Fourierové dobé
zacaly hrat klicovou, byt’ vétSinou nenapadnou roli v modernim svété. Tato kapitola strucné

predstavuje nejpouzivanéjsi modifikace F7, jejiz zaklady byly polozeny jiz v roce 1822 [3].

5.1 Diskrétni Fourierova transformace

Fourierova transformace ve své piivodni podobé predpoklada spojity signal definovany
v kazdém casovém okamziku, tedy signal s nekonecné mnoha body popisujici jeho pribeh.
Tento ptedpoklad je pro redlné¢ naméiené signaly nesplnitelny, coz ¢ini pivodni podobu

FT jen obtizné aplikovatelnou.

Resenim tohoto problému je prakticky aplikovatelna modifikace FT pojmenovana
jako diskrétni Fourierova transformace (angl. discrete Fourier transform, DFT),
kterd pracuje s koneénym poctem N vzorkl diskrétniho signalu. DFT rozklada diskrétni
signal do N diskrétnich frekvencnich intervalii, oznacovanych pocesténe jako frekvencni

biny (angl. frequency bins) — s rostoucim poctem vzorki tedy roste i rozliSeni spektra.

DFT zahrnuje stejné jako F7T piimou i inverzni variantu, kterou lze aplikovat

na diskrétni ¢asovou nebo frekvencni fadu vzorkd, respektive.

Par rovnic diskrétni Fourierovy transformace vypadd nasledovné (pifima varianta

se odborné&ji oznacuje také jako N-point-DFT [1]):

N-1
nk
DFT{x,} = X} = Z Xnexp (—iZn W) (5.1)
n=0
N-1
1 _ nk
IDFT{X} = x,, = N kZ; Xy exp (1271 W) (5.2)

kde N je celkovy pocet vzorkl signalu a n s k je Casovy a frekvencni index, respektive,

pro které platin, k € {0,1,2,...,N — 1}.
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Vysledné spektrum DFT je diskrétni a zahrnuje jak kladné, tak i zdporné frekvence.
Jelikoz amplitudové i1 fazové spektrum stale vykazuji vlastnost symetrie, staci pro jejich

vypocet znat naptiklad pouze kladné koeficienty, pii¢emz zdporné jsou symetrii odvoditelné.

Rozliseni spektra, neboli vzdalenost mezi dvéma sousednimi frekvenénimi slozkami
ve spektru, je dano vztahem:

Af =% (5.3)

kde f; predstavuje vzorkovaci frekvenci (angl. sampling frequency). LepSiho rozliSeni

tedy lze docilit pouzitim vétsiho poctu vzorkt [9].

Spektrum ziskané DFT za¢ind na frekvencnim indexu 0 (DC slozka), pak roste nejprve
pres kladné a pak zaporné frekvence. Pro piehlednost je proto bézné, Ze se vystupni spektrum
po aplikaci DFT pteorganizuje do bézného poradi od zépornych frekvenci po kladné.
Tato operace se cCasto oznacuje jako frekvencéni posuv (angl. frequency shift),

pticemz v prosttedi MATLAB nebo Python (knihovna NumPy) se pouziva funkce ffishift().

Diskretizace FT's sebou ovSem piindsi i nevyhody. Kromé vysoké vypocetni narocnosti

se ve spektru objevuji artefakty — neZzddouci zkresleni, které komplikuji interpretaci spektra:

o Protékani spektra (angl. spectral leakage) mlze vyrazné zkreslovat spektrum.
Tento jev se ovSem da ulinné minimalizovat metodou ,,okénkovani‘
(angl. time windowing), kterd spociva ve vynasobeni signalu okenni funkci pied
aplikaci DFT. Okenni funkce tlumi amplitudu signalu zejména na jeho hranicich,
¢imz zmirfuje jeho diskontinuitu a pfiblizuje ho tak periodickému prabehu.
Tim dochézi k potlaceni skokovych zmén, které tento jev zplisobuji, a tedy 1 zlepSeni

Citelnosti spektra za cenu malé ztraty informace.

o Aliasing nastdvd pii nedostatecné vzorkovaci frekvenci ptfi pfevodu spojitého
signadlu na diskrétni. Pokud nékteré frekvenéni slozky signdlu piesahuji
Nyquistovu firekvenci (fyy = fs/2), dochazi k jejich ,,pfeklopeni® (angl. spectrum

Jfolding) relativn€ k  fy,, zp€t do nizSich frekvenci, coZ vede ke zkresleni spektra.
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o Vypocetni narocnost je velkou prekazkou v aplikaci DFT, jelikoz je pro kazdy
frekvencni bin nutné vSechny vzorky vynasobit komplexni harmonickou funkci
a seCist je. Vypocetni sloZzitost N-point-DFT je rovna piiblizné O(N?),

tedy pocet operaci roste kvadraticky s poctem vzork.

Obr. 16 zobrazuje spektrum spojité funkce, kterd byla diskretizovana na 22 vzorki.

Spojitd funkce je definovana jako:
x(t) =5+ 12sin(2n3t) + 8cos(2m6t)

Z grafu je patrné, ze bez pouziti okenni funkce dochazi k viditelnému protékani spektra.
Krom¢ amplitudového spektra v linearni Skale je vétSinou uzite¢né spektrum pro Sirsi
rozsahy amplitud zobrazit i v decibelech. Decibely pouzivaji logaritmickou Skalu,
kterd zajiStuje konzistentni reprezentaci zmen amplitud pro velké i malé hodnoty,
coz usnadiuje orientaci v pfitomnych frekvencnich slozkach (obzvlasté pokud je signal

znedistény Sumem).

Pribéh funkce

00 02 04 06 08 10 n[
Diskrétni amplitudové spektrum
1

o = N W s U oo

-10 -5 0 5 10 k[]

Diskrétni amplitudové spektrum [dB]
40 ]

30 4

204

10 4

11 10 o 8 7 -6 5 -4 3 2 1 o0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 k[
105 95 -86 -7.6 -67 -57 -48 -38 -29 -19 -10 00 10 19 29 38 48 57 67 1.6 86 95 f[Hz

Obrazek 16 Diskrétni Fourierova transformace
[zdroj: viastni]
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5.2 Rychla Fourierova transformace

Rychléd Fourierova transformace (angl. Fast Fourier transform, FFT) zahrnuje algoritmy,
které te$i problém s vypocetni narocnosti DFT. Hlavnim principem FFT algoritmt

je rozdéleni celkového poctu vzorkli N na mensi skupiny:
N=MxL (5.4)
kde M je pocet skupin, a L je pocet vzorkil v kazdé skupiné.

Timto délenim lze vypocet pfimé N-point-DFT rozdélit na méné narocny vypocet
M X L-point-DFT. Postup lze navic aplikovat rekurzivné znova na kazdou z menSich
L-point-DFT, dokud je pocet vzorki v podskupiné¢ dale nedélitelny podle M.
Déleni vzorkli miize byt aplikovano bud’ v ¢asové doméné (angl. decimation in time, DIT),

nebo frekvenéni doméné (angl. decimation in frequency, DIF).

Existuje nckolik rtiznych FFT algoritmil, ovS§em za historicky prvni a nejznamé;jsi
je povazovan Cooley-Tukey algoritmus, publikovany v Americe roku 1965 [10].

Piivodni motivaci byla analyza dat ze seismometri pro detekci jadernych testii v SSSR.

Cooley-Tukey algoritmus je konkrétnéji oznacovan jako Radix-2 DIT algoritmus,
coz znamena, ze se vzorky déli na skupiny M o zidkladu 2 v casové doméné.
Vzorky jsou tedy rozdéleny na sudé a liché indexy, dvakrat se provede L-point-DFT,
a zkombinuji se vysledky. Pro maximalni ucinnost algoritmu je vhodné, aby byl pocet

vzorkl celo¢iselnou mocninou dvou, jinak jsou vzorky do spravného poctu doplnény nulami.

Obecné lze Radix-2 DIT algoritmus zapsat jako:

N/2-1 N/2-1

. (2m)k _ (2m+1)k
X = Z Xom €xp(—i2m N )+ z Xom+1 €Xp(—i2m T)
m=0 m=0
N/2-1 N/2-1
_ mk _k . mk
= Z Xom exp(—i2m N_/Z) + exp (—1271' N) Z Xoma1 exp(—thN—/Z
m=0 m=0
= Ek + Wk b Ok (55)

kde Ey, Oy jsou komplexni koeficienty pro sudé a liché vzorky, a Wy, je ,.kyvaci® faktor

(angl. twiddle factor).
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Vypocetni slozitost Radix-2 DIT algoritmu aplikovaného rekurzivné na pocet vzorkl
rovny N = 29,q € N* je O(N - log N) —tedy s rostoucim po¢tem vzorki se vypocet vyrazné

zefektiviiuje. V soucasnosti je navic i tento algoritmus dale optimalizovany.

5.3 Kratkodoba Fourierova transformace

Kratkodoba Fourierova transformace (angl. Short-time Fourier transform, STFT) je dalSim
rozSitenim F7, které umoziuje piehlednéji analyzovat Casové promeénné signaly.
Principem je rozdé€leni signdlu na kratké ¢asové tseky, oznacované jako ,.Casovd okna“,
na kterd je nasledné aplikovana FFT, ¢imz je ziskano frekvencni spektrum odpovidajici
pouze danému okamziku. Posouvanim okna podél celé Casové osy vznika sada spekter,
ktera jsou zkombinovana do jednoho grafu — spektrogramu. Jelikoz je STFT Casto pocitana
Radix-2 DIT algoritmem, velikost okna se ve vétSiné€ programt voli v nasobcich dvou.
Spektrogram je tedy casoveé-frekvenéni vizualizaci signalu, ktera zobrazuje

tii rozméry: cas, frekvenci a intenzitu. Nejbéznéjsi je mapovat cas na ose X,

frekvenci na ose y, a intenzitu znadzornovat pomoci barvy (3D grafy jsou méné piehledné).

Obecny tvar nemodifikované spojité varianty STFT:
STFT{x()} = X(f,7) = f x()w(t — t)exp(—i2nft)dt (5.6)

kde 7 je Cas pro posouvani okna, a w(t — 7) je okenni funkce.
Protoze je cilem analyzovat realné signaly, pojmem S7FT se vétSinou mysli

jeji diskretizovana varianta, kterd ma tvar:

N-1

STFT{xn} = Xym = Z Xo,w(n —m)exp <—i2nrllv—k> (5.7)

n=0
kde m je diskrétni ¢as pro posouvani okna, a w(n — m) je okenni funkce.

Jelikoz je cilem spektrogramu reprezentovat energii signalu, reprezentované hodnoty

jsou uréeny vyuzitim teorému o vykonu (Rov. 4.7):

STFT{x,}(f, m) = |X, (f, m)|? (5.8)
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Klicovou nevyhodou STFT je pevné casové-frekvencni rozliSeni, které je dano
délkou casového okna. Kratké okno poskytuje vysoké cCasové rozliSeni, ale Spatné
frekvenéni rozliSeni. Naopak pro delsi okna je sice frekvencni rozliSeni lepsi,
ale zase je omezené¢ Casové rozliSeni. Pii analyze signalu je proto nutné bud’
volit vhodny kompromis, nebo zpracovat vice spektrogrami s riznymi délkami oken,

aby bylo mozné zachytit detaily v casové i frekven¢ni doméné.

V nasledujici tabulce jsou stru¢né popsany zékladni nastaveni pii generovani

spektrogramu:

Tabulka 2 Zéakladni parametry pro nastaveni spektrogramu

Nazev parametru

Struény popis

Barevné zobrazeni

(angl.
Colour property)

Ur¢uje barevné schéma pro reprezentaci intenzit.

Nejcastéji jsou pouzivany styly jako Green, Sunset, Banded,
Inferno nebo Black on White.

Stupnice pro intenzitu

(angl. Colour scale)

Definuje Skalu stupnice pro intenzitu.

Linearni skala je ¢asto nevhodna kviili Sirokému dynamickému
rozsahu, proto se pouzivd decibelova (dB) Skala, kterd 1épe
zvyraziuje 1 slabsi slozky signalu.

Velikost okna
(angl. Window size)

Urcuje pocet vzorkl v ¢asovém okné pro vypocet FFT.

Volba optimalni velikosti zavisi na charakteru analyzovaného
signalu, obecné je kompromisem velikost okna /024 nebo 2048.

Prekryvani
(angl. Overlap)

Udéava miru ptekryvu mezi sousednimi okny.

Vyssi prekryv zajistuje plynulejsi ptrechody 1 lepsi rozliSeni
pirechodovych jevi, ale mirné zvySuje vypocetni naroc¢nost.
Bézné je dostupny piekryv od 50% po az 100%.

Pievzorkovani

(angl. Oversampling)

Zvysuje pocet vzorkl pro FFT jejich rozSifenim o ¢asové okno
vyplnéné nulovymi vzorky (angl. zero-padding).

Vysledkem je hladsi spektrum bez zlepSeni skute¢ného rozliseni.
Nejvhodnéjsi volbou je 2x nebo 4x, vyssi hodnoty jako 8x nebo
16x uz piinaSeji mensi zlepSeni za cenu vysoké vypocetni
narocnosti.

Stupnice pro frekvenci

(angl.
Frequency scale)

Definuje Skalu stupnice pro frekvenéni osu.

Miize byt linearni, nebo logaritmickd. Velkou vyhodou decibel
je zachovani stejné vizudlni vzdalenosti mezi harmonickymi
slozkami po celém spektru.

[zdroj: viastni]
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Na Obr. 17 je zobrazena analyza nahravky cvrkajiciho cvréka pomoci tii spektrogramd.
Prvni spektrogram, ktery pouzivd okno o 32 vzorcich, efektivné zachycuje délku
jednotlivych cvrkll. Spektrogram s oknem o 8192 vzorcich pak zdiraziiuje frekvencni slozky
cvrkani, coz vSak plati pouze pro signdly s konstantnim frekvencnim slozenim.
Spektrogram s oknem o 2048 vzorcich pfedstavuje vyvazeny kompromis, ktery je idealni

pro celkovou orientaci v grafu.
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Obrazek 17 Kratkodoba Fourierova transformace
[zdroj: 11]
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5.4 Diskrétni Kosinova transformace

Diskrétni Kosinova transformace (ang. discrete Cosine transform, DCT) je specialni
variantou DFT, ktera vypocitava pouze realné koeficienty Xj. Toho je dosazeno
symetrickym rozsifenim analyzovaného signalu, ¢imz se kompletn¢ eliminuje imaginarni

slozka spektra [1].

Kli¢ovou vlastnosti DCT je vSak jeji schopnost koncentrovat vétSinu energie signalu
do né¢kolika prvnich koeficientli, coz je zvlasté vyhodné pro kompresi dat, protoze lze

mén¢ vyznamné koeficienty zanedbat bez vyrazné ztraty na kvalité¢ zrekonstruovanych dat.

Existuje nékolik variant DCT, ptfi¢emz nejCastéji pouzivana je DCT-1I, jejiz inverzni
transformaci je DCT-III (zapisuje se jako pfima transformace, ale staci pouze prohodit
koeficienty pro ¢asovou a frekvenéni doménu). Matematicky lze rovnice vyjadrit jako:

N-1

n+ 0,5k
DCT{x,} = X;, = z X, COS n%l (5.9)
n=0
N-1
1 n(k + 0,5
DCTy{x,} = Xy = %o + Z X, COS Irt (T)l (5.10)
n=1

Praktickym vyuzitim DCT je primarné digitdlni komprese zvuku, obrazu i videa.
Mezi hlavni aplikace patii komprese zvukovych stop ve formétu .mp3, komprese obrazu

ve formatu .jpeg a video komprese ve formatech MPEG, H.264 a H.245.
Prabéh funkce

0.8

Al w{, L]

0 10 ) 20 30t
DCT koeficienty

30

20
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Obrazek 18 Diskrétni Kosinova transformace
[zdroj: viastni]
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II PRAKTICKA CAST
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6 ZAKLADY ZVUKOVE SYNTEZY

Zvukova syntéza predstavuje proces tvorby zvuku prostfednictvim analogovych
nebo digitalnich technologii. Umoziiuje napodobit realné zvuky, jako jsou hlasy Zivocicht,

ptirodnich jevi ¢i tond hudebnich néstroji, ale 1 vytvofit zcela origindlni zvukové textury.

Historicky se nejprve rozsifila analogova syntéza, kterd dominovala piedevsim
pied ptfichodem digitalnich technologii, avSak i ta ma stale své ptiznivce. Ti ocenuji
obvoda — drobné a nepravidelné kolisani parametrti spole¢né s bohatsi zvukovou texturou
zpuisobené nedokonalosti soucédstek. Analogové syntezatory navic nijak nevzorkuji signal,
tedy jsou zcela imunni vici aliasingu [12]. V dne$ni dobé je vSak digitalni syntéza hlavnim
a vyrazné¢ pohodIngjSim néstrojem pro tvorby zvuku, nebot’ nabizi vétsi flexibilitu,

presnou kontrolu nad parametry i $ir§i moznosti modulace v ptehlednéj$im prostiedi.

V této kapitole jsou struéné predstaveny Ctyfi zakladni parametry zvuku,

vvvvvv

pro zvukovou syntézu — syntezatorech.

6.1 Parametry zvuku

Pro ucely zvukové syntézy jsou nejpodstatn€jsi ctyfi fundamentdlni parametry
zvuku — hlasitost, vyska, obdlka a témbr. Tyto vlastnosti vyrazné ovliviiuji vnimani
akustického signdlu a zaroven jsou i dobfe technicky definovatelné. Mezi podrobné;si

charakteristiky by mohly patfit naptiklad jeho prostorové vlastnosti nebo spektralni Sitka.

Hlasitost (angl. volume/sound level)

Hlasitost urcuje intenzitu zvukové viny, ktera souvisi s velikosti vychylky (amplitudy)
tlakovych vin v ¢ase. V digitalni zdznamu se hlasitost obvykle zobrazuje v normalizovaném
rozsahu od -1 do 1. Obecné plati, Ze ¢im véEtsi je amplituda, tim vice energie vina prenasi
a tim hlasitéji je tedy 1 vniména. Vnimana hlasitost je vSak ovlivnéna také frekvencnim

slozenim zvuku, protoze citlivost lidského sluchu se 1i8i v zavislosti na frekvenci [13].

Pro objektivni méfeni hlasitosti se nejCastéji pouzivaji decibely, které 1épe odpovidaji

lidskému vnimani.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 61

Tabulka 3 Ptehled nejpouzivanéjsi logaritmickych §kal pro hlasitost zvuku

Oznaceni Vzorec Referenéni hodnota
dB SPL (angl. Nejnizsi hladina zvuku
A =20lo ( P )
SPL g 20 uPa

Sound Pressure Level) slysSitelna lidskych sluchem.

Stejna dB SPL, ale s pfidanou
dBA (angl. Agpa = ZOZog( P ) ! P
20 pPa korekéni kiivkou odpovidajici
A-weighted decibels) +A4() lidskému frekven. vnimani.
dBFS (angl. A Maximalni mozna digitalni
AdBFS = 20 lOg (A ) i
relative to Full Scale) max amplituda.
dbV (angl. v 1 V RMS, b&zné& pouzivani
A =201lo (—)
i I\1v Skéla v audio technice.

relative to 1 Volt)

[zdroj: viastni]

Vyska (angl. pitch)

Udava frekvenci kmitani tlakové viny v Case, kterd ovliviyje jak ,,vysoko* je dany zvuk
vniman. U tonl s jasnou periodickou strukturou se vyskou vétSinou mysli jejich

fundamentélni frekvence, tedy nejniZsi pfitomna frekvenci v jejich spektru.

Lidské ucho je schopné vnimat frekvence ptiblizn€ v rozsahu 20 Hz az 20 kHz
(zejména v mladém veku), pticemz jeho citlivost v tomto spektru neni stejna — nejcitlivejsi
je v pasmu kolem 2 az 5 kHz. Pro praktické vyjadieni vnimané vySky vSak nejsou absolutni
hodnoty frekvence intuitivni nebo vhodné, nebot’ ¢lovék vysku vnimé priméarné relativné,
nikoliv absolutné (vyjimku tvofi pouze velmi malé ¢ast populace s tzv. perfektnim sluchem).

Tato relativni vyska, dana pomérem dvou frekvenci, se oznacuje jako (hudebni) interval.

Na zékladé inspirace intervaly, které se v pfirodé prirozené vyskytuji ve formé
harmonické tady (tedy pomérové vzdélenosti harmonickych slozek) jsou sestaveny
ladici systéemy, které ve spektru definuji specifické diskrétni frekvence, znacené jako fony.
Vybérem téchto ténu v ramci jedné oktavy (2-nasobku frekvence) pak vznikaji tonové

systémy (napt. pentatonicky — 5 tont, diatonicky — 7 tonii, chromaticky — 12 piltont).
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V soucasnosti jsou nejvice relevantni dva systémy ladéni:

o Cisté ladéni (angl. Just Intonation) — vychazi z ptirozenych akustickych zakonitosti.
Zékladni hudebni intervaly jsou zalozeny na jednoduchych pomérech celych Cisel,

které nejsou nijak vazany na pevné stanoveny pocet (napit. 2, 3/2,4/3,5/4, ...).

o Temperované ladéni /2-TET (angl. 12-Tone Equal Temperament) — nejrozsitenéjsi
systém ladéni v zapadni hudbé. Vsechny intervaly jsou z praktickych diivoda slabé
»rozladény* tak, aby byl ndstroj univerzalné¢ pouzitelny pro vSechny zakladni tony.
Interval oktavy je rozd€len na dvanact stejné¢ vzdalenych piltont, ptficemz kazdy

pilton piedstavuje zménu frekvence o piiblizné 6 % (napt. 'V/2, 2z, 123, o).

Zatimco Cisté ladéni presné odrazi poméry mezi harmonickymi slozkami,
temperované ladéni umoziuje univerzalni vyuziti diky rovnomérnému rozdéleni oktavy.
Proto se vsoucasnosti [2-TET stal standardem pro ladéni hudebnich nastroji

(napf. kytara nebo piano) [13].

Nejvétsi jednotkou temperovaného ladéni /2-TET jsou zminéné oktdavy (angl. octave),
které predstavuji celoCiselné nasobky referencniho tonu a proto se také znaci stejnym
pismenem (napt. ton A4 je o oktavu vySe nez A3). Kazda oktava je rovnomérné rozdélena
na 12 pultoni (angl. semitone), ptiCemz kazdy pulton je dale délitelny na 100 centi
(angl. cent). V digitdlni podob¢é je tento systém realizovan standardem MIDI
(angl. Musical Instrument Digital Interface), ktery piifazuje kazdému pualtonu

specifické ¢islo.

ProtoZe je /2-TET ladéni relativni, je nutné definovat jeden referen¢ni ton, viici kterému
je ladéni odvozeno. V zdpadni hudbé je timto standardem ton A4 s frekvenci 440 Hz.
Pro prepocet frekvence v Hz na pocet pultoni v temperovaném ladéni staci

pouzit nasledujici vzorec:

negy = 12 - log, <f£o) (6.1)

kde nggp je pocet pultond, ktery odpovida frekvenci f, a f, je frekvence referencni noty

(napt. pro A4 zminénych 440 Hz).
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Obalka (angl. envelope)

Obalka zvuku popisuje Casovy prubeh hlasitosti pfi jeho vzniku a zaniku (napf. stisk
a pusténi klavesy). Standardem je c{tyifazovy model oznaCovany zkratkou ADSR,
ktery zahrnuje nasledujici faze:

o Nab¢h (angl. Attack) — doba, za kterou zvuk dosdhne své maximalni hlasitosti

po vzniku.

o Utlum (angl. Decay) — doba, bshem které hlasitost klesne zmaxima na

uroven podrzeni.
o Podrzeni (angl. Sustain) — iroven hlasitosti, ktera se drzi po dobu stisku klavesy.

o Dozvuk (angl. Release) — doba, za kterou hlasitost klesne zpét k nule po

uvolnéni klavesy.

Pfinastavovani parametrt je klicové, aby nabéh a dozvuk byly dlouhé alespon ptiblizné
15 ms — prili$ kratky ¢asovy usek zptuisobuje prudkou zménu amplitudy, s kterou se generuji
doprovodné spektralni slozky, které 1ze vnimat jako nezadouci slabé prasknuti.

Kromé klasické ADSR obalky existuji i pokrocilejsi varianty, které mohou umoziovat

1 detailnéj8i kontrolu nad dynamikou zvuku. Obalka pfitom nemusi slouzit pouze

pro fizeni hlasitosti — v syntezatorech se jeji pribéh casto propojuje také pro modulaci

dalSich parametr.
— 4 . | . | L | [
o ' Nabéh ' Utlum PodrzZeni ' Dozvuk _!
ie < >« > ] e
B  (attack) | (decay) | (sustain)  (release)
@© [ [ [ [
I [

| =

| L

[ 42!

|

|

Obrazek 19 Schéma ADSR obalky s vyznaenymi parametry
[zdroj: viastni]



64 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

Témbr — barva zvuku (angl. timbre)

Témbr zvuku je jeho fundamentalni vlastnosti, ktera umoziuje rozlisit zvuky pochazejici
z jinych zdroji — naptiklad housle od flétny, 1 kdyZ hraji stejny ton se stejnou hlasitosti.
Zatimco hlasitost vypovida o celkové intenzité zvuku, témbr urcuje rozlozeni hlasitosti mezi
jednotlivymi harmonickymi slozkami. Welsh tvrdi, ze ,uZitecnost vinového pritbehu
spociva v harmonickych slozkdach které ho tvori, a neni vilastni samotnému tvaru viny*

[14, ptelozeno z angl., s. 7].
Frekvencni slozky harmonického zvuku lze obecné rozdélit na ti1 zakladni slozky:
o Fundamentalni frekvence (H;) — nejnizsi pfitomna (stabilni) frekven¢ni slozka.
o Harmonické frekvence (H) — celociselné nasobky fundamentalni frekvence.
o Inharmonické frekvence (I ) — necelociselné nasobky fundamentalni frekvence.

Vys$$i harmonické slozky pfitom nemusi pouze kopirovat chovéani fundamentély,
ale mohou se samovolné ménit v case nebo béhem znéni tonu vnikat ¢i zanikat.
Témbr je rovnéz siln¢ ovlivnén samotnym zpiisobem vzniku zvuku — nejen pouzitym

nastrojem, ale 1 pribéhem jeho excitace (drnknuti, vdech, uder).

6.2 Metody zvukové syntézy

Metody zvukové syntézy slouzi k elektronickému vytvafeni toénd s pozadovanymi
vlastnostmi, predev§im témbrem zvuku. Cilem je vytvofit spektralné bohatsi zvuk obsahujici
vice frekvenénich slozek (harmonickych nebo inharmonickych). Jednotlivé metody se lisi

zpiisobem vzniku téchto slozek — naptiklad jejich skladanim nebo filtrovanim.

Aditivni syntéza

Aditivni syntéza (angl. Additive synthesis) je zaloZzené na skladani jednoduchych sinusovych

vvvvvv

pribéhy [15]. Principidlné tedy vychéazi z Fourierovy fady, pficemz v praxi se vétSinou

pracuje pouze s pribéhy sinusové funkce.
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Pro jeji realizaci je teoreticky zapotiebi vétsi poCet samostatnych generatorti, z nichz
kazdy tvoii jednu konkrétni harmonickou slozku. Pravé tato naro¢nost €ini aditivni syntézu
v prostfedi analogové techniky velmi neatraktivni. Naopak moderni digitalni syntezatory
umoziuji definovat vysledné spektrum piimo — wuzivatel pouze navoli intenzity
pozadovanych harmonickych slozek, ty syntezator ptepocita do zcela nového vinového

pribéhu, a ten potom generuje vyuzitim jediného oscilatoru.

Velikou vyhodou této metody je dokonald kontrola nad spektralnim slozenim,
coz je zvlasté vyhodné pro syntézu realnych zvuki, které jsou vétSinou tvofeny pouze

limitovanym poc¢tem harmonickych slozek.

Subtraktivni syntéza

Subtraktivni syntéza (angl. Subtractive synthesis) je zaloZzend na principu odebirani
(subtrakce) vybranych frekvencnich slozek z vychoziho signalu se spektralné¢ bohatym
obsahem — napiiklad pilovy, trojuhelnikovy nebo ctvercovy pribéh. Tyto viny jsou
tvarovany pomoci frekvencénich filtrti, které umoziuji selektivné potladit nebo zcela

odstranit nezaddouci frekvencni slozky.

Tato metoda patii mezi nejrozsitencjsi a nejdéle pouzivané techniky zvukové syntézy,
a tvori zdklad mnoha analogovych i digitalnich syntezatord. Diky své jednoduchosti
a efektivité je vhodna pro tvorbu $iroké skaly klasickych elektronickych zvukl — basové

linky, leady, atmosférické pady a jiné uméle vytvorené zvukové textury.

Wavetable syntéza

Wavetable syntéza (angl. Wavetable synthesis), neboli syntéza s vinovou tabulkou, vyuziva
preddefinované tabulky vinovych pribéhit (angl. wavetables), znichz kazdd mulze
obsahovat vétsi pocet zcela nezavislych vinovych pribéhli. Mezi pribchy pak lze
plynule piechazet, ¢imz vznikd dynamicka zména zvukového charakteru. Na rozdil
od subtraktivni syntézy, kterd filtruje pritbéhem neménny signdl, tato syntéza nabizi

vyrazn€ zajimavéj$i a komplexnéjsi vysledky.
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6.3 Nastroje pro Cislicovou syntézu

Tato podkapitola se veénuje nastrojim pro pokroc¢ilou digitalni syntézu zvuku,

konkrétné softwarovymi syntezatory.

V oblasti digitalni hudebni produkce jsou dnes Siroce pouzivané nastroje ve formatu
VST plugini (angl. Virtual Studio Technology). Ty jsou v této podobé¢ snadno integrovatelné
do vice programi, primarn¢ zaméienych na manipulaci a produkci hudby,
kter¢é se obecn¢ oznacuji zkratkou DAW (angl. Digital Audio Workstation).
Moderni DAW, jako jsou naptfiklad popularni FL Studio 21 nebo Ableton Live,
kombinuji Sirokou skalu funkci a predinstalovanych (,,nativnich®) nastroji, jako jsou

editory zvukovych a MIDI soubort, efektové procesory a né€kolik syntezatortii.

Samotné syntezatory lze kategorizovat podle metody aplikované syntézy nebo
cenové dostupnosti. Naptiklad FL Studio v edici ,,Producer* obsahuje ptes 20 rtznych
syntezatort, z nichz jsou ovSem nékteré pokrocilej$i uzamknuté pouze ve zkuSebni verzi,

a v ptipadé zadjmu je mozné je samostatné dokoupit v oficidlnim obchod¢ (online).
Mezi klicové nativni syntezatory DAW FL Studio 21 patii naptiklad:

e 3x Osc: jednoduchy generator se tfemi nezavislymi oscilatory, vhodny pro
rychlou tvorbu doprovodnych hlasti. Umoznuje vytvaret pouze zakladni
preddefinované vlnové tvary, avSak diky jeho nizké vykonové naro¢nosti

a jednoduchosti zlistava oblibeny i pies velmi limitované nastaveni parametru.

e Harmless: Pokrocily syntezator kombinujici aditivni a subtraktivni syntézu
s dal$imi spektralnimi manipulatory. Jeho intuitivni rozhrani usnadituje Gipravu

harmonické struktury zvuku a tvorbu unikatnich zvukovych textur.

e FLEX: Flexibilni syntezator zaloZzeny na piehravani prednastavenych presetii,
vyuzivajici kombinaci riznych syntetickych metod. UmozZiluje rychlé
vyhledavani hotovych zvukovych textur, jejichz nabidka se diky oficialnim

1 komunitnim bali¢klim neustale rozsifuje.
Tyto néstroje jsou plné integrovany do FL Studia a ptedstavuji idedlni vstup do svéta
syntézy. Umoznuji jak zékladni, tak i pokrocilou tvorbu zvukd bez potieby instalace

externich plugint.
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Krom¢ nativnich syntezatorti dostupnych v ramci FL Studia vSak existuje i cela fada

o ey

nejvyznamnéjsi komeréni syntezatory patii naptiklad:

Phase Plant: Pokrocily semi-modulédrni syntezator kombinujici subtraktivni,
wavetable 1 granularni syntézu. Syntezator dovoluje uzivateli volné vybirat,

pfidavat a propojovat jeho jednotlivé ¢asti (moduly) bez omezeni na jejich pocet.

Vital: Moderni wavetable syntezator s vizualné piivétivym rozhranim. Existuje
ve vice verzich, pficemz bezplatna poskytuje pristup ke vSem klicovym funkcim,
coz prispélo k jeho velké popularité mezi nezavislymi producenty i profesionaly.

Serum: Wavetable syntezator, ktery se stal strochou nadsdzky neoficidlnim

primyslovym standardem pro tvorbu elektronické hudby. Vyznacuje se cCistym

zvukem, intuitivnim vizudlnim rozhranim s integrovanymi efekty.

Tyto syntezatory reprezentuji $picku v oblasti souc¢asné digitalni syntézy.

6.3.1

Prostiedi syntezatoru Serum

Jako ptiklad moderniho digitdlniho syntezéatoru je v této podkapitole stru¢né predstaveny

vySe zminény syntezator Serum, vydany v roce 2014 spole¢nosti Xfer Records.

Okno pro oscildtory (OSC)

Oscilatory jsou zakladnim zdrojem zvuku kazdého syntezatoru. Serum disponuje

dvéma hlavnimi oscilatory — OSC 4 a OSC B, jejichz vinovy prabéh je mozné definovat

prostfednictvim vlnové tabulky (pfedstavena nize). Jejich kliové parametry zahrnuje:

o

Unison: moznost nastaveni vicehlasého reZzimu s moZznosti jejich rozladéni

(DETUNE) a sméSovani (BLEND).

Faze: volba pocate¢ni faze (PHASE) generované viny a nastaveni rozsahu, ve kterém

je faze nadhodné zvolena pro kazdou oscilaci (RAND).
Pozice vinové tabulky: volba generované viny z vinové tabulky (WTPos).
Warp: moznost nastaveni modulace, ve vychozim nastaveni vypnuté (OFF).

Pan a Level: Rizeni stereopozice (PAN) a hlasitosti (LEVEL).
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Krom¢ hlavnich oscilatorti je Serum vybaven i podpiirnymi oscilatory SUB a NOISE,

které mohou dopliiovat vysledny zvuk o basovou nebo Sumovou slozku, respektive.

Vyuzitim Obalky (angl. envelope) se ovlada chovani parametrt pfi stisku a uvolnéni
klavesy. Serum vyuziva rozsifeny typ obalky AHDSR, ktery oproti klasickému typu 4ADSR
obsahuje navic 1 fazi drzeni (angl. hold), ktera definuje casovou délku podrzeni
maximalni trovné po nabéhu. K dispozici je vice instanci obalek, piicemz prvni (ENVI)

tidi hlasitost vSech oscilator produkujici zvuk.

LFO, neboli nizkofrekvencni oscilator (angl. Low Frequency Oscillator), nevytvaii
zadny zvuk, ale slouzi ke konzistentni modulaci parametra s pln¢ nastavitelnym prabéhem.
Vychozi frekvence oscilaci je synchronizovana s tempem DA W, ovSem je mozné ji definovat

1 manuélné, a to do hodnoty az 100 Hz. K dispozici je opét vice instanci.

Filtr slouZi k tvarovani frekvencniho spektra vysledného zvuku. Serum nabizi Siroky
vybér typu filtrii véetné zakladni dolni, horni a pdsmové propusti. Jejich pojmenovani
ve vétsSingé piipadi vychazi ze znafek nebo typt analogovych obvodi, které simuluji
(naptiklad MG se odkazuje na rodinu obvodi znacky Moog).
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Obrazek 20 Ptehled hlavnich néstrojii v okné OSC syntezatoru Serum
[zdroj: viastni]
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Okno editoru vinové tabulky

Editor vinové tabulky (angl. Wavetable Editor) umoziuje vytvaret nebo modifikovat vinové

prabéhy pro hlavni oscilatory. V syntezatoru Serum je do jedné tabulky mozné zaradit

az 256 pruabeha, s tim Ze v pfipadé mensiho poctu je také mozné vyplnit mezery vyuzitim

~Morph funkci, které vytvaii plynulé prechody mezi jednotlivymi pribéhy [16].

Individualni prabehy pak lze definovat n¢kolika zptisoby:

o Urcenim intenzity a faze pro vSechny pozadované harmonické slozky.

o Mapovanim pribéhu pomoci prednastavenych kiivek v miizce vlnového

prabehu.

o Popisem matematickou funkei.

Na Obr. 21 je zobrazeno samostatné oteviené editacni okno s tabulkou zahrnujici

zakladni prubéhy zvanou ,,Basic Shapes. PoCatek viny je vzdy pozicovany ve

prabéhu, tedy v okné je zobrazena sinusova funkce bez fazového posunu.

» 43 serum = Presets { b —
L 0sCB Oscillator A Table Edit

~ | Bini Harmonické slozky | ,, -

L= . I00M
acrion Amplituda

Faze

Single Process Morph Add/Remove S Import Export

_~" > VInovy prub¢h
/ \‘\.‘

- -

[0 copy =] PasTE 9 sin(x*pi)

@”\l /_\; "—| "‘T ’_‘—\\’/ VInova tabulka

stredu

x

LEALLMBM AL LR -

Obrazek 21 Edita¢ni okno vlnové tabulky syntezatoru Serum
[zdroj: viastni]
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Okno s efekty (FX)

Efekty se aplikuji po vygenerovani zvuku, pfi¢emz ucelem je zvuk dale obohatit a tvarovat.

Serum ma k dispozici deset zékladnich efektli s pIlné modifikovatelnymi parametry,

které 1ze prakticky rozdélit do Ctyt kategorii: dynamické, prostorovée, modulacni a filtracni.

Dynamické efekty upravuji hlasitost a intenzitu zvuku:

(@]

vvvvvvv

¢imz pomaha udrzet konzistentni hladinu hlasitosti.

Distortion: zkresluje zvuk upravou jeho vinového pribéhu, ¢imz ho obohacuje

wevr

o vys$si harmonické slozky, které¢ zvuku dodéavaji agresivnéjsi a surovéjsi charakter.

Prostorové efekty simuluji riizné akustické prostiedi a vytvaii tak hloubku:

o

Reverb: napodobuje dozvuk redlny mistnosti a hal, ¢imz zvuku dodava prostorovou

atmosféru a prirozengjsi charakter.
Delay: vytvarti zpozdéné opakovani signalu, ¢imz vznikaji ozvény.

Dimensions (specialni efekt): pfidava jemné zpozdéni mezi levym a pravym

kandlem, ¢imZ rozsituje stereo rozloZeni bez vyrazného vnimani ozvény.

Modulaéni efekty ovliviiuji casové a frekvencni vlastnosti zvuku, ¢imz mu dodavaji

pocit pohybu a variability:

o

Chorus: vytvaii vice kopii originalniho zvuku s mirnym zpozdénim a rozladénim,

¢imz vznika dojem vicenasobného hlasu podobny smy¢covému orchestru.

Hyper: (specialni efekt) funguje podobné jako chorus, avSak s méné€ vyraznou

modulaci, Sir§im stereo rozlozenim a moznosti reaktivace s kazdou notou [16].

Phaser: posila ¢ast signalu ptes celopropustny filtr s nelineérni fazovou odezvou,
a ten pak kombinuje s nemodulovanym signalem. Vysledkem je vznik interferenci,

jejichz vyska v Case roste a klesa (pozice peaki je Casto modulovana pomoci LFO).

Flanger: je velmi podobny phaseru, ovSem misto faizového posunu vyuziva velmi
kratké casové zpozdéni (<20 ms). Vysledkem je opét vznik interference,

avSak s hustsi prezenci a peaky rozmisténymi ve frekvencich harmonické fady.
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Filtracni efekty pomahaji tvarovat vysledny zvuk, ktery je pouzitim ostatnich efektt

Casto vice rozlozen po spektru:
o Filtr: je zcela totozny varianté z OSC sekce.
o EQ (ekvalizér): slouzi k tipravé meznich frekvenci zvuku s mensi flexibilitou.

VétSina nefiltracnich efektli navic obsahuje alesponi jedno-parametrovy filtr nebo i EQ

pro vétsi kontrolu.

Na Obr. 22 je zobrazeno FX okno s ptehledem vSech dostupnych efektii na levé strané.
Efekty jsou aplikovany jak jsou setazeny, pficemz jejich potradi je libovolné ménitelné.

Vsechny parametry efektl jsou stale plné modulovatelné jako parametry sekce OSC.

» {3} Serum (Maste Presets { b = X

< > Menu "‘
SERUM
e MATRIX GLOBAL

DISTORTION

CHORUS EPE

DELAY

B NORMAL
PING - PONG

TAP = DELAY

= TRIG = Pm 174 Off Off . VOICING
i ENV B ANCH i

= ~ g = ofF P ’ ’ , MOND POlY g o

ATTACK HOLD DECAY SUSTAIN RELEASE GRID MODE Dot RA] DELAY SMOOTH LEGATO 0 \8

LMY © =

Obrazek 22 Ptehled efektti v okné FX syntezatoru Serum
[zdroj: viastni]
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Okno s modulacni matici MATRIX)

Modula¢ni matice slouzi jako prehlednd tabulka obsahujici vSechny aktivni modulace,
doplnéné 1 o vizudlni reprezentaci velikosti aktudlni modulace (modra kiivka).
Umoznuje nejen spravu existujicich modulaci, ale i vytvafeni pokrocilejSich vztaht,
které jsou nastavitelné pouze zde — naptiklad modulace parametri mezi dvéma LFO

(ovlivnéni frekvence) nebo vyuziti generatoru nahodnych hodnot zvaného jako ,,Chaos*.

V matici Ize také pro jednotlivé modulace nastavit jeji parametry.
Naptiklad typ modulace (unipolarni nebo bipolarni), tvar jejiho pribéhu (vychozi linearni,
ale ostrost lze ménit az k témét skokové zmén€) a AUX zdroj (fidi intenzitu nastavené

modulace vyuzitim dalSiho parametru).

Na Obr. 23 je zobrazeno okno modula¢ni matice béhem stisknuté klavesy C3.

v {3} Serum (Maste Presets 4 )
. 1| - Init- <> Menu ~

SERUM

MATRIX GLOBAL
DESTINATION
AVol * ---
A WTPos : Chaos1
LFO1 Rate : i
A CoarsePit

11
0.5ms 0.0ms 1.00 s 0.0 d& 1 TRIE Off Off 0.0 VOICING
: A o

- ~ a3 = OFF TRIP

- - - MOND

ATTACK HOLD DECAY SUSTAIN RELEASE GRID MODE Dot RISE DELAY SMOOTH

LLA LA LR

Obrazek 23 Modula¢ni matice v okné Matrix syntezatoru Serum
[zdroj: viastni]
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7 FREKVENCNI ANALYZA REALNYCH
AKUSTICKYCH SIGNALU

Pro analyzu frekvencniho spektra zvukovych signdli byl vyuzit open-source software
Sonic Visualizer (dale Sonic), vyvijeny vyzkumnym ustavem ,,Centre for Digital Music*
na Univerzité¢ kralovny Marie v Londyné. Tento program je specializovany pro detailni

frekvenéni analyzu zvukovych nahravek s Sirokou Skélou nastavitelnych parametrti [17].

V této kapitole jsou analyzovany nahravky zivocichli i hudebnich prostiednictvim
spektrogramti a spektralnich grafi, respektive. Pti vybéru konkrétnich akustickych nahravek
hrdl hlavni roli jejich zajimavy akusticky charakter nebo vystfedni pribéh.
Dalsim praktickym kritériem byla také dostupnost nahrdvek na internetu,
zejména prostiednictvim platformy YouTube, ve které Ize mnohdy ziskat

profesiondlni zdznamy s limitovanym Sumem.

Analyza vzdy vychazi zrelativniho vztahu spektralnich slozek k fundamentalni
frekvenci H;. U inharmonickych slozek je proto uveden také ndsobitel, ktery vyjadiuje,

o kolik je dana slozka vyssi oproti fundamentale.

Kazdy graf obsahuje kromé popisu obsahu i specifikaci pouzitych parametra
pii generovani. Pro okno je uvedena jeho velikost, mira prekryvu (v procentech)
a stupen prevzorkovani (v nasobcich). Velikost okna je volena na zaklad¢ piehlednosti
po srovnani vice variant, zatimco piekryv a pifevzorkovani jsou vzdy nastaveny
na maximum. Nastaveni intenzity a (frekvencnich) binui se vztahuje ke zvolené
Skale zobrazeni, ktera ovliviiuje citelnost a interpretaci vysledk. V ramci analyzy

byly vyuzity tfi rizné typy skal:
e Standardni logaritmicka stupnice dB (Sonic pouziva skalu dBV).

e Kvadratické logaritmicka stupnice dB”2, kterd oproti dB jesté lépe rozdéluje
relevantni frekvencni slozky od Sumu.

e Melodicka stupnice Mel, jejiz rozliSeni odpovida psychoakustickému vnimani

vysky tonu lidskym sluchem (vyuZita pro rozloZeni frekvenéni osy).

Vsechny grafy jsou zpracovany vyuzitim okenni funkce Hannova okna, ktera zajist'uje

optimalni rovnovahu mezi rozliSenim frekvenci a potlacenim protékani.
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7.1 Zvireci vokalizace

Neboli zvuky Zivoc¢ichl jsou vizualizovany formou spektrogramli vyuZitim vice motivi.

V grafech jsou vizudln¢€ naznaceny ptitomné spektralni slozky.

Cvréek

Cvréek ke komunikaci se svymi vrstevniky vyuZiva charakteristicky repetitivni zvuk,

znamy jako cvrkdni. Ten vznikd procesem stridulace — tfenim jeho kiidel.

Na Obr. 24 je zobrazen spektrogram cvrkani cvrcka, ze kterého Ize vycist, Ze cvrkot
je slozen alespon ze Sesti spektralnich slozek, z nichz posledni dvé jsou inharmonické.
Vzhledem k jejich proménlivosti v ¢ase jsou frekvence jednotlivych sloZek urceny jako
pramérné hodnoty. Z analyzy dale vyplyva, ze jedno cvrkéni je sloZzené vzdy z bud’ péti,
nebo osmi jednotlivych pulzi (cvrki), pficemz harmonické slozky béhem cvrkl ve vysce

klesaji, zatimco inharmonické slozky stoupaji, coz dale tvofi charakter zvuku.

=
N
¥ A
&) Cvréek STFT nastaveni
" . Okno: 1024 (93.75%, 8x)
. C”":’_{et‘ Intenzita: dB”2 (Printer)
hy zdroj: youtube.com Biny: P
S ny: el I (x6.29)
el .
h B - “rey " P r - -
- W L. SN @, o R
. tat . sy - =3 sl 4.5 I a—
o S wata TN FeALgs A 3 4 i 2o -
i ek @ B MR e g iR} heos)
S b S 5 83 A R 2
| RS . o : Lz - . o N J
o
[=]

bt b
bl 4

N

1

Obrazek 24 Spektrogram cvrkani cvrcka
[zdroj: 11]
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Sykora konadra

Zvuky sykory konadry jsou zna¢né¢ rozmanité. Lze je charakterizovat jako kratkeé,
avSsak vyrazné¢ artikulované vokalizace, Casto zalozené na ,,dvouslabiném® motivu.
Na rozdil od lidskych hlasivek produkuji ptaci zvuk pomoci hlasového orgdnu zvaného
jako syrinx, ktery jim umoznuje generovat soucCasné dva zcela nezavislé hlasy.

Ty mohou tvofit samostatné¢ melodické linky, nebo miizu byt jeden hlas modulovan druhym.

Spektrogram na Obr. 25 zachycuje jeden z typickych zpévi sykory konadry,
slozeny ze dvou slabik. Druha slabika vykazuje efekt pfipominajici frekvenéni modulaci,
kdy dvé nezavislé vysky vzajemné interferuji, coZ na spektrogramu vytvaii dojem vice hlast.

Krom¢ zakladni frekvence jsou patrné 1 vyS$$i harmonické slozky, které dosahuji

az Gtvrté harmonické.

Sykora kohadra SIET nastavend
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Obrazek 25 Spektrogram zpévu sykory konadry
[zdroj: 18]
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Zvonovec bily

Zvonovec bily, pochazejici z destnych pralest Jizni Ameriky, je celosvétoveé nejhlasitéjsim
ptakem vlbec. Jeho zpév dosahuje hlasitosti az /25 dB SPL, coz odpovida vice
nez milionkrat vétsi intenzité nez je prah lidského sluchu — hlasitost je srovnatelna

naptiklad se startem tryskového letadla ze vzdalenosti jen nékolika metra.

Na Obr. 26 je zobrazen spektrogram jeho zpévu, ktery odhaluje velmi bohaty
frekvenéni obsah s velkym mnozstvim inharmonickych slozek. Vyska a intervaly
téchto nejvyraznéjSich slozek jsou uvedeny v tabulce nalevo. Analyza ukazuje,
7e vysoka intenzita zpévu neni tvofena malym mnozstvim silnych harmonickych slozek,
ale je rozprosttena mezi pres padesat viditelnych slozek rozlozenych napfic

Sirokym frekvencnim rozsahem.

Nejvyraznéjsi slozky spektra odpovidaji tzv. Cistym (perfektnim) intervalim,
zejména kvarté¢ (P4) a kvinté (P5) spolecné s jejich kombinacemi. Tyto kombinace

vznikaji v dasledku akustickych jevi vzniklych v syrinxu.

- STFT nastaveni
Zvonovec bily

Okno: 2048 (93.75%, 8x)
Intenzita: dB*2 (Sunset)
Biny: Mel

"White bellbird"
zdroj: youtube.com
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(x2.66 ~ 2%P4)

I5 - 1811 Hz
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(x1.50 ~ 3/2) (P5)

I-1317 Hz

(x1.33 ~ 4/3) (P4)
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(x1.16 ~ 7/6)

Obrazek 26 Spektrogram zpévu zvonovce bilého
[zdroj: 19]
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Clovék (Zensky zpév s kytarovym doprovodem)

Lidsky zpév je, na rozdil od feci, charakterizovan vétSi kontrolou nad vyskou tonu
(intonaci), rozsahem 1 strukturou. Z akustického hlediska se jedna o signal s vyraznymi
vy$$imi harmonickymi slozkami a vySkou s vystiedné proménlivym pribéhem,
coz ho déla oproti hudebnim néstrojim dobfe rozeznatelnym ve spektrogramu.
Muzsky zpév se obvykle vyznaCuje nizSi zakladni frekvenci, zatimco Zensky zpév

dosahuje alespon znatelné vyse.

Na Obr. 27 je zachycen spektrogram zenského zpévu s doprovodem akustické kytary,
nahraného v ramci uklidiujici medita¢ni  hudby. Nejvétsi pocet zietelnych
harmonickych slozek lze pozorovat na zacatku zpévu. Zdkladni frekvence zpévu
po celou nahravku neklesne pod 300 Hz, ¢imz pro ucho vznika znateln¢ chudsi prostor,
ktery je vniman jako prazdny — tato mezera je proto Casto kompenzovana doprovodnymi

nastroji, jako je pravé kytara, diky které vysledek ptisobi vyrazné vice kompletni.

Zensky zpév STFT nastaveni
(s kytarovym doprovodem) —————
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Obrazek 27 Spektrogram zpévu Zeny (s kytarovym doprovodem)
[zdroj: 20]



78 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

7.2 Hudebni nastroje

Tato podkapitola se vénuje analyze témbru vybranych hudebnich néstroji prostiednictvim
spektralnich grafii, ve kterych jsou oranzovymi céarami vyznaCeny pozice Cisté
harmonickych frekvenci. Zobrazena spektra zachycuji znéni jediného ténu, ktery je
dobfte reprezentovany diky velké velikosti FF'T okna (nastaveni vzdy plati pro cely obrazek).

Nastroje jsou rozdé€leny do Ctyt skupin podle zptisobu vzniku toénu, pficemz kazdou
skupinu reprezentuji jeji dva az tii nejznaméjsi instrumenty. Teoreticky by vyssi harmonické
dechovych nastroji méli odpovidat harmonické tad€, zatimco u strunnych néstroju

by se méla projevit inharmonicita — vlivem tuhosti strun dochazi k mirnému zrychleni

frekvenci vyssich harmonickych slozek oproti idealizované harmonické tad¢.
Strunné nastroje drnkaci — kytara a harfa

Drnkaci néstroje, jako je kytara a harfa, vytvafeji zvuk rozechvénim strun prsty
nebo trsaitkem. Tén je  charakteristicky rychlym ndbéhem, pfi¢emz intenzita

spektralnich slozek tonu zavisi na misté rozechvéni struny.

Na Obr. 28 je zobrazeno spektrum tonl klasické kytary a koncertni harfy.
Zatimco spektrum harfy pozvolna klesa srostouci frekvenci, spektrum kytary
diky rezonan¢nimu télu obsahuje plnéjSi zastoupeni i1 vysSich harmonickych sloZek.

Jev inharmonicity je patrny u obou néstroju.
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Obrazek 28 Spektrum strunn}'/ch nastroju drnkacich (kytara a harfa)
[zdroj: 21; 22]
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Strunné ndstroje smyccové — housle, violoncello

Smyccové nastroje, jako housle a violoncello, produkuji zvuk rozechvivanim strun
pomoci smycce. Vibrace strun se pienaseji na rezonancni desku néstroje, ktera zvuk

nejen zesiluje, ale 1 ovliviiuje jeho barvu [13].

Na Obr. 29 je zachyceno spektrum tonit housli a violoncella. Housle patii mezi
nastroje vysSiho rejstiiku, zatimco violoncello plni roli hlubsiho (basového) nastroje.
Prestoze se vysky tond obou nastroji lisi o dvé oktavy, pocet harmonickych slozek

je u obou podobny.

Stejn¢ jako u jinych strunnych nastroj, i zde se projevuje inharmonicita,
ktera je vSak u smyccovych nastroji méné vyrazna diky niz§i tuhosti strun
a témer konstantnimu buzeni smyCcem. Porovnanim grafli si lze vSimnout také
méné ostrych frekvencnich slozek violoncella, coz je nejspiSe zplsobeno silngjSimi
(tlusts$imi) strunami, coz zpusobuje vétsi nepravidelnost ve spojeni s buzenim smyccem

(stick-slip efekt).
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Obrazek 29 Spektrum strunnych néstrojii smyccovych (housle a violoncello)
[zdroj: 23; 24]
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Strunné ndstroje klavesové — virtudlni piano a piano

Klavesové nastroje, jako klavir, generuji zvuk tderem kladivka na struny,
které rozechvivaji rezonan¢ni desku nastroje. V piipad¢ virtudlniho piana jde o digitalni

emulaci akustického nastroje, v tomto piipad¢ zalozenou na matematickém modelovani.

Na Obr. 30 je porovnidno spektrum ténu virtudlniho a akustického piana.
U obou nastrojii je patrnd bohatd harmonicka struktura, avSak zatimco virtudlni nastroj
vykazuje kontrolovany utlum vysSich harmonickych slozek, vyS$i harmonické

akustického klaviru maji ptirozenéjsi a komplexnéjsi rozlozeni amplitud.

Jev inharmonicity strun se u klaviru projevuje vyrazné diky jeho silnym

a tuhym strundm, coz ptispiva k jeho charakteristicky ,,zivému‘ tonu.
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Obrazek 30 Spektrum strunnych néstroju klavesovych (virtualni piano a piano)
[zdroj: 25; 26]
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Dechové nastroje — flétna, klarinet a saxofon

Dechové néstroje vytvaii zvuk rozechvivanim vzduchového sloupce, pficemz flétna
vyuziva pouze uzky otvor, zatimco klarinet a saxofon pracuji s jazyCkem, ktery nastroji

umoziuje mimo jiné pracovat s vétSim dynamickym rozsahem.

Na Obr. 31 jsou porovnany spektra téchto tfi néstroji. Zatimco flétna a saxofon
vykazuji bohaté spektrum s vyraznymi sudymi i lichymi harmonickymi slozkami, ve spektru
klarinetu jsou zifejmé vyraznéjsi liché harmonické slozky. Tento efekt je zpiisoben
umisténim jazycku, ktery u klarinetu lezi pfimo nad hlavnim vzduchovym sloupcem,
¢imz vznika efekt polouzaviené trubice, ve ktera obecn¢ dominuji liché harmonické [27].

Na rozdil od strunnych nastrojii pozice harmonickych ptesné kopiruji harmonickou fadu.

0 FFT nastaveni
0 Okno: 32768 (93.75%, 8x)
i Intenzita: Log
Biny: Log
40 |
Ll W a
I
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3 D4-12¢ 5 4 8
FT o % & e & T & & & % & [ & & & D & [ & & & % & [ & & & [ & [ & & & [0 o
160 [250 [400 [630 [1000 [1600 [2500 [4000 [6300 [Hz]
0
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40 ‘\ n
60 j
-sofy |/ WW i e WAL
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|| C#4-lc 2 4 8 16 30
w | & & & e @ | & & & [ % & | & & = [ & & [ @ @m & [ & & | & & & [ & = & = & [ =
150 [250 [400 |630 [1000 [1600 |2500 [4000 [6300 [Hz]

Obrazek 31 Spektrum dechovych hudebnich nastroju (flétna, klarinet a saxofon)
[zdroj: 28; 29; 30]
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8 DIGITALNI SYNTEZA ZVUKU

Digitalni syntéza zvuku piedstavuje proces jeho generovani prostiednictvim digitalni
techniky, nejCastéji pocitace, v némz je zvuk reprezentovan jako signal existujici

pouze v diskrétnich ¢asovych okamzicich.

Kapitola prezentuje dva piiklady syntézy zalozené na aditivni metodé,
realizované na zdklad¢ spektrogramové analyzy realnych akustickych vzorq,
které byly pfedstaveny v pfedchozi kapitole — konkrétné¢ se jednd o cvrkdni cvrcka
a zpév sykory konadry. Tyto zvuky byly vybrany pro jejich harmonicky mén¢ komplexni

strukturu a ptehlednou moznost syntézy bez nutnosti komplikovanych modulaci.

Syntéza byla provedena v prostfedi populdrniho DAW programu FL Studio 21
s vyuzitim softwarového syntezatoru Serum. Oba piiklady jsou zpracovany formou
digitdlniho nastroje vytvofeného pomoci pluginu Patcher (soulast FL Studia),

ktery umoziuje vizualizovat tok signalii mezi generatory a efekty v jednom schématu.

Vysledkem kazdé syntézy je zvukova stopa obsahujici origindlni i syntetizovanou
podobu zvuku, doplnénou o jejich grafickou reprezentaci ve formé spektrogramu.
Obsahem kapitoly je shrnuti nejpodstatnéjSich nastaveni v projektech a porovnani

syntetizovanych zvukil s origindlnimi nahrdvkami pomoci spektrogramu.

8.1 Digitalni syntéza
Cvrkani cvréka

Cvrkani cvrcka je charakteristické rytmickym zvukem s pravideln& promeénlivou strukturou.

Z analyzy spektrogramu cvrkani (Obr. 24) vyplyva:
o Cvrkani se sklada ze skupin impulzii, poctem uspoiadanych po péti nebo osmi.
o Kazdy impulz tvoii Sest frekven¢nich slozek — ¢tyfi harmonické a dvé inharmonické.

o Vyska harmonickych sloZzek v kazdém impulzu klesa, zatimco u inharmonickych

slozek vyska stoupa.

o Fundamentélni frekvence je v néjaké podobé ptitomna po celou dobu cvrkéni,

zatimco vy$s$i harmonické doprovazi pouze skute¢ny impulz (cvrknuti).
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Vzhledem ktomu, Ze u hlavnich oscildtord syntezatoru Serum je mozné
harmonické slozky definovat ptimo, byly dvakrat dvé podobné frekvenc¢ni slozky slouceny
do stejné instance syntezatoru. Vysledny nastroj Cvrcek tedy obsahuje celkem Ctyfi instance

syntezatoru Serum (praktickym piinosem slouceni je pouze uspora vypocetniho vykonu).

Krom¢ samotnych impulzi je soucasti zvuku také doprovodny Sum, ktery
je nejvyrazngjsi predevSim v oblasti zédkladni frekvence. Tato slozka zvuku je vytvofena
kombinaci modula¢niho efektu chorus a samostatné piidaného generatoru Sumu,

ktery vyrazné podporuje realisticky charakter vysledku syntézy.

Tabulka 4 Prehled pouzitych instanci syntezatoru Serum v projektu Cvrcek

Oznaceni syntezatorQ Generované slozky
SYNTH 1 H; (2370 Hz)
Naéstroj SYNTH 2 Ho, H;s
Cvrcek SYNTH 3 Hy
SYNTH 4 11 (12 600 Hz), 1> (14 900 Hz)
Sum SYNTH 5 Sum

[zdroj: viastni]

ProtoZze syntezator Serum pracuje s relativni vySkou vic¢i vstupni noté, generovana
frekvence musi byt ur€ena relativné vici tomuto tonu. V projektu byla za vychozi notu
zvolena klavesa C4 (261,63 Hz), a tedy vSechny spektralni sloZky jsou urceny relativné

vuci této referenci formou temperovaného ladéni.

Vyska harmonickych slozek (H;.4) je vzdy vztazena k fundamentalni frekvenci Hi,

a pro jejich definovani tedy staci pouze jediny vypocet podle Rov. (6.1):

2370
H, =12"-log, (

= = 1
261,63) 38,15 sem = 3 oct + 2 sem + 15 cent (8.1)

Vyska inharmonickych slozek (/;.2) se nachazi ve vysokych frekvencnich pasmech,
kde rozdily az desitek hertz maji jen minimdlni vliv na vnimanou vySku ténu.
Proto byly hodnoty zaokrouhleny, diky ¢emuz pro jejich realizaci staci opét pouze jedna

instance syntezatoru s fundamentalou 100 Hz a aktivovanymi pfisluSnymi harmonickymi.
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Vypocet vysky zakladni frekvence pro SYNTH 4:

0
) = —16,65 sem = —1 okt — 4 sem — 65 cent (8.2)

Nyoonz = 12+ log, (m

Na Obr. 32 je zobrazeno blokové schéma ndastroje Cvrcek zpracovano v pluginu
Patcher. Vstupem do néstroje jsou MIDI data, ktera jsou definovana notou C4 o specifické

délce. Zvuk generovany syntezatory je dale upravovan pomoci ptipojenych efektii:

o FX EQ (ekvalizér) — zesiluje frekvencni pasma odpovidajici generovanym slozkam

a zeslabuje ostatni. Frekven¢ni odezvy obou instanci jsou zobrazeny na Obr. 34.

o FX Chorus — vytvaii jemny vicehlasy charakter kolem hlavnich spektralnich slozek.

Na Obr. 33 jsou zobrazeny pribéhy LFO oscilatorii, které moduluji hlasitost a vySku
fundamentélni frekvence (SYNTH [) a vysSich harmonickych (SYNTH 4)
s frekvenci 5 Hz. Zatimco modulace fundamentaly mé vice chaoticky a vystiedni prubéh,

modulaci vyssich harmonickych tvoii témét pravidelné impulzy.

Protoze se vSechny slozky objevuji a mizi bez jakéhokoli pritahu,
obalka vSech syntezatorii mé aktivovany pouze nabéh a dozvuk dlouhy nepostiehnutelny

okamzik 22 ms — doba postacujici pro minimalizaci skokové zmény.

Vystupem nastroje je stabilni cvrkani, jehoZ intenzita se v Case ovSem dale nijak
neméni. Aby bylo mozné vytvofit charakteristické skupiny impulzii spolecné s jejich

piirozenou obalkou, je hlasitost vystupu néstroje v DAW dale upravovana.

ProtoZe se fundamentala a vyssi harmonické objevuji nezavisle, je nutné fidit jejich
hlasitost zvlast — v projektu je proto vyuzitim filtraniho efektu Frequency Splitter
rozdélen vystup néstroje na dvé spektralni pasma, jejichz hlasitost je samostatné fizena
pomoci tzv. automatiza¢nich klipti (angl. automation clip). Jedna se o pln¢ modifikovatelné
kiivky, pomoci kterych lze tidit jakékoli parametry v Case. Jejich pribéh se nastavuje
v hlavnim pracovni okn¢ projektu nazyvaném Playlist, kde je kromé fizeni hlasitosti cvrkani

v projektu fizena i hlasitost pfidaného Sumu, ktery zvuk dale dopliuje.

Podoba Playlistu se ttemi automatiza¢nimi klipy je zobrazena na Obr. 35.
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SYNTH 4
(11,2)

SYNTH 1 . * MIDI data (noty)
(H) FX Chorus 1 : Al [

Obrazek 32 Schéma nastroje Cvrcek zpracovaném v pluginu Patcher
[zdroj: viastni]

Hlasitost Vyska

OSC 4

OSC 1

Obrézek 33 Pribéhy LFO pro modulaci hlasitosti a vysky v néstroji Cvréek
[zdroj: viastni]

Obrazek 34 Frekvencéni odezva filtracnich efektii EQ pouzitych v néstroji Cvréek
[zdroj: viastni]
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[2Short

Cvrcek
M Krétky (5x) Diouhy (8x)

L

e short-V0Lfund «long-V0Lfund

Fundamm h

«~shart-V0Lovertone «"long-V0Lovertone

VyS&i

harmonické

Obrazek 35 Okno Playlistu v projektu Cvréek
[zdroj: viastni]

Vysledkem jsou tedy dle originalni nahravky dva rizné typy cvrkani — kratké
(5 impulzti) a dlouhé (8 impulzi), které lze v projektu pro replikovani jednoduse

piekopirovat spolecné s automatiza¢nimi stopami dle potieby.

Zpév sykory konadry

Analyzovany zpév sykory konadry (viz. Obr. 25) se sklada ze dvou vyraznych ,.slabik*,
pricemz druha z nich je tvotena vicehlasem (3 hlasy). Tato vlastnost je snadno napodobitelna
syntezatorem Serum diky jeho funkci UNISON, ktera umoziuje generovat vice hlast

soucasn¢ s nastavitelnym rozdilem ve vyskové vzdalenosti (rozladéni) a sile.

Na spektrogramu je dale vidét slaba piitomnost vySSich harmonickych slozek,
ty vSak pouze kopiruji pribéh zékladni frekvence a akusticky tedy nejsou nijak zasadni
pro rozpoznani zvuku. Na zaklad€ téchto poznatkli bylo moZzné néstroj Sykora realizovat

s jedinou instanci syntezatoru Serum, doplnénou jednou dalsi pro Sumovy podklad.
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Tabulka 5 Prehled pouzitych instanci syntezatoru Serum v projektu Sykora

Oznaceni syntezatoru Generované slozky
Nastroj SYNTH 1 H; (3660 Hz), Hy, Hs, Hy
Sykora
Sum SYNTH 2 Sum

[zdroj: viastni]

Protoze se vySka fundamentalni frekvence béhem zpévu meéni, jako referencni vyska

cvwr

V ramci projektu byla za vychozi notu opét zvolena klavesa C4 (261,63 Hz),
ke které jsou vSechny harmonické slozky vztazeny. Aplikovanim Rov. (6.1) je vyska
prvni harmonické déna jako:

3660
261,63

H, =12 log, ( ) = 45,62 sem = 3 oct + 9 sem + 62 cent (8.3)

Na Obr. 36 je zobrazené blokové schéma néstroje Sykora, zpracovaném opét v pluginu
Patcher. Zvuk je generovan jedinou instanci syntezatoru Serum a dale tvarovan pomoci
efekti chorus a EQ. Zvuk generovany syntezitorem je vSak prvni rozdélen na dvé

oddé€lena frekvencéni pasma — fundamentalni slozku a vyss$i harmonické.

Toto rozdéleni je vtomto pfipadé téz nezbytné kvuli odliSnému pozadavku na
intenzitu efektu chorus — zatimco u fundamentalni slozZky mé chorus je mirny vliv se
zachovalou Ccitelnosti tonu, u vysSich harmonickych zpiisobuje efekt vétsi rozprostfeni
spektralnich slozek 1 do okolnich frekvenci. Zavérecny efekt EQ slouZi k vymezeni

frekvencni oblasti, ve které chorus piisobi.

Na Obr. 37 je ukdzén pribéh LFO modulaci nastavenych s frekvenci 3,/ Hz.
Zatimco pro modulaci hlasitosti sta¢i pouze jedna instance pro ob¢ slabiky zaroven,
vyska je pro piesn€jsi tvarovani modulovana dvéma instancemi s jinou Urovni intenzity
zaroven. Posledni dv€ nezobrazené instance LFO jsou pro modulaci rozladéni a intenzity

ptfidanych hlast, které maji jednoduchy tvar zaobleného ¢tvercového pribéhu.
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Déle je na Obr. 38 zobrazeno okno MATRIX pro SYNTH 1, tedy modula¢ni matice
shrnujici vSechny aktivni modulace. Krom¢ zminénych LFO je zde vyuzit i zdroj
nahodného signalu Chaos 1, ktery primarn¢ modulaci vysky pfidava generovanému zvuku

mirnou, avSak spektrogramem viditelnou variabilitu.

1 Vy$S/ harmonické

e —
A

SYNTH 1 FXFrequency

Splitter 1
¢ MIDI data (noty)
° Audio

Obrazek 36 Schéma nastroje Sykora zpracovaném v pluginu Patcher
[zdroj: viastni]

Hlasitost Vyska

L1 1 #L2(7) L3 1 L4 4

Intenzita modulace: 2

L1 1. 12 1 pL3(@) L4 1 LS

Intenzita modulace: 8 |

OSC 1

Obrazek 37 Prubéhy LFO pro modulaci hlasitosti a vysSky v nastroji Sykora
[zdroj: viastni]

AUX SOURCE CURVE

ePit
A CoarsePit

A UniDet

A UniBlend

A CoarsePit

A Vol

A UniDet

Obrazek 38 Modulac¢ni matice pro syntezator SYNTH 1 v nastroji Sykora
[zdroj: viastni]
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Vystupem ndstroje Sykora je zvuk, pro jehoz spravnou aplikaci uz je tieba pouze
nastavit spravnou délku noty C4. Dalsi modulace hlasitosti nebo i jinych parametrti v DAW

pro realisticky vysledek uz neni potteba.

8.2 Porovnani vysledku

Vzhledem k povaze dosazenych vysledkli porovnani originalnich a syntetizovanych zvuki
nelze provést prostfednictvim jednoznacéné kvantifikovatelnych metrik, jak je tomu
napiiklad u presnosti méteni. Zvuk je fenomén do zna¢né miry subjektivni, a proto zlstava

samotny poslech nejzdsadnéjSim ndstrojem pro jeho hodnoceni.

Vyhodnoceni vsak lze pisemnou formou provést pomoci podplrnych prostredki,
jako je napftiklad spektrogram, na jehoz zakladé byly syntetizované zvuky vytvofeny.
Porovnani je tedy provedeno predevsim vizudlni komparaci prostfednictvim spektrogramd,
které zachycuji Casové-frekvenéni strukturu signala. Tyto grafické reprezentace zvuku
lze pouzit jako objektivni podklad pro ovéteni, zda se syntetizované signaly skutecné

podobaji svym redlnym ptedloham z hlediska jejich charakteristickych spektralnich rysi.
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Porovnani vysledkii: Cvréek

Nize na Obr. 39 je zobrazeny spektrogram obsahujici syntetizovanou a realnou podobu
cvrkani cvrcka. Z vizualni analyzy je patrné, ze syntetizovany zvuk (vlevo) si zachovava

zékladni rytmus 1 spektralni strukturu velmi podobnou vzoru realnému zvuku (vpravo).

V obou verzich intenzitou dominuje prvni harmonické slozka, jejiz impulzy jsou vSak
v syntetizované podob¢ vyraznéjsi a s vice chaotickym prubéhem. Naopak okoli jejiho
spektra rychle ztraci na intenzité, zatimco v realné nahrdvce zlstava pritomen Sirsi
a Casov¢ stabilni spektralni Sum. Rozdily jsou vsSak patrné 1 u vysSich harmonickych
slozek — jednotlivé impulzy redlné¢ho zvuku jsou velmi podobné, zatimco v syntetizované
podobé impulzy plsobi rozostfen¢ a vice proménlivé. Misty se dokonce objevuji pouze
fragmenty impulzu. Casova struktura obou verzi je srovnatelna — impulzy jsou proménlivé,

ale s odpovidajici rytmickou strukturou.

Porovnani syntézy:
Cvréek

STFT nastaveni

Intenzita: dB*2 (Green)

|

|

Okno: 1024 (93.75%, 8x) \
Biny: Mel ;
|

W R ot i i

Syntetizovany Realny
zvuk zvuk
11

Obrazek 39 Porovnani vysledki syntézy cvrkani cvréka pomoci spektrogramu
[zdroj: viastni]

Celkové lze fict, Ze zminéné nedostatky neptfedstavuji zddné selhani a jde spise
o detaily, které jsou poslechem jen téZko posttehnutelné. Navzdory rozdilim ve
spektralni bohatosti €i neptfesnosti tvari harmonickych slozek syntéza vérné napodobuje
charakteristické rysy origindlniho vzoru — tedy jeho frekvencni obsah, periodicitu

1 typické rytmus. Poslechem je syntetizovana verze rozeznatelnd jako cvrkéani cvrcka.
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Porovnani vysledkii: Sykora

Na Obr. 40 je zobrazeny spektrogram porovnavajici syntetizovany (vlevo) a realny (vpravo)
zpev sykory konadry, slozeny z opakovaného dvouslabi¢ného motivu. Oba zvuky vykazuji

velmi podobnou rytmickou strukturu i variaci vysky.

Syntetizovana verze zachovava vSechny charakteristické prvky hlasu, rozdily jsou vSak
patrné v n€kolika ohledech. V redlné nahrdvce je patrny vice proménlivy, misty az roztrhany
hlas, zatimco u syntetizované verze je prub¢h vice sjednoceny a predvidatelny, coz plati
1 pro vicehlasou slozku. Jeji syntetizovana podoba je jednotnd, diky Cemuz sice plsobi

Cistéji, ale mén¢ prirozené.

Porovnani syntézy:
Sykora

STFT nastaveni

Okno: 1024 (93.75%, 8x)
Intenzita: dB*2 (Green) |
Biny: Mel |

Syntetizovany
zvuk

Obrazek 40 Porovnani vysledkt syntézy zpévu sykory pomoci spektrogramu
[zdroj: viastni]

Celkové lze fict, ze syntetizovany signal opét uspéSné reprodukuje hlavni rysy
puvodniho zvuku, a to jak z hlediska frekvencni struktury, tak rytmu. Odchylky,
které spektrogram odhalil jsou relevantni, ale nijak z4sadni nebo vyrazné, aby narusSily

vnimanou podobnost.
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ZAVER

Tato bakalafskd prace byla zaméfena na Fourierovu transformaci, kterd patii mezi
jednu z nejcastéji vyuzivanych metod frekvencni analyzy, a jeji aplikaci v oblasti akustiky.
V praci byly popsany teoretické zaklady transformace véetné jejich diskrétnich variant,

které byly nasledné vyuzity pfi praktické analyze a syntéze zvukovych signalu.

Teoretickd Cast strucné piedstavila zakladni principy, na nichz je Fourierova
transformace postavena — zejména vlastnosti harmonickych funkci, EulerGv vzorec,
vlastnost ortogonality harmonickych funkci a moznost rozkladu periodickych prabéht
pomoci Fourierovy fady. Nasledné byl matematicky odvozen vypocet pro rozvoj
do Fourierovy fady s vyuzitim zminénych ortogondlni vlastnosti. V navaznosti na tento
vypoCet byl odvozen 1 vzorec definujici pfimou Fourierovu transformaci,
pficemz byly uvedeny jeji zakladni vlastnosti a matematické varianty, které jsou dnes

béZné pouzivany pro pokrocilejsi zpracovani digitalniho signalu.

Praktick4 &ast se jiz zaméfila vyhradné na oblast akustiky. Uvodem byly popsany
hlavni parametry zvuku, metody jeho syntézy a dale byl i vytvofen ptehled soucasnych
nastrojui pro Cislicovou syntézu — syntezator. V této souvislosti byl také alespon obecné
pfedstaven digitalni syntezator Serum vcetné jeho oscilator, vlnové tabulky, efekth

a modula¢ni matice.

V dalsi casti prace byly analyzovany redlné zvukové nahravky — konkrétné vokalizace
zivocichl (cvréek, sykora, zvonovec a ¢loveék) pomoci spektrogramt a tony konkrétnich
hudebnich néstroji zastupujicich Ctyfi skupiny nastroji (drnkaci, smyccové, kladvesové

a dechové), analyzované pomoci spektralnich graft.

Zviteci vokalizace vykazovaly znacnou rozmanitost ve frekvenénim i1 Casovém
prubéhu — zvuky mohou obsahovat jak harmonicke, tak inharmonické slozky a naptiklad
ptaci Casto vyuzivaji frekvencni modulace, coz vyrazné€ zvySuje variabilitu jejich zpévu.
Lidsky hlas dokdze pfi zpévu vytvaret zvuk s mimofadné bohatym spektrem a precizni

vySkovou kontrolou.
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Hudebni nastroje se vyznacuji vyraznym harmonickym tadem, jehoz stabilita zavisi
na konstrukci néstroje a zpaisobu buzeni. Spektralni grafy strunnych nastroji
potvrdily inharmonicitu zptisobenou tuhosti strun, zatimco harmonické slozky dechovych

nastroju piesné kopirovaly harmonickou fadu.

V zavéru praktické Casti byla provedena syntéza vokalizaci dvou analyzovanych
zvitat — cvrkani cvr¢ka a zpév sykory komadry. Syntéza probchla prostiednictvim
digitalniho syntezatoru Serum nalteném v prostiedi programu FL Studio 21,
kde byly vytvofeny digitalni nastroje ,,Cvrcek™ a ,,Sykora“. V praci je popsano slozeni
téchto nastrojii v¢etné blokového schématu zahrnujici pouzité syntezatory, efekty, pouzité

modulace pro hlasitost a vysku nebo zavérnou upravu hlasitosti vystupu pro lepsi vysledek.

Nésledné byly vysledky syntézy porovnany s originaly a vyhodnoceny vizualné formou
spektrogramti. Vyhodnoceni ukazalo, Ze syntetizované zvuky jsou velmi podobné svym
predloham se zvukové pouze nevyraznymi odchylkami ve spektralnim pribéhu.
Mezi pozorované rozdily patfila naptiklad expresivnéjsi fundamentélni slozka nebo méné
variabilni pribéh v Case. VSechny nedostatky jsou vSak pouze detailniho charakteru
a charakteristické spektralni rysy pfedloh se podafilo UspésSné zachytit — pfi subjektivnim

poslechu jsou oba syntetizované zvuky rozpoznatelné jako varianty svych originalti.

Vysledky prace potvrdily, ze Fourierova transformace je nejen dobrym prostiedkem
pro rozklad pouze teoretickych signall, ale také prakticky vyuZitelnym ndastrojem
pro pochopeni a replikaci akustickych signdlli. Podstatné omezeni casové-frekvenéniho
rozliSeni spektrogramu v této praci nehrdlo Zadnou roli, a to predevSim diky peclivé
zvolenym zvukovym nahravkdm (bez vyraznych ruSivych elementt), diky cemuz
bylo mozné ziskat dostatecné Ccistd spektra pro ucely analyzy i syntézy s pouze

kompromisem délky FFT okna.

Do budoucna by bylo moZné na tuto praci navazat naptiklad studiem dalSich metod
frekvencni analyzy, jako je naptiklad Wavelet nebo S transformace, jejichz propracovang;si
mySlenky mohou pfinaSet lepsi vysledky pro pochopeni i komplikovanéjSich signald.
Zajimavym rozSitenim by také mohl byt pokus o syntézu napiiklad pravé
hudebnich nastroji, které jsou pro syntézu zpohledu casového vyvoje spektra

nesrovnatelné komplikované;si.
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12-TET 12 Tone Equal Temperament (dvanactitonové rovnomérné ladéni)
Ay Koeficient konstantniho ¢lenu Fourierovy fady

Ay Koeficienty kosinovych ¢lenti Fourierovy fady

By Koeficienty sinovych ¢lenti Fourierovy fady

DAW Digital Audio Workstation (digitalni zvukova pracovni stanice)
DCT Discrete Cosine Transform (diskrétni kosinova transformace)
DFT Discrete Fourier Transform (diskrétni Fourierova transformace)
EQ Equalizer (ekvalizér)

FFT Fast Fourier Transform (rychld Fourierova transformace)

FS Fourier Series (Fourierova fada)

FSE Fourier Series Expansion (rozvoj do Fourierovy fady)

FT Fourier Transform (Fourierova transformace)

FX Effect (efekt)

Hy, Harmonické frekvence

I Inharmonické frekvence

k Harmonicky index

LCM Least Common Multiple (nejmensi spolecny nasobek)

LFO Low Frequency Oscillator (nizkofrekvenc¢ni oscilator)

MIDI Musical Instrument Digital Interface (digitalni rozhrani hudebnich néstrojt)
OCT Octave (oktava)

SEM Semitone (palton)

STFT Short-Time Fourier Transform (kratkodoba Fourierova transformace)
SYNTH Synthesizer (syntezator)

VST Virtual Studio Technology (virtualni studiova technologie)

Xk Komplexni koeficient Fourierovy fady
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SEZNAM PRILOH

Ptiloha P I:  Projekt s vytvofenymi digitalnimi nastroji



PRILOHA P I: PROJEKT S VYTVORENYMI DIGITALNIMI
NASTROJI

Obsahem pfilohy je projekt ve formatu FL Studia 21 (.fIp) obsahujici vytvorené digitalni
nastroje pro syntézu cvrkani cvrcka a zpévu sykory konadry, spolecné s automatizacnimi
klipy, které zajistuji jejich zamyslenou podobu. Soucasti jsou také dva zvukové soubory

(.wav), obsahujici nejprve realnou, a pak syntetizovanou podobu syntetizovanych zvukd.



