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• na moji diplomovou práci se plně vztahuje zákon č. 121/2000 Sb. o právu autorském,
o právech souvisejících s právem autorským a o změně některých zákonů (autorský
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část práce rovněž i zdrojové kódy, popř. soubory, ze kterých se projekt skládá; neode-
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ABSTRAKT

Tato diplomová práce se zaměřuje na analýzu a výpočet kořenů kvazi-polynomů, které jsou

klíčové pro posouzení stability lineárních dynamických systémů se zpožděním. V práci jsou

popsány modely pro popis těchto systémů – stavový a vstupně-výstupní model. Je odvozen

přechod mezi těmito modely a pozornost je zaměřena na charakteristický kvazi-polynom,

jeho vlastnosti a stabilitu. Jsou odvozeny algoritmy pro výpočet kořenů kvazi-polynomu

QPmR a QPmR v2. Existující implementace těchto algoritmů v matlabu jsou popsány a

je vytvořena C++ aplikace s jejich implementací s cílem optimalizace výpočetního času.

Výpočetní čas a dosažené výsledky jsou ukázány na příkladech.

Klíčová slova: QPmR, QPmR v2, kvazi-polynomy, stabilita, lineární dynamické systémy se

zpožděním, numerické metody v C++

ABSTRACT

This thesis focuses on the analysis and computation of roots of quasi-polynomials, which are

crucial for assessing the stability of linear dynamical systems with delays. The thesis descri-

bes models used for representing these systems—the state-space and input-output models.

The transition between these models is derived, with particular attention given to the cha-

racteristic quasi-polynomial, its properties, and stability criteria. Algorithms for computing

the roots of quasi-polynomials, QPmR and QPmR v2, are derived. Existing matlab imple-

mentations of these algorithms are described, and a C++ application implementing these

algorithms has been created to optimize computational time. Computational performance

and achieved results are demonstrated through examples.

Keywords: QPmR, QPmR v2, quasi-polynomials, stability, linear time-delay systems, nu-

merical methods in C++
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ÚVOD

Tato práce je rozdělena na teoretickou a praktickou část. Teoretická část práce se věnuje

popisu systémů, kvazi-polynomů a jejich numerickému řešení. Praktická část je zaměřena

na implementaci numerického řešení.

První kapitola poskytuje obecný přehled o dynamických systémech, jejich klasifikaci a

základních vlastnostech. Předmětem této práce jsou lineární spojité dynamické systémy se

zpožděním. Jednotlivé vlastnosti takových systémů jsou vysvětleny s uvedením příkladů. Na

závěr je zavedena Laplaceova transformace, která slouží jako důležitý nástroj pro popis a

analýzu těchto systémů.

Druhá kapitola se věnuje matematické formulaci již zmíněných lineárních dynamických

systémů se zpožděním. Nejprve je úloha formulována v časové oblasti pomocí stavových,

vstupních a výstupních proměnných. Následně je pomocí Laplaceovy transformace proveden

detailní přechod na popis vstupně-výstupní, který je definován v komplexní rovině. Nakonec

je uveden význam vzniklého popisu pro budoucí analýzu a vlastnosti systému.

Ve třetí kapitole již dochází k přiblížení k praktické části práce. Je zde zaveden pojem

charakteristického kvazi-polynomu, jeho spektrum a esenciální spektrum. Jsou zkoumány

vlastnosti charakteristického kvazi-polynomu, které jsou dále využity pro posouzení stability

systému. Na závěr je uveden ilustrační příklad.

Čtvrtá kapitola shrnuje přehled numerických metod, které lze využít k numerickému hle-

dání kořenů kvazi-polynomu. Podrobněji jsou popsány Newtonova metoda a princip argu-

mentu z důvodu jejich využití v algoritmech QPmR. Ostatní metody jsou zmíněny okrajově.

Na závěr je pozornost přesunuta k existujícím softwarovým nástrojům.

V páté kapitole je pozornost věnována algoritmům QPmR. Hlavním předmětem práce

jsou verze QPmR a QPmR v2. Ty jsou v této kapitole detailně odvozeny a popsány z důvodu

budoucí implementace v praktické části. Nakonec je stručně popsán algoritmus aQPmR.

V šesté kapitole jsou popsány algoritmy potřebné pro výpočet a sestavení konturních kři-

vek, které jsou stěžejní pro funkci algoritmu QPmR. Vlastní implementace těchto algoritmů

zajišt’uje vyšší výpočetní rychlost.

V sedmé a poslední kapitole teoretické části práce je pozornost zaměřena na nástroje a

techniky jazyka C++, jakožto opěrný bod pro implementaci řešení. Pro zvýšení rychlosti



14 UTB ve Zlíně, Fakulta aplikované informatiky

programu je popsána optimalizace a paralelní režie. Dále je popsána knihovna využitá pro

zobrazení grafického výstupu nalezeného řešení a na závěr je zmíněno použité vývojové

prostředí.

V praktické části práce jsou podrobně popsány algoritmy QPmR a QPmR v2 pro výpočet

kořenů kvazi-polynomů v matlabu. Dále je představena C++ aplikace s implementací zmí-

něných metod za účelem snížení výpočetního času a celková optimalizace. V závěru jsou

uvedeny příklady a srovnání metod.
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I TEORETICKÁ ČÁST
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1 ÚVOD DO DYNAMICKÝCH SYSTÉMŮ

V přírodě a technických oblastech se mnoho dějů vyznačuje svým měnícím se průběhem.

Popis a pochopení dějů umožňuje teorie dynamických systémů. Jedná se o matematické mo-

dely popisující vývoj veličin v závislosti na čase. Typickými příklady mohou být automobil,

který zrychluje, měnící se teplota tělesa, tlak v nádrži, koncentrace chemické látky v roztoku

nebo napětí a proud v elektrickém obvodu. Jejich porozuměním a analýzou lze získat pře-

hled o fungování celého systému. Při modelování nového systému je možné odhadnout jeho

budoucí vývoj a navrhnout efektivní řešení [1].

1.1 Dynamické systémy

Dynamický systém lze obecně popsat pomocí soustavy diferenciálních rovnic

ẋ(t) = f(x(t),u(t), t), (1.1)

kde x(t) je vektor stavových proměnných v čase t charakterizující aktuální stav systému, ẋ(t)

je časová derivace stavového vektoru vyjadřující okamžitou změnu stavových proměnných,

u(t) je vektor vstupních veličin (např. vnější síla působící na systém, příkon tepla apod.) a

obecná vektorová funkce f(·) popisuje dynamické chování celého systému v závislosti na

aktuálním stavu, vstupu a čase [2].

1.1.1 Klasifikace dynamických systémů

Dynamické systémy je možné rozdělit podle různých kritérií, která představují matematické

vlastnosti, složitost systému a způsob chování. Důraz je kladen na spojitost, linearitu a prvek

zpoždění [1].

• Spojité a diskrétní: Spojité systémy popisují vývoj plynule v čase pomocí spojitých

funkcí (např. rychlost, teplota), zatímco diskrétní systémy jsou definované pouze v

určitých časových krocích (např. měření teploty v různých okamžicích) [3].

• Lineární a nelineární: V případě lineárních systémů jsou funkce popisující dynamiku

systému lineární, díky jednoduchým vztahům mezi vstupy a stavy. U nelineárních sys-

témů jsou tyto funkce zcela obecné [3].
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• Bez zpoždění a se zpožděním: V systémech bez zpoždění závisí stav systému pouze

na aktuálních hodnotách stavových veličin, zatímco u systémů se zpožděním se uvažují

i hodnoty z minulých stavů (např. regulační systémy) [1].

1.1.2 Příklady dynamických systémů

Dynamické systémy se objevují v mnoha různých oblastech. Díky obecnému matematic-

kému popisu se s nimi lze setkat nejen v technických oborech, ale také např. v biologii a

ekonomii [4].

Mechanické systémy

Typickým příkladem mechanického systému je pohybující se automobil, jehož stav (např.

poloha, rychlost) se mění podle působících sil a momentů. Dalším příkladem může být ky-

vadlo, jehož pohyb je určován silou gravitace a počáteční polohou. Dalším mechanickým

systémem mohou být robotická ramena, u kterých se pohyb popisuje pomocí polohy a rych-

losti jednotlivých kloubů, na něž působí regulační síly a momenty [4, 5, 6].

Elektrické obvody

Elektrické systémy, jako jsou RC (rezistor, kondenzátor) a RLC (rezistor, cívka, kondenzá-

tor) obvody, se dají modelovat pomocí diferenciálních rovnic popisujících vztah mezi napě-

tím, proudem a časem. Tyto rovnice definují, jak rychle se napětí či proud mění v závislosti

na vstupních signálech (např. změně napětí zdroje nebo připojení dalších komponent) [7].

Řízení teploty

Systémy řízení teploty jsou typickým příkladem systému se zpožděním. Pokud je žádoucí

např. zvýšení teploty v místnosti, po zapnutí vytápění se bude teplota měnit s určitým časo-

vým odstupem [1, 4, 8].

Biologické modely

Mezi známé biologické systémy patří např. model predátora a kořisti. V tomto modelu se

sleduje velikost populací, jako jsou lišky a králíci, které se dynamicky mění. Dalším vý-

znamným příkladem je model šíření nemocí. Ten předpovídá, jak se bude nemoc v popu-

laci šířit na základě počtu nakažených a nenakažených jedinců a jejich vzájemném kontaktu
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[4, 9, 10].

Ekonomické modely

Dynamické modely nacházejí své uplatnění také v ekonomii, kde umožňují modelovat různé

ekonomické ukazatele. Příkladem může být vývoj hospodářského růstu země v čase na zá-

kladě faktorů, jako jsou investice, shromažd’ování kapitálu, technologický pokrok a pracovní

síla [11].

1.2 Lineární dynamické systémy

Lineární dynamické systémy představují v rodině dynamických systémů důležitou katego-

rii. Charakteristickou vlastností je právě linearita, a to díky splnění principů homogenity a

superpozice. Díky těmto principům dochází k výraznému zjednodušení jejich popisu, což

umožňuje analýzu chování systému, návrh regulační strategie a předpověd’ budoucího vý-

voje. Z tohoto důvodu jsou modely lineárních systémů široce používány v technické praxi a

tvoří důležitý matematický rámec pro analýzu a řízení [1, 12].

Základním předpokladem lineárních systémů je, že vztah mezi vstupem a výstupem sys-

tému je popsán lineárními funkcemi, tedy takovými, které neobsahují žádné součiny ani

jiné nelineární operace mezi stavovými proměnnými nebo vstupy systému. Obecně lze line-

ární dynamické systémy reprezentovat ve tvaru soustavy lineárních diferenciálních rovnic s

konstantními nebo proměnnými koeficienty nebo také maticovou formou stavového popisu

systému [3, 12].

1.2.1 Popis lineárních dynamických systémů

Lineární časově-variantní dynamické systémy lze obecně popsat pomocí soustavy lineárních

diferenciálních rovnic

ẋ(t) = A(t)x(t)+B(t)u(t),

y(t) = C(t)x(t)+D(t)u(t), (1.2)

kde x(t) je vektor stavových proměnných popisující stav systému v čase t, ẋ(t) je derivace
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stavových proměnných podle času, vyjadřující okamžitou změnu stavových proměnných,

u(t) je vstupní vektor, obsahující veličiny působící na systém (např. vnější síly, řídicí sig-

nály), y(t) je výstupní vektor, reprezentující sledované veličiny systému (např. poloha, rych-

lost, napětí) a A(t),B(t),C(t),D(t) jsou matice příslušných rozměrů obecně závislé na čase,

které charakterizují vnitřní dynamiku a propojují vstupy, stavy a výstupy systému [3].

Pokud mají matice konstantní členy a nejsou tak závislé na čase, pak se systém nazývá

lineární systém s konstantními parametry [3].

1.3 Systémy se zpožděním

Systémy se zpožděním (anglicky Time-Delay Systems, zkráceně TDS) představují význam-

nou skupinu dynamických systémů, u kterých existuje určitá prodleva mezi okamžikem, kdy

systém přijme vstupní signál, a okamžikem, kdy se projeví jeho odpovídající odezva. Časové

zpoždění se přirozeně vyskytuje v mnoha dynamických procesech a zásadně ovlivňuje jejich

chování, vlastnosti, možnosti analýzy i řízení [1, 13].

Časové zpoždění lze definovat jako interval času, během kterého systém nereaguje bez-

prostředně na změnu vstupu nebo stavu, ale až po uplynutí určité doby. Důvodem zpoždění

může být například vzdálenost mezi místem působení signálu a místem jeho projevu, čas

potřebný k přenosu informace nebo samotná dynamika reakce systému na vstupní veličinu.

Z hlediska matematického modelování se takový systém vyznačuje rovnicemi, ve kterých

se objevují hodnoty vstupů nebo stavů z minulých časových okamžiků, tzv. zpožděné argu-

menty [1, 13].

Výskyt časového zpoždění má také důsledky pro matematickou analýzu. Přítomnost mi-

nulých hodnot stavů nebo vstupů způsobuje, že dynamický systém má teoreticky nekonečně

dimenzionální charakter, což vede k výraznému nárůstu složitosti analýzy jeho dynamiky a

stability [1, 13].

1.3.1 Rozdělení systémů se zpožděním

Systémy se zpožděním lze rozdělit do dvou základních kategorií podle toho, jakým způso-

bem se projevuje v jejich chování [13, 14].

• Retardované systémy: U retardovaných systémů se časové zpoždění vyskytuje pouze

ve stavových nebo vstupních veličinách systému. To znamená, že aktuální změna stavu
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(derivace stavových proměnných) závisí pouze na současných a minulých hodnotách

stavů a vstupů, ale nezávisí už na tom, jak se stavy systému měnily v minulosti [13, 14].

• Neutrální systémy: U neutrálních systémů se časové zpoždění objevuje nejen ve sta-

vových nebo vstupních veličinách systému, ale také přímo ve změně stavu (derivacích

stavových proměnných). To znamená, že aktuální změna stavu systému je závislá jak

na předchozích hodnotách stavů a vstupů, tak i na tom, jak se stav systému měnil v

minulosti. [13, 14].

Rozdíl mezi retardovanými a neutrálními systémy je také v jejich složitosti. Systémy re-

tardovaného typu jsou obecně snadněji analyzovatelné. Systémy neutrálního typu mají nao-

pak složitější chování a jejich analýza a řízení je výrazně komplikovanější [13, 14].

1.3.2 Příklady použití zpoždění

Systémy se zpožděním se běžně objevují v mnoha praktických oblastech [4].

• Řídicí systémy: Každý regulační systém, at’ už jde o regulaci teploty, řízení motorů

nebo průmyslových procesů, se setkává s jistým časovým zpožděním. Typicky se jedná

o zpoždění způsobené dobou měření, zpracování signálu, přenosu informace nebo re-

akcí akčních členů (např. topení, motory) [1, 4].

• Komunikační systémy: V telekomunikacích a počítačových sítích je zpoždění způso-

bené časem přenosu dat. Typickým příkladem je dálkové ovládání zařízení přes inter-

net, kde se signály a informace přenášejí s určitou prodlevou, což je nutné brát v úvahu

při návrhu a řízení těchto systémů [15].

• Biologické systémy: Časové zpoždění se často vyskytuje i v biologických procesech.

Například pokud je lidskému tělu podán nějaký lék, existuje prodleva mezi časem

podání a pozorovatelnou reakcí organismu. Dalším příkladem je dynamika v populaci,

kde existuje časové zpoždění mezi narozením nových jedinců a jejich schopností se

dále množit [4].

1.4 Laplaceova transformace

Dynamické systémy jsou popsány diferenciálními rovnicemi a pro analýzu dynamických

systémů je potřeba znát jejich řešení. Přímé řešení soustavy diferenciálních rovnic může být
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ovšem velmi obtížné, zejména u složitějších systémů, jako jsou právě systémy se zpožděním.

Efektivním nástrojem, který výrazně zjednodušuje řešení těchto rovnic, je Laplaceova trans-

formace. Ta umožňuje převést lineární diferenciální rovnice v časové oblasti na algebraické

rovnice v tzv. spektrální (frekvenční) oblasti. Výsledné algebraické rovnice jsou pak snad-

něji řešitelné a umožňují přehlednější analýzu dynamických vlastností, jako je např. stabilita

[1, 13, 14].

Zvláštní význam má Laplaceova transformace právě u systémů se zpožděním, protože

umožňuje elegantně pracovat s exponenciálními členy reprezentujícími časová zpoždění ve

spektrální oblasti, čímž značně usnadňuje manipulaci a analýzu těchto systémů [1, 13, 14].

1.4.1 Definice Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace je integrální transformace definovaná vztahem

F(s) = L
{

f (t)
}
=

∫
∞

0
f (t)e−stdt, (1.3)

kde f (t) je po částech spojitá funkce závislá na čase t (např. stavová veličina, vstupní nebo

výstupní signál) definovaná pro t ≥ 0, F(s) je její obraz v komplexní rovině s, která se nazývá

spektrální rovina. Proměnná s je komplexní číslo ve tvaru a+bi, kde a a b jsou reálná čísla

a i je imaginární jednotka [16].

1.4.2 Využití v dynamických systémech

Laplaceova transformace hraje v analýze dynamických systémů podstatnou roli, protože

umožňuje přechod z původního popisu systému v časové oblasti do přehlednější reprezen-

tace v oblasti spektrální (frekvenční). V praxi se dynamické systémy často popisují pomocí

stavového modelu, který tvoří soustava lineárních diferenciálních rovnic. Použitím Lapla-

ceovy transformace je možné tento časově závislý model převést na model nezávislý na

čase, vyjádřený pomocí algebraických rovnic [13, 14].

Výsledkem této transformace je tzv. přenosová funkce G(s), která představuje vztah mezi

vstupem a výstupem systému v komplexní rovině. Takto vzniklý model je označován jako

lineární časově invariantní (anglicky Linear Time-Invariant, zkráceně LTI) [13, 14].
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2 LINEÁRNÍ DYNAMICKÝ SYSTÉM SE ZPOŽDĚNÍM

Lineární dynamické systémy se zpožděním představují významnou část dynamických sys-

témů, které se často uplatňují v praxi. Je tomu díky jednoduchosti lineárních vztahů a schop-

nosti realisticky zachytit časová zpoždění, která se v reálných procesech nacházejí. Tato

kombinace umožňuje efektivně analyzovat a řídit široké spektrum technických systémů, od

regulačních obvodů až po komunikační nebo biologické systémy [1, 4].

2.1 Stavový model

Stavový model představuje výhodnou reprezentaci těchto systémů, protože zachycuje vnitřní

dynamiku systému pomocí stavových proměnných. Stavový popis musí zachycovat nejen

současné hodnoty stavových proměnných a vstupů, ale v důsledku časových prodlev také

jejich minulé hodnoty [1, 4].

Stavový model lineárních dynamických systémů se zpožděním lze reprezentovat dvěma

maticovými rovnicemi. První je rovnice stavová. Ta popisuje vnitřní dynamiku systému. Patří

do skupiny funkcionálních diferenciálních rovnic (anglicky functional differential equati-

ons, zkráceně FDE), protože obsahuje nejen derivace stavových proměnných, ale také jejich

zpožděné hodnoty. Druhou rovnicí je rovnice výstupní, která definuje vztah mezi stavovými

proměnnými, vstupy a výstupy systému [13].

2.1.1 Matematická formulace

Stavový model lineárních dynamických systémů se zpožděním je reprezentován soustavou

lineárních diferenciálních rovnic

ẋ(t)−
nH

∑
i=1

Hiẋ(t−ϑH,i)−
∫ T

0
Hd(τ)ẋ(t− τ)dτ

=
nA

∑
i=0

Aix(t−ϑA,i)+
nB

∑
i=0

Biu(t−ϑB,i)+
∫ T

0

[
Ad(τ)x(t− τ)+Bd(τ)u(t− τ)

]
dτ,

y(t) =
nC

∑
i=0

Cix(t−ϑC,i)+
∫ T

0
Cd(τ)x(t− τ)dτ , (2.1)

kde x(t) je vektor stavových proměnných systému, ẋ(t) je derivace vektoru stavových pro-

měnných vyjadřující okamžitou změnu stavu, u(t) představuje vektor vstupních veličin a
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y(t) představuje vektor výstupních veličin systému. Hi, Hd(τ), Ai, Ad(τ), Bi, Bd(τ), Ci,

Cd(τ) jsou matice příslušných dimenzí, které určují vazby mezi současnými a zpožděnými

hodnotami stavů a vstupů. Konstantní časová zpoždění ϑH,i,ϑA,i,ϑB,i definují přesné oka-

mžiky v minulosti, kdy hodnoty stavů a vstupů ovlivňují aktuální dynamiku systému, platí

0 = ϑ.,0 < ϑ.,1 < ... < ϑ.,n. = T . Integrální členy s distribuovanými zpožděními představují

situace, kdy minulé hodnoty systému ovlivňují stav systému nejen v určitých okamžicích,

ale spojitě a plynule od aktuálního okamžiku zpětně po dobu T , platí 0≤ τ ≤ T [13].

Systém se nazývá retardovaný, pokud se u členů derivace stavové proměnné zpoždění

nevyskytuje, a platí tedy ∀Hi = 0 a zároveň Hd = 0. Naopak, pokud existuje alespoň jeden

člen, kde má derivace stavové proměnné zpoždění, systém se nazývá neutrální a platí ∃Hi = 0

nebo Hd = 0. 0 v těchto rovnostech označuje nulovou matici [13, 14].

2.2 Přechod mezi stavovým a vstupně-výstupním modelem

Na rovnici (2.1) je aplikována Laplaceova transformace s nulovými počátečními podmín-

kami (hodnoty veličin jsou nulové pro t < 0). Tím dochází k transformaci časově závislých

členů na algebraické výrazy ve spektrální oblasti s komplexní proměnnou s. Pro přehlednost

je vypsána aplikace Laplaceovy transformace na všechny podoby členů této rovnice [1, 13].

Pro veličiny a jejich derivace v čase t platí

L
{

x(t)
}
= X(s), L

{
ẋ(t)

}
= sX(s). (2.2)

Pro veličiny v časech s konstantními zpožděními platí

L

{
n

∑
i=0

Aix(t−ϑi)

}
= X(s)

n

∑
i=0

Aie−sϑi. (2.3)

Pro derivace veličin v časech s konstantními zpožděními platí

L

{
n

∑
i=0

Aiẋ(t−ϑi)

}
= sX(s)

n

∑
i=0

Aie−sϑi. (2.4)

Pro veličiny s distribuovanými zpožděními platí
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L

{∫ T

0
Ad(τ)x(t− τ)dτ

}
=

∫ T

0
Ad(τ)e−sτdτ X(s). (2.5)

S využitím převodních vztahů (2.2) – (2.5) a následným vytknutím je možné soustavu (2.1)

psát ve tvaru

(I−H(s))sX(s) = A(s)X(s)+B(s)U(s),

Y(s) = C(s)X(s), (2.6)

kde I je jednotková matice a členy po vytknutí jsou dány

H(s) =
nH

∑
i=1

Hie−sϑH,i +
∫ T

0
Hd(τ)e−sτdτ,

A(s) =
nA

∑
i=0

Aie−sϑA,i +
∫ T

0
Ad(τ)e−sτdτ,

B(s) =
nB

∑
i=0

Bie−sϑB,i +
∫ T

0
Bd(τ)e−sτdτ,

C(s) =
nC

∑
i=0

Cie−sϑC,i +
∫ T

0
Cd(τ)e−sτdτ. (2.7)

Převedením členu A(s)X(s) v první rovnici a následným vytknutím přechází soustava (2.6)

do tvaru

(
s(I−H(s))−A(s)

)
X(s) = B(s)U(s),

Y(s) = C(s)X(s). (2.8)

Vynásobením první rovnice (2.8) maticí (s(I−H(s))−A(s))−1 zleva a dosazením vyjádře-

ného X(s) do druhé rovnice vzniká
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Y(s) = C(s)
(
s(I−H(s))−A(s)

)−1B(s)U(s). (2.9)

Rozepsáním inverzní matice (s(I−H(s))−A(s))−1 podle definice je obdržen finální tvar

Y(s) = C(s)
adj

(
s(I−H(s))−A(s)

)
det

(
s(I−H(s))−A(s)

) B(s)U(s) [4, 13]. (2.10)

2.3 Vstupně-výstupní model

Vstupně-výstupní model explicitně vyjadřuje vztah mezi vstupními a výstupními veličinami

systému. Tento přístup je velmi užitečný pro analýzu a návrh řízení systémů ve spektrální

oblasti [13].

Vztah mezi vektorem vstupních veličin (signálů) U(s) a vektorem výstupních veličin (sig-

nálů) Y(s) lze vyjádřit pomocí přenosové funkce G(s) danou

Y(s) = G(s)U(s) [1, 13, 17]. (2.11)

Přenosová funkce G(s) je maticí příslušných rozměrů podle počtu vstupních a výstupních

veličin. Z rovnice (2.10) je zřejmé vyjádření této matice podle tvaru (2.11), platí

G(s) = C(s)
adj

(
s(I−H(s))−A(s)

)
det

(
s(I−H(s))−A(s)

) B(s) [13]. (2.12)

2.3.1 Charakteristická funkce

Charakteristická funkce systému, označovaná ∆(s), je definována jako determinant matice

ve jmenovateli přenosové funkce

∆(s) = det
(
s(I−H(s))−A(s)

)
[4, 13]. (2.13)

Charakteristická funkce je zásadní pro analýzu stability a dynamických vlastností sys-

tému, protože její kořeny odpovídají právě pólům systému [4, 13].
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Obecně může mít charakteristická funkce několik forem. V nejjednodušším případě, tj. u

systému bez zpoždění, má podobu klasického polynomu s komplexní proměnnou s. U sys-

témů, kde se objevují pouze konstantní zpoždění, má charakteristická funkce formu kvazi-

polynomu. U systémů, kde existuje alespoň jedno distribuované zpoždění, se charakteris-

tická funkce označuje termínem celá funkce (anglicky entire function). Tato celá funkce má

podobu kvazi-polynomiálního zlomku, kde kořeny charakteristické funkce odpovídají koře-

nům kvazi-polynomu v čitateli. Společné kořeny čitatele a jmenovatele se algebraicky ruší.

Řešením kvazi-polynomiální rovnice ∆(s) = 0 jsou pak právě póly systému [4, 13].
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3 CHARAKTERISTICKÝ KVAZI-POLYNOM

Výsledkem Laplaceovy transformace stavového popisu lineárních dynamických systémů se

zpožděním je vztah mezi vstupy a výstupy tohoto systému. Ten je ve formě přenosové

funkce, která má ve jmenovateli charakteristickou funkci. Kořeny charakteristické funkce

určují tzv. póly systému. Póly popisují spektrální vlastnosti systému a rozhodují o jeho sta-

bilitě a dynamickém chování [13, 14].

U těchto systémů vede řešení charakteristické funkce k řešení kvazi-polynomiální rov-

nice, která dále přechází na úlohu řešení kořenů kvazi-polynomu. Jelikož kořeny tohoto

kvazi-polynomu (póly systému) charakterizují chování celého systému, nazývá se kvazi-

polynom charakteristický. Ten na rozdíl od běžného polynomu obsahuje exponenciální členy

s proměnnou s v exponentu, které vznikají v důsledku časových zpoždění ve stavových nebo

vstupních veličinách. Charakteristický kvazi-polynom je tedy důležitým nástrojem pro ana-

lýzu spektra systémů se zpožděním a jeho studium je zásadní pro pochopení stability a návrh

řízení těchto systémů [13, 14].

3.1 Matematická formulace

Charakteristický kvazi-polynom je funkce komplexní proměnné s daná předpisem

q(s) =
N

∑
k=0

pk(s)e−sαk , (3.1)

kde pk(s) jsou polynomy s reálnými koeficienty, 0 = α0 < α1 < · · ·< αN−1 < αN jsou jed-

notlivá zpoždění systému a členy e−sαk reprezentují vliv zpoždění ve spektrální oblasti. pk(s)

jsou polynomy stupně mk ve tvaru

pk(s) =
mk

∑
l=0

pk,lsl, (3.2)

kde pk,l jsou jednotlivé reálné koeficienty mocnin proměnné s a nejvyšší stupeň polynomu

je n u členů pN,. [18].
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3.2 Spektrum kvazi-polynomu

Charakteristické hodnoty, nebo také póly či vlastní čísla systému, tvoří tzv. spektrum systému

označované jako Σ. Je definováno jako množina komplexních čísel s ∈ C, pro která platí

Σ := {s ∈ C : ∆(s) = 0} [13]. (3.3)

Na rozdíl od klasických systémů bez zpoždění, jejichž spektrum je konečné (díky koře-

nům klasického polynomu), je spektrum systémů se zpožděním typicky nekonečné. Přítom-

nost exponenciálních členů e−sαk v charakteristickém kvazi-polynomu způsobuje, že tato

funkce je transcendentní a její kořeny se často seskupují do tzv. řetězců pólů [13].

U retardovaných systémů, kde se zpoždění vyskytuje pouze ve stavech, ale už ne v jejich

derivacích, má spektrum specifickou strukturu. Kořeny kvazi-polynomu zde tvoří nekoneč-

nou množinu, která se v případě stabilního systému nachází vlevo od imaginární osy. V

takovém případě jsou všechny póly izolované a rozprostřené do tzv. retardačních řetězců,

které se s rostoucí imaginární částí blíží asymptotickým přímkám [13].

U neutrálních systémů je situace složitější. Navíc se zde vyskytuje tzv. esenciální spek-

trum. To v komplexní rovině tvoří vertikální pás, ke kterému se izolované póly s rostoucí

imaginární částí asymptoticky přibližují [13].

3.2.1 Esenciální spektrum

Pro definici esenciálního spektra je nejprve zaveden tzv. přidružený exponenciální polynom

dn(s). Ten odpovídá součtu členů u nejvyšší mocniny charakteristického kvazi-polynomu

(3.1). Index n představuje právě nejvyšší mocninu u členů sn a tento polynom lze psát ve

tvaru

dn(s) =
N̄

∑
k=0

dke−sᾱk , (3.4)

kde dk jsou odpovídající členy a 0 = ᾱ0 < ᾱ1 < · · · < ᾱN̄−1 < ᾱN̄ jsou odpovídající zpož-

dění v charakteristickém kvazi-polynomu. Esenciální spektrum Σess je pak definováno jako

množina nul přidruženého exponenciálního polynomu dn(s)
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Σess := {s ∈ C : dn(s) = 0} [13, 18]. (3.5)

Tato část spektra má zásadní význam pro stabilitu neutrálních systémů. Pokud existuje

jen a pouze jeden prvek esenciálního spektra ležící v pravé polorovině komplexní roviny, je

systém automaticky nestabilní bez ohledu na polohu ostatních pólů. Dále je známo, že esen-

ciální spektrum je citlivé na malé změny parametrů, zejména na změny časových zpoždění

[13, 18, 19].

Z hlediska maticového popisu jsou póly systému shodné s vlastními čísly matice sH(s)+

A(s). Esenciální spektrum odpovídá vlastním číslům matice H(s) a lze jej získat řešením

rovnice

det(I−H(s)) = 0 [13]. (3.6)

3.3 Vlastnosti spektra

Spektrum kvazi-polynomu je oproti klasickým (polynomiálním) systémům jedinečné svou

speciální strukturou. Ta plyne ze samotné struktury kvazi-polynomu, ve které se vyskytují

exponenciální členy e−sαk reprezentující časová zpoždění [13].

3.3.1 Vlastnosti esenciálního spektra

Esenciální spektrum Σess, které se vyskytuje pouze u neutrálních systémů, má oproti klasic-

kému spektru několik charakteristik, které mají zásadní význam pro stabilitu systému [13].

1. Esenciální spektrum vytváří řetězce rovnoběžné s imaginární osou. S rostoucí vzdále-

ností jeho prvků od počátku roste jejich imaginární část, zatímco reálná část zůstává v

konečném intervalu. [13, 20].

2. Hodnota αess se nazývá abscisa esenciálního spektra a je definovaná jako horní mez

reálných částí prvků esenciálního spektra. Platí pro ni

αess := sup{Re(s) : s ∈ Σess} . (3.7)
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Tato hodnota je velmi citlivá na změny zpoždění v systému. I velmi malé změny zpož-

dění mohou způsobit skokovou změnu její hodnoty. Proto se zdůrazňuje, že jde o

funkci závislou na zpoždění, tj. αess = αess(ααα), kde ααα představuje vektor složený ze

všech zpoždění systému [13, 18, 19].

Naopak, změny parametrů, které nezahrnují zpoždění, ovlivňují hodnotu αess spojitě.

Termín spojitost zde znamená, že při infinitesimální změně těchto parametrů nedochází

k náhlým skokům této hodnoty. Vůči zpoždění je αess nespojitá. [13, 18, 19].

3. Pro posouzení chování systému při malých změnách zpoždění slouží bezpečná horní

mez c̄ess. Nejprve je provedeno rozšíření abscisy esenciálního spektra αess(ααα), které

se značí ᾱess(ααα). Je definována funkce

αε(ααα) = sup{αess (ααα +δααα) : ∀∥δααα∥< ε,ε > 0} (3.8)

a ᾱess je pak dána

ᾱess(ααα) = lim
ε→0+

αε(ααα) . (3.9)

Díky (3.8) a (3.9) platí nerovnost ᾱess(ααα)≥ αε(ααα). Horní mez c̄ess funkce ᾱess(ααα) je

dána jako c̄ess = c ∈ R, které odpovídá maximální řešení rovnice

N̄

∑
k=1

∣∣∣∣dk

d0

∣∣∣∣e−cᾱk = 1 [13, 18, 19]. (3.10)

3.3.2 Vlastnosti spektra

Spektrum Σ pro systémy se zpožděním vykazuje několik důležitých vlastností [13, 20].

1. Pokud je ∆(s) kvazi-polynom, nikoliv klasický polynom, pak je spektrum nekonečná

množina [13, 20].
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2. U retardovaných systémů jsou všechny póly spektra izolované. Pro jakékoliv reálné a

konečné β < 0 má komplexní polorovina Re(s)> β konečně mnoho pólů, zatímco ve

zbylé polorovině Re(s)< β jich leží nekonečně mnoho [13, 20].

3. U neutrálních systémů se mohou části spektra sdružovat do vertikálních pásů. Pro tyto

sdružené póly platí, že se s rostoucí velikostí přibližují pólům esenciálního spektra,

tj. spektrum Σ asymptoticky konverguje k esenciálnímu spektru Σess. V podmnožině

Cβ1≤Re(s)≤β2 ⊂ C pro konečná β1,β2 ∈ R může ležet nekonečně mnoho pólů. V dů-

sledku je možné nalézt nekonečně mnoho polů také v polorovině Re(s)> 0 [13, 20].

4. Pro podmnožinu pólů spektra, ve které jsou velikosti pólů rostoucí, tj. |sk−1| < |sk|,

sk ∈ Σsub ⊂ Σ , platí limk→∞ Im(sk) = ∞ pro limk→∞ sk = αess. V komplexní polorovině

Re(s)> c̄ess ≥ ᾱess je konečný počet izolovaných pólů [13, 20].

5. Samostatné izolované póly se chovají hladce a spojitě vůči změnám zpoždění a para-

metrů bez zpoždění [13, 20].

6. Spektrální abscisa α definovaná α := sup{Re(s) : s ∈ Σ} je nehladká, nekonvexní a

není lipschitzovská, zejména pro neutrální systémy [13, 20].

3.4 Stabilita systému

Stabilita dynamického systému představuje klíčovou vlastnost, která rozhoduje o jeho prak-

tické použitelnosti. Stabilita je spojena s polohou pólů v komplexní rovině. Pro účey této

práce jsou zmíneny dva druhy stability, exponenciální a silná [13].

3.4.1 Exponenciální stabilita

Exponenciální stabilita lineárního systému se zpožděním je úzce spjata s polohou pólů v

komplexní rovině. Znamená, že pokud dojde k vychýlení systému z jeho klidového, rov-

novážného stavu, systém se do tohoto stavu opět vrátí, a sice exponenciální rychlostí díky

exponenciálním členům. Exponenciální stabilita je definována pomocí spektrální abscisy α

[13, 21].

Retardované systémy jsou exponenciálně stabilní, pokud spektrální abscisa leží v levé

otevřené části komplexní roviny, tj. α < 0 [13, 20].
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U neutrálních systémů je podmínka silnější. Ty jsou exponenciálně stabilní, pokud exis-

tuje ε > 0 takové, že platí α <−ε [13, 20].

3.4.2 Silná stabilita

Neutrální systémy jsou velmi citlivé i na malé změny zpoždění. Z tohoto důvodu u nich byl

zaveden pojem silné stability. Ten říká, že chování systému z hlediska vlastností a stability

se při malých změnách zpoždění nezmění. Je to tedy schopnost esenciálního spektra zůstat

v levé části komplexní roviny. [13, 19].

Systém je silně stabilní, právě tehdy, když platí

ᾱess < 0. (3.11)

Jelikož je ᾱess shora omezena bezpečnou horní mezí c̄ess, systém je silně stabilní, pokud platí

c̄ess < 0. (3.12)

Navíc lze ještě silnou stabilitu definovat pomocí koeficientů přidruženého exponenciálního

polynomu dn(s). Systém je silně stabilní, pokud platí

N̄

∑
k=1

∣∣∣∣dk

d0

∣∣∣∣< 1 [13, 18, 19]. (3.13)

3.4.3 Ukázka vlastností a stability systému

Jako příklad je uvedeno zadání se stavovým popisem. Z něj je ihned získána charakteristická

funkce jako charakteristický kvazi-polynom a k němu odpovídající přidružený exponenci-

ální polynom. Jsou zvolena zpoždění a systém je vyšetřen. Pro ukázku je dosaženo změny

chování systému pomocí malé změny zpoždění [19].

Zadání a charakteristiká funkce

Uvažuje se neutrální systém s jednou stavovou proměnnou x(t) daný
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ẋ(t)− 3
4

ẋ(t−ϑ1)+
1
2

ẋ(t−ϑ2) =
1
4

x(t)+
3
4

x(t−ϑ1) . (3.14)

Převodem popisu na odpovídající tvar (2.6)

ẋ(t)−
(

3
4

ẋ(t−ϑ1)−
1
2

ẋ(t−ϑ2)

)
=

1
4

x(t)+
3
4

x(t−ϑ1) (3.15)

je možné s využitím převodních vztahů (2.7) jednoduše určit charakteristickou funkci (2.13),

která je ve formě kvazi-polynomu a je rovna

∆(s) = s
(

1+
3
4

e−sϑ1− 1
2

e−sϑ2

)
− 3

4
e−sϑ1− 1

4
. (3.16)

Odpovídající přidružený exponenciální polynom (3.4) je dán

dn(s) = 1+
3
4

e−sϑ1− 1
2

e−sϑ2 . (3.17)

Pro systém jsou zvolena zpoždění ϑϑϑ = (ϑ1,ϑ2) = (1,2) [19].

Vlastnosti a stabilita

Díky rovnici (3.17) je možné pomocí podmínky (3.13) ihned určit, že systém není silně

stabilní, protože platí

N̄=2

∑
k=1

∣∣∣∣dk

1

∣∣∣∣= ∣∣∣∣34
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣−1

2

∣∣∣∣= 5
4
> 1 . (3.18)

Dále je možné z vlastností esenciálního spektra (3.10) určit bezpečnou horní mez c̄ess jako

řešení rovnice

N̄

∑
k=1

∣∣∣∣dk

d0

∣∣∣∣e−cᾱk =
3
4

e−c +
1
2

e−2c = 1 =⇒ c̄ess ≈ 0.1616 . (3.19)

Z této hodnoty je také možné určit, že systém není silně stabilní, jelikož neplatí c̄ess < 0 [19].
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Vykreslení polů systému je zobrazeno na obrázku 3.1. Nuly charakteristického polynomu

(spektrum) jsou vykresleny modře, nuly přidruženého exponenicálního polynomu (esenci-

ální spektrum) červeně, hodnota absicisy esenciálního spektra černě a hranice bezpečné horní

meze zeleně.

Z grafu je patrné, že systém není exponenciálně stabilní, protože existuje pól v pravé

části komplexní roviny a pro spektrální abscisu neplatí α < −ε pro ε > 0. Opačná situace

ovšem nastává pro abscisu esenciálního spektra, αess ≈−0.3466 a kořeny přidruženého ex-

ponenciálního polynomu jsou exponenciálně stabilní. Tento fakt ilustruje, jak póly spektra

asymptoticky konvergují k prvkům esenciálního spektra. Další viditelnou vlastností je, že

napravo od hranice bezpečné horní meze je konečný počet izolovaných pólů [13, 19].

Obrázek 3.1 Ukázka chování systému se zpožděním ϑϑϑ = (1,2)

(zdroj: vlastní podle [19])
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Pomocí změny zpoždění na hodnotu ϑϑϑ = (0.99,2) je zobrazena nespojitost abscisy esenci-

álního spektra vůči změně zpoždění, která ovlivňuje chování celého systému.

Obrázek 3.2 Ukázka chování systému se zpožděním ϑϑϑ = (0.99,2)

(zdroj: vlastní podle [19])

Přidružený exponenciální polynom je s volbou zpoždění ϑϑϑ = (1,2) exponenciálně sta-

bilní. Na obrázku 3.2 je zobrazeno chování stejného systému se změnou zpoždění na ϑϑϑ =

(0.99,2). Tato malá změna prvního zpoždění naprosto změnila hodnotu abscisy esenciál-

ního spektra, která se nyní vyskytuje u bezpečné hranice horní meze. Platí pro ni αess > 0

a přidružený exponenciální polynom už není exponenciálně stabilní. Tento příklad ilustruje

význam silné stability, tedy schopnosti esenciálního spektra zůstat v levé části komplexní

roviny [13, 19].
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4 NUMERICKÉ METODY PRO HLEDÁNÍ KOŘENŮ
KVAZI-POLYNOMU

Charakteristický kvazi-polynom vzniká jako výsledek Laplaceovy transformace systému se

zpožděním a jeho kořeny (póly) určují spektrální vlastnosti a stabilitu systému. Na rozdíl

od běžných polynomů, které mají konečný počet kořenů, je kvazi-polynom transcendentní

funkcí s nekonečně mnoha kořeny [13, 14].

Cílem numerických metod je určit polohy těchto kořenů, alespoň v určité omezené oblasti

komplexní roviny. Typicky se jedná o kořeny v pravé části komplexní roviny, protože se zde

nacházejí potenciálně nestabilní póly. Výpočet všech kořenů není obecně možný, a proto

existuje více přístupů, jak úlohu řešit [14, 17].

4.1 Iterační metody

Iterační metody patří k základním přístupům v hledání kořenů analytických funkcí, kam

patří i kvazi-polynomy. Princip spočívá v opakovaném zpřesňování odhadu řešení. Jejich

výhodou je nízká výpočetní náročnost. Nevýhodou je úspěšnost konvergence, protože zde

hraje klíčovou roli odhad počáteční oblasti, ve které se řešení hledá [22, 23].

Newtonova metoda

Newtonova metoda patří mezi hojně využívané iterační metody. V každé iteraci je aktuální

řešení upřesněno pomocí hodnoty funkce a její derivace. Iterace má tvar

sk+1 = sk−
q(sk)

q′(sk)
, (4.1)

kde sk je kořen po k-té iteraci, q(s) a q′(s) jsou hodnoty funkce a její derivace v tomto bodě

[22].

Newtonova metoda se často využívá v kombinaci s jinými metodami díky své rychlé

konvergenci. V algoritmu QPmR slouží ke zpřesnění polohy kořenu po jeho odhadu. Díky

předpisu kvazi-polynomu (3.1) lze jednoduše určit předpis pro derivaci a vyčíslit hodnoty

kvazi-polynomu a jeho derivace v jakémkoliv bodu [17, 18].
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4.2 Argumentační princip

Dalším z důležitých nástrojů při hledání komplexních kořenů je tzv. argumentační princip.

Ten slouží ke zjištění počtu nul uvnitř uzavřené oblasti komplexní roviny. V kontextu kvazi-

polynomů se většinou používá jako doplňková metoda k ověření, zda byl nalezen správný

počet nul [17, 18].

Počet nul NΓ funkce q(s) uvnitř uzavřené jednoduché křivky Γ je dán

NΓ =
1

2πi

∮
Γ

q′(s)
q(s)

ds [17, 18]. (4.2)

Jak již bylo zmíněno u Newtonovy metody, díky předpisu kvazi-polynomu (3.1) lze jedno-

duše určit předpis pro derivaci a vyčíslit hodnoty kvazi-polynomu a jeho derivace v jakémko-

liv bodu. U numerických metod se většinou vyšetřuje obdélníková oblast v komplexní rovině.

To výrazně zjednodušuje výpočet křivkového integrálu, protože dochází pouze k vertikálním

nebo horizontálním posunům na komplexní mřížce. Tento princip je využit ve druhé verzi

algoritmu QPmR. Zde dochází ke zmenšování kroků ds při procházení mřížky, což společně

se zadanou přesností ovlivňuje počet nalezených nul. Dále také dochází k dělení oblastí na

podoblasti [17, 18].

Re(s)

Im(s)
ds

ds

Γ

NΓ = 6

Obrázek 4.1 Ukázka principu argumentu na čtvercové mřížce

(zdroj: vlastní)
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4.3 Další numerické metody

Pro výpočet spektra kvazi-polynomů existuje široká škála numerických přístupů. Mezi dva

hlavní přístupy patří metody založené na diskretizaci operátoru a metody využívající charak-

teristickou matici [18, 23, 24].

Diskretizace operátoru

Tyto metody nahrazují původní matematický popis systému (který má nekonečně mnoho

stavů) numerickým modelem, který má konečný počet stavů (konečně dimenzionální diskre-

tizací). Typické metody v této oblasti jsou

• LMS (anglicky Linear multistep methods) – využívající diskrétní aproximaci derivací

v časových krocích (např. Eulerova metoda),

• Runge–Kutta metody – podobné LMS, ale robustnější,

• pseudospektrální metody – velmi přesné metody, které používají interpolaci a ortogo-

nální báze (např. Chebyshevovy polynomy) [18, 23, 24, 25].

Metody charakteristické matice

Metody této skupiny formulují spektrální úlohu jako problém nalezení vlastních čísel charak-

teristické matice, která je odvozena z původní diferenciální rovnice se zpožděním. Výsledný

problém má podobu determinantové rovnice

∆(s) = det(sI−A(s)) = 0 [23, 24]. (4.3)

4.4 Softwarové nástroje pro výpočet spektra

Kromě obecných numerických metod existují i konkrétní softwarové nástroje, které jsou ur-

čeny pro výpočet spektra lineárních systémů se zpožděním. Tyto nástroje využívají kombi-

nace přístupů zmíněných v předchozí části – metody diskretizace operátoru a formulace pro-

blému jako determinantové rovnice. Oba zmíněné nástroje, TRACE-DDE a DDE-BIFTOOL,

jsou dostupné pro prostředí MATLAB [18, 26, 27, 28].



UTB ve Zlíně, Fakulta aplikované informatiky 39

4.4.1 TRACE-DDE

Nástroj TRACE-DDE (anglicky Tool for Robust Analysis and Characteristic Equations of

Delay Differential Equations) je určen pro výpočet spektra lineárních zpožděných systémů

pomocí tzv. pseudospektrálních metod. Tyto metody diskretizují diferenciální operátor v čase

pomocí ortogonálních funkcí, např. Chebyshevových polynomů. Tím je nekonečně dimen-

zionální systém převeden na konečně dimenzionální a spektrum je získáno jako vlastní čísla

vzniklé matice [26].

TRACE-DDE je vhodný pro přesný výpočet dominantních pólů, tj. těch s největší reálnou

částí, které jsou rozhodující pro stabilitu systému. Vzhledem k vysoké přesnosti použité

metody je výpočetně náročný a kvůli tomu je méně vhodný pro výpočet velkého množství

pólů na rozsáhlé oblasti [26].

4.4.2 DDE-BIFTOOL

DDE-BIFTOOL je rozšířený MATLAB toolbox určený pro numerickou bifurkační analýzu

systémů se zpožděním. Nástroj umožňuje výpočet spektra systému, určení parametrů ovliv-

ňující stabilitu a další pokročilé analýzy [27, 28].

Spektrum je zde počítáno na základě aproximace řešení systému pomocí LMS metody,

která slouží k diskretizaci systému a následnému výpočtu vlastních čísel. Na rozdíl od TRACE-

DDE je tento nástroj zaměřen nejen na výpočet spektra, ale i na sledování vývoje spektra v

závislosti na parametrech [27, 28].
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5 METODA QPMR PRO VÝPOČET KOŘENŮ KVAZI-POLYNOMU

Výpočet kořenů kvazi-polynomu představuje klíčovou úlohu při analýze a řízení systémů se

zpožděním. Charakteristický kvazi-polynom má obvykle nekonečně mnoho kořenů rozmís-

těných v komplexní rovině, což komplikuje jejich přesnou identifikaci. Poloha jeho kořenů,

neboli póly systému, určují stabilitu a dynamické chování těchto systémů. Analytické ře-

šení v naprosté většině případů není možné, a proto je nutné pro nalezení kořenů využívat

numerické metody [1, 17, 18].

Numerická metoda QPmR (anglicky Quasi-Polynomial mapping based Rootfinder) je al-

goritmus vyvinutý k určení všech kořenů kvazi-polynomu nacházejících se v předem defino-

vané oblasti komplexní roviny. Základní myšlenkou je rozdělení hodnot kvazi-polynomu na

reálnou a imaginární část a následné hledání jejich průsečíků na nulové hladině [1, 17, 18].

5.1 QPmR

Zadáním úlohy je výpočet kořenů kvazi-polynomu, který je dán ve tvaru

q(s) =
N

∑
k=0

mk

∑
l=0

pk,lsle−sαk , (5.1)

kde pk,l a αk > 0 jsou reálná čísla a s je komplexní proměnná ve tvaru s = β + iω , přičemž

β ,ω ∈ R a i je imaginární jednotka. Hledání kořenů probíhá na oblasti D ⊂ C, pro kterou

platí βmin ≤ Re(D)≤ βmax a ωmin ≤ Im(D)≤ ωmax [1, 17, 18].

Kvazi-polynom, stejně jako každou funkci komplexní proměnné, lze rozdělit na její reál-

nou a imaginární část. Pro jednoduchost jsou zavedeny reálné funkce R a I, které odpovídají

reálné a imaginární části hodnot kvazi-polynomu v bodech komplexní roviny

R(β ,ω) = Re(q(β + iω)),

I(β ,ω) = Im(q(β + iω)). (5.2)

Kořeny kvazi-polynomu q(s) jsou obdrženy řešením rovnice q(s) = 0. Aby byla tato rovnice

splněna, tj. aby byl kvazi-polynom q(s) roven nule, musí být nulové obě jeho části, platí
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q(s) = 0 ⇐⇒ R(β ,ω) = I(β ,ω) = 0. (5.3)

Kořeny jsou pak dány právě jako průsečíky funkcí R(β ,ω) a I(β ,ω), které splňují danou

rovnost (5.3) [1, 17, 18].

Pro názornou ukázku bude doprovodným příkladem kvazi-polynom q(s)= s+e−s. Na ob-

rázku 5.1 jsou zobrazeny funkce odpovídající kvazi-polynomu q(s), a sice R(β ,ω) (modře,

mřížkovaně), I(β ,ω) (červeně, mřížkovaně), R(β ,ω) = 0 (modrá křivka), I(β ,ω) = 0 (čer-

vená křivka) a černě jsou zobrazeny kořeny jako průsečíky těchto dvou křivek [1, 17, 18].

Obrázek 5.1 Ukázka funkcí R(β ,ω), I(β ,ω) a jejich nulových konturních křivek

(zdroj: vlastní podle [17])

5.1.1 Běh algoritmu

1. Oblast D je popsána diskrétní mřížkou ΓΓΓ jako matice komplexních čísel, která má nmax

řádků, mmax sloupců a je formálně zapsána
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ΓΓΓ =



β0 + iω0 · · · β0 + iωmmax

. . .
... βn + iωm

...
. . .

βnmax + iω0 · · · βnmax + iωmmax


,

βn = βmin +n∆grid, n = 0,1, . . . ,nmax,

ωm = ωmin +m∆grid, m = 0,1, . . . ,mmax, (5.4)

kde ∆grid je velikost kroku ve mřížce.

2. V každém bodu mřížky ΓΓΓ je vypočtena funkční hodnota kvazi-polynomu q(s) v tomto

bodě. Její reálná a imaginární část je rozdělena zvlášt’ do matic R a I.

R =
[
R(βn,ωm)

]
, I =

[
I(βn,ωm)

]
. (5.5)

Na obrázku 5.1 tvoří hodnoty těchto matic právě plochy R(β ,ω) a I(β ,ω) [1, 17, 18].

3. Vhodným algoritmem pro výpočet konturních křivek jsou pomocí matic R a I vypoč-

teny nové body, které tvoří konturní křivky nulové hladiny. Tyto křivky jsou určeny

po sobě jdoucími body v komplexní rovině. Tvoří posloupnosti (popř. vektory) bodů a

dále budou značeny R0 a I0. Tyto posloupnosti bodů odpovídají numerickému řešení

funkcí R(β ,ω) = 0 a I(β ,ω) = 0. V matlabu lze provést výpočet konturních křivek

pomocí funkce contour [1, 17, 18].

V daném příkladu je na obrázku 5.1 vidět, že R0 obsahují body dvou konturních křivek

a stejně je tomu i pro I0 [1, 17, 18].

4. Dalším cílem je nalézt průsečíky konturních křivek. Myšlenkou je, že při pohybu po

ploše hodnot I(β ,ω) v bodech R0 dochází k průchodu nulové hladiny právě v průse-

číku konturních křivek. V bodech R0 jsou tedy vypočteny hodnoty kvazi-polynomu

q(s) a z těch se uloží pouze imaginární část, která bude značena IR. Pro průsečík tedy

platí, že hodnota IR má v dalším bodě posloupnosti jiné znaménko, a tedy



UTB ve Zlíně, Fakulta aplikované informatiky 43

IR(ri)IR(ri+1)≤ 0, (5.6)

kde ri a ri+1 jsou dva po sobě jdoucí body posloupnosti IR. Tato skutečnost je ilustro-

vána na obrázku 5.2. Červenou křivkou jsou zobrazeny hodnoty IR v bodech konturní

křivky R0. V bodech, kde křivky IR a R0 leží těsně na sobě, je výraznější barva křivky

s vyšší hodnotou. Ke změně barev dochází právě v průsečíku, kde se znaménka pro-

hodí. Tento nalezený průsečík slouží jako počáteční odhad kořene kvazi-polynomu

q(s) [1, 17, 18].

Obrázek 5.2 Ukázka nalezení odhadu kořene v algoritmu QPmR

(zdroj: vlastní podle [17])

5. Po nalezení všech průsečíku je využita Newtonova metoda (4.1) pro nalezení přesněj-

ších hodnot kořenů. Jak bylo v této kapitole zmíněno, Newtonova metoda konverguje

rychle k přesnému řešení. Za to velmi závísí na zvolené oblasti, ve které se řešení

hledá. Pokud je tedy zadán příliš velký krok mřížky ∆grid, počáteční odhad může být

dán na široké oblasti a nalezené řešení nemusí být správné [1, 17, 18].

Po ukončení výpočtu je řešení vykresleno. Na obrázku 5.3 je ukázka řešení s využitím me-
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tody QPmR v matlabu [29]. Modrou barvou je konturní křivka reálné části kvazi-polynomu,

červeně je konturní křivka imaginární části a černě jsou nalezené kořeny [1, 17, 18].

Obrázek 5.3 Ukázka řešení algoritmu QPmR

(zdroj: 29)

5.2 QPmR v2

Pro posouzení chování modelu je často potřeba vyšetření kořenů kvazi-polynomu na větší

oblasti, než jaká byla použita v předchozím příkladu. Pokud se použije oblast větších roz-

měrů, pak je nedostatkem původní verze metody QPmR konstantní velikost kroku mřížky

∆grid na celé oblasti. Ta způsobuje zbytečné výpočetní náklady v oblastech, kde je hustota

kořenů menší [18, 29].

Verze 2 algoritmu představuje rozšířenou verzi algoritmu QPmR, ale její jádro zůstává

stejné. Známou vlastností kořenů charakteristického kvazi-polynomu je, že se sdružují do

asymptotických řetězců. To umožňuje volit menší krok mřížky ∆grid v oblastech, kde se

kořenů vyskytuje méně, nebo zde dokonce nejsou žádné [18, 29, 30].

V následujicím textu se větou – V algoritmu QPmR v2 je hodnota x nastavena ... – míní

odkaz na nastavení hodnoty x v originální implementaci této metody v matlabu [29].
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5.2.1 Inovace původní verze

Mezi hlavní přednosti verze 2 patří adaptace kroku mřížky, posuzování úspěsnosti celého al-

goritmu pomocí splnění jednotlivých podmínek a finální vyšetření kořenů na konečné podob-

lasti [18, 29].

Adaptace kroku mřížky

První novinkou je adaptivní velikost kroku mřížky. Ta je ovšem využita pouze v případě, po-

kud uživatel její hodnotu při volání metody nenastavuje. Pokud je žádoucí vyšetřovat oblast

s danou velikostí kroku mřížky, žádná adaptace mřížky prováděna nebude.[18, 29].

Tento parametr tedy není potřeba zadávat a pro každý běh algoritmu se upravuje. Z veli-

kosti kroku mřížky je také odvozena přesnost. Po spuštění metody se ∆grid společně s přes-

ností e nastaví [18, 29].

V každém běhu je metoda vystavena řadě kontrol, které posuzují správnost výpočtu. Tyto

podmínky určují, jestli dojde k upravení hodnoty ∆grid. Pokud nebyl aktuální běh úspěšný,

dojde k jejímu zmenšení a metoda se znovu zavolá. Tento krok, tedy zmenšení ∆grid na

celé zadané oblasti, může být proveden maximálně dvakrát. V algoritmu QPmR v2 je ∆grid

zmenšována na třetinu nebo čtvrtinu své původní hodnoty [18, 29].

Po druhém neúspěšném zmenšení dochází k rozdělení celé (aktuální) oblasti na čtyři

stejně velké podoblasti. Zde znovu dochází ke zmenšení velikosti ∆grid a novému volaní

metody. Tento krok může být proveden také nejvíce dvakrát [18, 29].

Použití metody QPmR v2 a náčrt rozdělení oblastí podle běhu algoritmu je znázorněn na

obrázku 5.4. Celá oblast byla po dvou zmenšeních ∆grid dále rozdělena na 4 podoblasti a 3 z

těchto podoblastí byly ještě jednou rozděleny a vyšetřeny [18, 29].

Ikdyž se výpočet před zmenšením ∆grid volá znovu na stejnou oblast, tak je kvůli nedo-

statečně malému kroku mřížky výpočet proveden relativně rychle a výpočetní čas se pro-

dlužuje právě až v hlubším vyšetřování. Na přiloženém obrázku 5.4 je dále vidět, že pravá

horní podoblast už nepotřebovala další zmenšení. V pravé spodní (červené) podoblasti jsou

obě pravé (žluté) podoblasti bez kořene a podobně je tomu v levé horní (žluté) podoblasti.

Celý pás levých (žlutých) podoblastí má mnohem menší hustotu kořenů, než je tomu v pásu

−3≤ Re(s)≤−1. Adaptivní velikost mřížky a dělení oblastí na podoblasti tedy nachází své

uplatnění [18, 29].
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Obrázek 5.4 Ukázka rozdělení oblastí u metody QPmR v2

(zdroj: 18, 29)

Podmínky úspěšnosti algoritmu

V každém běhu metody s danou velikostí kroku mřížky dochází k posouzení, zda bylo aktu-

ální nastavení ∆grid dostatečné pro obdržení dostatečně přesných kořenů [18, 29].

První kritérium představuje počet běhů v iterační Newtonově metodě (4.1). Ta slouží k

dosažení požadované přesnosti u předem odhadnutých kořenů. Pokud se odhadnutý kořen

nachází blízko skutečného kořenu, je s použitím Newtonovy metody zaručena rychlá kon-

vergence. Nastavením dostatečně velké hranice pro opakování je možné posoudit, zda byl

nalezen kořen, nebo byl odhad kořene proveden s příliš velkou velikostí kroku mřížky a je

tak nesprávný. Ve verzi 2 algoritmu QPmR se nastavuje počet opakování na hodnotu 100

[18, 29].

Druhou podmínkou je princip argumentu (4.2). Algoritmus QPmR slouží k nalezení všech
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kořenů na zvolené oblasti. Protože se vyšetřuje několik oblastí různých velikostí, je vhodné

zkontrolovat, zda počet nalezených kořenů odpovídá počtu kořenů, jaký se na dané oblasti

vyskytuje. Pro zaručení numerické přesnosti se porovnávají počty kořenů dvou oblastí. Po-

mocí přesnosti e je jedna oblast o malý kus zvětšená a druhá naopak zmenšená. Nalezený

počet kořenů pak musí být mezi těmito obdrženými hodnotami [18, 29].

Poslední podmínkou je vzdálenost mezi odhadem kořene a jeho přesnější formou obdr-

ženou po iteraci Newtonovy metody. Může se stát, že byla Newtonova metoda úspěšná i po

volbě větší velikosti kroku mřížky. Jednou z možností může být také mnohonásobnost na-

lezených kořenů. V takovém případu je potřeba zkontrolovat, jak daleko se přesnější verze

kořenu nachází od jeho odhadu. Na čtvercové mřížce by neměly být tyto hodnoty rozdílné

více než ∆grid
√

2 (velikost úhlopříčky ve čtverci o stranách ∆grid). Jedná se ale o numerickou

metodu a dostatečnou podmínkou je rozdíl 2∆grid [18, 29].

Pokud dojde k nesplnění jedné z těchto podmínek, úspěšnost aktuálního nastavení je na-

stavena na hodnotu neúspěchu a dojde bud’ ke zmenšení ∆grid nebo vrátí aktuální volání tuto

hodnotu neúspěchu [18, 29].

Finální kontrola kořenů

V případě, že nalezené kořeny splnily všechny podmínky přesnosti (5.2.1), provede se jejich

finální kontrola. Před ukončením algoritmu, tj. po posledním zmenšování velikosti kroku

∆grid, se provede kontrola, zda jsou nalezené hodnoty kořenů správné. V závislosti na naleze-

ných kořenech je nastavena oblast pro další a už poslední zavolání metody QPmR. Společně

s oblastí je nastaven také menší krok ∆grid. Oblast a krok mřížky pro volání QPmR se nastaví

podle následujích podmínek. [18, 29] .

• Pokud nebyl v této oblasti nalezen žádný kořen, provede se vyšetření na stejné oblasti

se zmenšeným ∆grid. Ve verzi 2 algoritmu QPmR je nastaveno trojnásobné zmenšení

[18, 29].

• Pokud byl nalezen pouze jeden kořen, nebo bylo nalezeno mnoho kořenů na velmi

malé oblasti (vysoká hustota kořenů), oblast je omezena na oblast výskytu (s využitím

přesnosti e) a hodnota ∆grid je zmenšena stokrát [18, 29].

• Pokud je nalezen více jak jeden kořen na normální (ne příliš malé) oblasti, tak je nově
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vyšetřená oblast nastavena podle poloh kořenů tak, aby v této oblasti všechny kořeny

ležely, ale aby se zároveň jednalo o co nejmenší možnou obdelníkovou oblast. Hodnota

∆grid je zmenšena dvakrát [18, 29].

Po nastavení oblasti a velikosti kroku mřížky se ještě jednou zavolá metoda QPmR. Nej-

prve se porovná počet nalezených kořenů. Pokud byl nalezen další kořen nebo naopak nějaký

ubyl, nastaví se neúspěch. Poté se porovnají aktuální kořeny s nově nalezenými, pokud je v

nějakých dvou odpovídajících si kořenech velký rozdíl, nastaví se neúspěch. Jelikož byla

volaná metoda nastavena s menší hodnotou ∆grid, obdržené kořeny nahradí kořeny současné

[18, 29].

5.2.2 Pseudokód QPmR v2

S využitím popisu funkcionalit verze 2 algoritmu QPmR je možné jeho chod zachytit ve

formě následujícího pseudokódu. Pseudokód odpovídá nastavení s adaptací mřížky. Úče-

lem je ukázat na jednotlivá volání metody QPmR, není zde zobrazeno např. sjednocování

výsledků. Dále, volání QPmR do podoblastí je zapsáno jedním příkazem s přidaným komen-

tářem (řádek 14). Prvotní volání bude ve tvaru QPMR(-1,0,0). lvloblast a lvlpodoblast označují

hloubku rekurzivního volání na celé oblasti, resp. podoblasti.

Algoritmus QPmR v2
1: procedure Y=QPMR(∆grid, lvloblast , lvlpodoblast)
2: Nastav ∆grid, e
3: Získej konturní křivky a urči odhad kořenů
4: Zpřesni hodnoty kořenů a proved’ jejich kotrolu (reduku j∆← true∨ f alse)
5: Zde nastav Y ▷ nastavena návratová hodnota
6: f inalni kontrola← reduku j∆ = f alse∧ (∆grid =−1∨ lvloblast ̸= 0)
7: if f inalni kontrola then
8: Y ← QPMR(∆grid/4, 0, 0) ▷ úrovně 0,0 záměrně (podm. finální kontroly)
9: end if

10: if reduku j∆∧ lvloblast < 2 then
11: Y ← QPMR(∆grid/4, lvlAREA +1, 0) ▷ voláno na stejnou oblast
12: end if
13: if reduku j∆∧ lvloblast = 2∧ lvlpodoblast < 2 then ▷ běž do podoblastí
14: Y ← QPMR(∆grid/4, 2, lvlSUBAREA +1) ▷ voláno 4krát na 4 podoblasti
15: end if
16: end procedure
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5.3 aQPmR

aQPmR (anglicky advanced QPmR), je podobně jako QPmR v2, rozšířenou verzí algoritmu

QPmR vyvinutou s cílem zvýšení efektivity výpočtu kořenů kvazi-polynomu. Její charakte-

ristikou je kompletní eliminace oblastí, ve kterých se nevyskytují žádné kořeny [30].

Algoritmus využívá vlastnosti struktury rozprostření prvků spektra. Ty se vyskytují v

asymptotických exponenciálních řetězcích a oblasti bez výskytu kořenů jsou určeny na zá-

kladě analýzy asymptotických vlastností spektra kvazi-polynomu [30].

Metoda aQPmR je popsána stručně, jelikož není předmětem této práce. K doprovodu

popisu běhu algoritmu slouží obrázek 5.5. Podrobnější popis tohoto algoritmu s uvedením

potřebných rovnic je uveden v [30].

Obrázek 5.5 Rozdělení oblasti v algoritmu aQPmR

(zdroj: vlastní podle [30])
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5.3.1 Běh programu

1. Nejprve jsou určeny exponenciely Sp, které vytvářejí asymptotické pásy s kořeny o

šířce dS [30].

2. Definují se oblasti Fi, na kterých se s nejvyšší pravděpodobností nenachází žádné ko-

řeny [30].

3. Pro zbylou oblast je zavolán původní algoritmus QPmR (??), tj. jsou namapovány

konturní křivky a je obdržen odhad kořenů. Ten je poté zpřesněn Newtonovou iterační

metodou [30].
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6 ALGORITMY PRO URČENÍ KONTURNÍCH KŘIVEK

Algoritmus pro určení konturních křivek je stěžejní částí algoritmu QPmR. V matlabu je

možné pro jejich výpočet využít funkci contour. Stejně tak i pro jazyk C++ existují knihovny,

např. Gnuplot, které tuto funkci nabízejí. Ikdyž je použití již existující funkce pohodlné a

spolehlivé, může být také výhodná vlastní implementace, např. pro testování paralelizace

různých částí kódu ve snaze optimalizovat výpočetní čas [17, 31].

Konturní křivky lze implementovat s využitím těchto algoritmů. Algoritmem s pocho-

dujícími čtverci po diskrétní mřížce (anglicky Marching squares) jsou určeny jednotlivé

úsečky, které tvoří konturní křivky. Algoritmus pro disjunktní sjednocení (anglicky Disjoint

set union) sjednotí úsečky, které tvoří právě jednu konturní křivku. Pomocí techniky pro práci

s grafy a jejich procházením (anglicky Graph traversal) je každá konturní křivka sestavena

jako posloupnost po sobě jdoucích navazujících bodů [32, 33, 34].

6.1 Marching squares

Marching squares je algoritmus využívaný pro nalezení konturních úseček na jednotlivých

čtvercích diskrétní mřížky. Postup hledání je znázorněn na obrázku 6.1 [32].

Vrcholům každého čtverce je přiřazena nějaká hodnota. V kontextu této práce je to funkční

hodnota kvazi-polynomu v bodu mřížky. Každému vrcholu je přiřazen jeden ze dvou mož-

ných stavů. Bud’ je hodnota větší, než je požadovaná hledaná hladina, nebo je naopak menší

nebo rovna. Pomocí těchto stavů spadá každý čtverec právě do jedné ze 16 možných kate-

gorií zobrazených na obrázku 6.2. Na obrázku 6.1 je hledána hladina 4. V každém vrcholu

je každý stav znázorněn znaménkem + (resp. -) podle toho, zda se nachází nad (resp. pod)

touto hladinou [32, 35].

Pro určení koncového bodu konturní úsečky, který leží na straně čtverce mezi dvěma

vrcholy, je využita lineární interpolace

x = x0 +(x1− x0)
(L− y0)

(y1− y0)
, (6.1)

kde x0 a x1 jsou souřadnice vrcholů, y0 a y1 jsou hodnoty v těchto vrcholech, y= L je hledaná

hladina a x je souřadnice mezi těmito vrcholy [32, 36].
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Obrázek 6.1 Hledání konturních křivek pomocí algoritmu Marching squares
na hladině 4

(zdroj: 32)

Na obrázku 6.2 jsou jednotlivé stavy ve vrcholech čtverců zobrazeny pomocí vyplněných a

prázdných bodů. Ty v každém čtverci určují právě jednu kategorii reprezentující, jak konturní

křivka protíná hledanou hladinu [35].

Obrázek 6.2 Tabulka kategorií čtverců v algoritmu Marching squares

(zdroj: 35)

Výpočty na jednotlivých čtvercích probíhají nezávisle na sobě. To umožňuje paralelní běh

algoritmu na jednotlivých čtvercích.
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6.2 Disjoint set union

Algoritmus Disjoint set union (zkráceně DSU) vytváří disjunktní množiny, ve kterých jsou

všechny prvky vázány nějakým vztahem. Jeho předností je rychlost, jakou dokáže prvky do

množin sjednocovat [33].

Algoritmus Marching squares dokáže určit všechny úsečky, ze kterých jsou složeny jed-

notlivé konturní křivky. Nyní je potřeba sjednotit body do oddělených množin, které tyto

křivky reprezentují. Použití DSU je v tomto případě ideální, protože žádné dvě rozdílné

křivky neobsahují společný bod.

Z obrázku 6.1 zřejmé, že jsou ve vztahu nejen body spojené úsečkou uvnitř čtverce, ale

že jsou spojeny také body sousedních čtverců, protože se jedná o totožný bod.

Algoritmus DSU reprezentuje každou množinu bodů pomocí stromové struktury. Každý

prvek má přiřazenou hodnotu svého zástupce. V algoritmu existují dvě základní operace

[33].

• Funkce pro nalezení reprezentanta, v angličtině označovaná find. V počátku algoritmu

je každý prvek sám svým reprezentantem [33].

• Funkce pro sjednocení dvou množin, v angličtině označovaná union. Pokud je dán

vztah mezi prvky x a y, operací union se sjednotí množiny, ve kterých se tyto prvky

nachází [33].

Pro provedení operace union pro dva různé prvky je nejprve potřeba najít reprezentanty

těchto prvků. Z tohoto důvodu existují optimalizační techniky pro tuto operaci. Jednou z

nich je sjednocení podle velikosti. Při sjednocování podle velikosti se vždy menší množina

stane podmnožinou větší množiny. Reprezentant větší množiny se stane reprezentantem re-

prezentanta menší množiny. Velikost množiny, kterou reprezentuje prvek větší množiny, se

zvětší o velikost menší množiny [33].

Příklad

Pro ukázku rychlosti algoritmu DSU je vytvořen následující příklad.

• Prvek x leží v množině, která má 1200 prvků a prvek y leží v množině, která má 2500

prvků.
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• Reprezentant prvku x je prvek A a reprezentant prvku y je prvek B.

• Množina, ve které je reprezentantem prvek A se stane podmnožinou množiny, kterou

reprezentuje prvek B.

• Z hlediska reprezentace dojde k těmto změnám. Prvku A je předepsán reprezentant B.

Reprezentantu B je připočtena velikost menší množiny, nyní reprezenzuje množinu s

3700 prvky.

• V tomto příkladu bylo ukázáno, že se změnila reprezentace 1200 prvků v jednom

kroku.

Optimalizovaná operace union dosahuje téměř konstantní časové náročnosti. Časová ná-

ročnost této operace se označuje pojmem amortizovaná časová náročnost O(α(n)), kde α(n)

je inverzní Ackermannova funkce známá svým velmi pomalým růstem [33].

6.3 Graph traversal

Grafem se rozumí uzly (body), které jsou vzájemně propojeny hranami (spojnicemi). Pro-

cházení grafu pak označuje skupinu algoritmů, které tyto uzly po jednotlivých hranách pro-

cházejí. V souvislosti s konturními křivkami lze jednotlivé body chápat jako uzly. Jejich

spojením jsou hrany, které tvoří konturní křivku. Z povahy konturních křivek je situace mno-

hem jednodušší, než je tomu u obecného grafu. Každý uzel zde může být spojen maximálně

dvěma hranami. Díky tomu není potřeba uvažovat algoritmy pro procházení grafu, jako jsou

např. DFS, BFS, ale stačí pouze využít techniku, jaká se k pohybu mezi jednotlivými uzly

využívá [34].

Procházení grafu je prováděno pomocí množiny sousedů sestavené pro každý uzel (ang-

licky adjacency list, zkráceně adj). Dále existuje množina vytvořená pro sledování, zda už

byl uzel navštíven (anglicky visited). Poslední množinou je množina s počtem sousedů jed-

notlivých bodů, také nazývaná stupeň (anglicky degree). Ta slouží pro konkrétní využití v

případě konturních křivek. Cílem je, aby křivka obsahovala po sobě následující body. Pokud

existuje uzel se stupněm 1, pak v něm křivka začíná a procházení začne právě v tomto uzlu.

Pokud uzel se stupněm 1 neexistuje, tak se jedná o cyklus a na počátečním bodu nezáleží

[34].
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Na obrázku 6.3 je ukázka grafu s popisem množin sousedů, navštívení a stupně. Žlutou

barvou je ukázka případu, který v případě konturních křivek nenastane. Pozice uzlů v mno-

žinách visited a degree odpovídají abecednímu seřazení.

Na příkladu je vidět, že procházení začlo v uzlu A, protože je zde hodnota stupně 1. V

množině visited se nastavila hodnota na 1, protože byl uzel navštíven. V množině adj(A)

se vyskytuje uzel B, který ještě nebyl navštíven. Dalším bodem je tedy bod B a průběh se

opakuje. Příklad odpovídá stavu po navštívení bodu C.

Obrázek 6.3 Ukázka procházení grafu (Graph traversal)

(zdroj: vlastní)

Jednotlivé množiny bodů konturních křivek jsou navzájem disjunktní. Sestavování těchto

křivek probíhá nezávisle na sobě, což umožňuje paralelní běh algoritmu na jednotlivých

množinách.
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7 VYUŽITÍ JAZYKA C++ V NUMERICKÝCH VÝPOČTECH

Volba vhodného programovacího jazyka hraje u výpočetně náročných úloh klíčovou roli. U

numerických metod, jako je například metoda hledání kořenů kvazi-polynomu QPmR, je

důležité zvolit jazyk, který je efektivní a rychlý [37].

7.1 Charakteristika jazyka C++

Jazyk C++ je rozšířením programovacího jazyka C, který je dlouhodobě využíván v oblas-

tech využívajících vysokou výkonnost. Mezi takové oblasti patří vestavěné systémy, simu-

lace nebo vědecké výpočty. C++ je víceparadigmatický a umožňuje tak kombinovat procedu-

rální, objektově orientované a generické programování. Od svého vzniku se C++ neustále

vyvijí a pravidelně vycházejí nové standardy. Mezi nejvýznaměnší patří C++11, C++14,

C++17, C++20 a nejnovější C++23. Pro implementaci C++ aplikace v této práci je použit

standard C++20 [37, 38, 39].

Velkým přínosem C++ je schopnost snadno integrovat paralelní výpočty, např. pomocí

knihovny OpenMP. To umožňuje využít vícejádrové procesory a dosáhnout tak významného

urychlení právě u velkého počtu vzájemně nezávislých výpočtů. U numerické metody QPmR

se tato paralelizace přímo nabízí, protože se zde počítají hodnoty na diskrétní mřížce, která

může být pro dosažení větší přesnosti velmi jemná [40, 41].

Další výhodou C++ je široká škála dostupných knihoven a nástrojů. Ty mohou usnadňovat

nejen výpočty, ale také vizualizaci výsledků a jejich analýzu. Po dokončení výpočtu QPmR

metody je důležité grafické vykreslení nalezených kořenů. K tomu může být použita např.

knihovna Gnuplot [31, 39].

Jedním z významných faktorů je také možnost optimalizace výsledného kódu. C++ jako

kompilovaný jazyk umožňuje během procesu kompilace zvolit různé úrovně optimalizace.

To dovoluje vytvoření kompromisu mezi výslednou rychlostí a velikostí programu. Napří-

klad optimalizace O2 vede ke zvýšení výpočetního výkonu aplikace za cenu mírně větší

velikosti výsledného kódu [37, 42].

Vzhledem k uvedeným faktorům představuje jazyk C++ vhodnou a efektivní volbu pro

implementaci numerických metod a algoritmů, které jsou výpočetně náročné.
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7.2 Knihovny a nástroje využité v práci

Pro vývoj numerických metod a algoritmů je důležité mít k dispozici nejen výkonný pro-

gramovací jazyk, ale také vhodné knihovny a nástroje. Použití kvalitních nástrojů sňižuje

náročnost implementace a zvyšuje tak efektivitu vývoje. V této kapitole jsou představeny

knihovny a nástroje, které byly využity pro implementaci metody QPmR v jazyce C++.

7.2.1 Standardní knihovna C++ (STL)

Standardní knihovna C++ (anglicky Standard Template Library, zkráceně STL) představuje

základní součást jazyka C++ a poskytuje široké spektrum datových struktur, algoritmů a

nástrojů [38, 39].

Níže jsou uvedeny konkrétní části standardní knihovny STL, které byly využity při im-

plementaci aplikace s algoritmem QPmR v této práci.

• std::vector – Dynamické pole umožňující snadné a efektivní ukládání a manipulaci

s daty. V práci byl použit například pro ukládání hodnot kvazi-polynomu na diksrétní

mřížce, ukládání bodů tvořících konturní křivky a v hlavní řadě také k ukládání nale-

zených kořenů kvazi-polynomu [39].

• std::complex – Datový typ pro práci s komplexními čísly, který výrazně zjednodu-

šuje numerické výpočty v komplexní rovině. Tento typ je vhodný pro implementaci

algoritmu QPmR z důvodu pohybu po komplexní mřížce a práci s komplexními ko-

řeny. STL knihovna umožňuje pro std::complex využití mnoha operací, jako jsou

std::abs (absolutní hodnota komplexného čísla), std::exp (komplexní číslo v ex-

ponentu es) nebo také std::pow (mocnění komplexního čísla).

• std::pair – Struktura umožňující uložení dvojice hodnot. Může se využívat pro vra-

cení dvou hodnot z funkce (např. hodnoty kvazi-polynomu a jeho derivace v jednom

bodě) [39].

• std::string – Datový typ určený k práci s textovými řetězci. V implementaci je

použit například pro správu názvů souborů, sestavování konzolových zpráv aplikace

nebo pro práci s výstupy [39].
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• Algoritmy z knihovny <algorithm> – Standardní algoritmy, například std::sort,

sloužící k seřazení nalezených kořenů podle jejich reálné či imaginární části, což

usnadňuje analýzu výsledků [39].

• Numerické konstanty a funkce ze standardní knihovny <numbers> – Konstanty jako

std::numbers::pi, které jsou využity při numerických výpočtech (např. princip ar-

gumentu, tj. počet kořenů v oblasti) [39].

• Měření času pomocí standardní knihovny <chrono> – Umožňuje měření doby trvání

výpočtů, což je užitečné pro porovnání efektivity jednotlivých implementací či op-

timalizačních variant algoritmu. Dále je možné porovnávání různých částí kódu pro

nalezení kritických částí kódu a následnou optimalizaci [39].

• Formátování výstupu pomocí std::format – Funkce umožňující přehledné sestavení

textových výstupů, jako jsou zprávy do konzolového okna, popis výsledků výpočtu a

popis běhu výpočtu [39].

• std::ifstream a std::ofstream z knihovny <fstream> – Třídy pro čtení a zápis

dat do souborů. Tyto nástroje jsou použity pro načítání vstupních parametrů algoritmu,

nastavení aplikace a ukládání vypočtených výsledků do textových souborů. To usnad-

ňuje práci se vstupními a výstupními daty algoritmu QPmR a jejich správu [39].

7.2.2 OpenMP

Tato knihovna představuje rozhraní pro paralelní programování se sdílenou pamětí. OpenMP

umožňuje snadnou a efektivní paralelizaci výpočtů na vícejádrových procesorech pomocí

jednoduchých direktiv a pragmat, které automaticky rozdělí výpočty mezi dostupná proce-

sorová jádra [40, 41].

Ukázka příkazu pro paralelní režii je zobrazena na obrázku 7.1. Zpracování vzájemně

nezávislých množin z množiny groups je rozděleno podle počtu dostupných jader.

Obrázek 7.1 Ukázka příkazu knihovny OpenMP

(zdroj: vlastní)
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V algoritmu QPmR se výpočty často provádí na rozsáhlých diskrétních mřížkách bodů,

což představuje ideální příležitost k paralelizaci. Díky využití OpenMP může být dosaženo

významného zrychlení výpočtů a efektivnějšího využití dostupného výpočetního výkonu.

7.2.3 Gnuplot

Knihovna Gnuplot je vhodná pro vykreslení dosažených výsledků a k tomu je také v C++

implementaci využita. V první verzi algoritmu QPmR byla tato knihovna použita také k vý-

počtu konturních křivek. Velkou výhodou této knihovny je jednoduchost použití. Knihovna

umožňuje také uložení dosažených grafických výsledků [31].

7.3 Vývojové prostředí Visual Studio

Pro úspěšnou implementaci, ladění a optimalizaci algoritmu QPmR v jazyce C++ bylo vy-

bráno vývojové prostředí Visual Studio. Patří mezi jedny z nejrozšířenějších a nejoblíbeněj-

ších integrovaných vývojových prostředí (IDE) pro jazyk C++. Díky své komplexní sadě

nástrojů umožňuje efektivní návrh, implementaci, ladění, analýzu výkonu a následnou opti-

malizaci. Zároveň je ale vhodné také díky své jednoduchosti a intuitivní orientaci v prostředí.

Struktura projektu (Solution Explorer) ve Visual Studiu je zobrazena na obrázku 7.2 [43].

Obrázek 7.2 Ukázka Solution Exploreru ve Visual Studiu

(zdroj: vlastní)
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Ve Visual Studiu lze také velmi snadno nastavit dříve zmíněné různé úrovně optimalizace

kódu. V rámci této práce byla zvolena úroveň /O2, která maximalizuje rychlost za cenu mír-

ného zvýšení velikosti generovaného kódu. Nastavení optimalizace je zobrazeno na obrázku

7.3 [42].

Obrázek 7.3 Nastavení optimalizace ve Visual Studiu

(zdroj: vlastní)

Podobně snadné je zahrnutí knihovny OpenMP. V prostředí stačí aktivovat podporu pod-

poru OpenMP v nastavení. Nastavení OpenMP je zobrazeno na obrázku 7.4 [44].

Obrázek 7.4 Nastavení podpory OpenMP ve Visual Studiu

(zdroj: vlastní)
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II PRAKTICKÁ ČÁST
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8 IMPLEMENTACE V MATLABU

Tato kapitola se věnuje podrobnějšímu popisu kódů QPmR a QPmR v2, které byly vyvinuty

v matlabu autory těchto metod a je možné je nalézt v [29].

Oba tyto algoritmy jsou popsány pomocí ukázek kódů, které jsou doplněny podrobným

komentářem s cílem snadného pochopení jejich funkčnosti.

8.1 QPmR

Algoritmus QPmR, nebo také QPmR v1, tvoří prvotní implementaci algoritmu QPmR. Tato

varianta byla následně rozšířena na verze QPmR v2 a aQPmR, které vhodněji pracují s vy-

šetřovanou oblastí. Výpočet kořenů na dané oblasti, který tvoří výpočetní jádro všech uvede-

ných algoritmů, zůstává stejný. V teoretické části práce je algoritmus popsán (5.1), společně

s popisem jeho běhu (5.1.1).

Popis metody

Obrázek 8.1 představuje hlavičku metody QPMR s příkladem zadání. Vstupní kvazi-polynom

M se zadává pomocí symbolické proměnné s. Následuje vyšetřovaná oblast Reg , krok

mřížky d a požadovaná přesnost kořenů e.

Obrázek 8.1 Popis algoritmu QPmR v matlabu, část 1

(zdroj: 29)

Na obrázku 8.2 jsou první řádky metody QPmR. Je definována symbolická proměnná s,
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pomocí které je kvazi-polynom M zadán. Hranice oblasti pro výpočet je rozšířena o 3 kroky

mřížky d. Pokud je kvazi-polynom M zadán pomocí matice a ne pouze jako jedna funkce,

je M převeden na odpovídající polynom s proměnnou s. Do proměnné P se nastaví iniciální

výstupní hodnota.

Obrázek 8.2 Popis algoritmu QPmR v matlabu, část 2

(zdroj: 29)

Na obrázku 8.3 dochází k určení mřížky (diskretizaci oblasti). Nejprve jsou určeny počty

prvků imaginární nW a reálné nB osy. Poté jsou osy W a B sestaveny pomocí jejich hranic

a počtu prvků. Pomocí vektorů jedniček oB a oW jsou vytvořeny matice reálných a imagi-

nárních částí hodnot mřížky WW a BB, ze kterých je poté sestavena oblast D jako mřížka

odpovídající tvaru ΓΓΓ v popisu běhu algoritmu 5.1.1. Jsou určeny hodnoty kvazi-polynomu v

těchto bodech MM, které jsou rozděleny na reálné R a imaginární I části.

Obrázek 8.3 Popis algoritmu QPmR v matlabu, část 3

(zdroj: 29)
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Na obrázku 8.4 jsou vypočteny a obdrženy body konturních křivek Ci imaginárních a Cr

reálných částí. Ty jsou vykresleny v grafu.

Obrázek 8.4 Popis algoritmu QPmR v matlabu, část 4

(zdroj: 29)

Obrázek 8.5. Obdržené hodnoty Cr jsou ve tvaru matice o dvou řádcích, které odpovídají

souřadnicím v komplexní rovině. Tyto hodnoty jsou zachovány v matici Crr a matice Cr je

převedena na vektor komplexních čísel. Tento vektor obsahuje konturní křivky, kde každá

křivka je dána po sobě jdoucími komplexními body na této křivce. V těchto bodech jsou

určeny hodnoty kvazi-polynomu M a je uložena jejich imaginární část do vektoru IIc. Tento

postup je také zobrazen na obrázku 5.2 v popisu běhu algoritmu.

Obrázek 8.5 Popis algoritmu QPmR v matlabu, část 5

(zdroj: 29)

Na obrázku 8.6 jsou určeny hodnoty (odhady) kořenů pomocí hodnot IIc. Tyto hodnoty

v sousedních bodech kořenů střídají své znaménko. Dále je vyšetřeno, zda se kořen nachází

na uživatelem definované oblasti Reg a zda je kořen a jeho sousední bod obsahem jedné

konturní křivky. Při splnění těchto podmínek je bod uložen.

Určování kořene pomocí sousedních bodů a následná kontrola, zda nejsou tyto kořeny

vzdáleny více než 2d, je možná právě kvůli specifické struktuře uložení konturních křivek v

matlabu. Ta vždy jako první bod křivky nese informaci o počtu bodů, z kolika se konturní

křivka skládá. V tomto algoritmu dochází k určování hodnot i v těchto "bodech", protože
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konturní křivky nejsou nijak rozděleny. V implementaci QPmR je tento fakt ošetřen právě

předchozími podmínkami.

Obrázek 8.6 Popis algoritmu QPmR v matlabu, část 6

(zdroj: 29)

Na obrázku 8.7 dochází ke zpřesnění hodnot nalezených kořenů pomocí Newtonovy me-

tody. Pokud byl nalezen nějaký kořen (návratová hodnota neobsahuje zprávu, ale kořeny),

jsou všechny kořeny vyšetřeny. Výpočet zpřesnění běží dokud není splněna podmínka přes-

nosti Newtonovy metody pro všechny kořeny. Následně pokud má nějaký kořen nulovou

imaginární část, je uložen pouze s reálnou částí. Všechny kořeny jsou poté přidány do grafu

ke konturním křivkám.

Obrázek 8.7 Popis algoritmu QPmR v matlabu, část 7

(zdroj: 29)
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Na obrázku 8.8 dochází k finální úpravě. Kořeny jsou seřazeny podle vzrůstajícího mo-

dulu a poté jsou nastaveny jako návratová hodnota.

Seřazení kořenů probíhá tak, že se vezme největší hodnota modulu kořenu a ta se uloží do

Pmax. V každé iteraci se vezme aktuální nejmenší hodnota z matice kořenů P a ta se uloží

do nové matice PM na pozici aktuálně vyšetřovaného indexu. Tato hodnota se pak v matici s

původními kořeny P přepíše na dvojnásobek nejvyšší hodnoty Pmax. Tím je zajištěno, že již

vybrané prvky už nebudou uvažovány, protože se vždy vybírá prvek s nejmenším modulem

a počet iterací odpovídá počtu kořenů.

Obrázek 8.8 Popis algoritmu QPmR v matlabu, část 8

(zdroj: 29)

Zavolání metody

Na obrázku 8.11 je ukázka příkazu pro zavolání této metody.

Obrázek 8.9 Volání metody QPmR

(zdroj: 29)
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8.2 QPmR v2

Algoritmus QPmR v2 je rozšířenou verzí QPmR v1. Dochází zde k adaptivnímu nastavování

velikosti kroku mřížky na oblasti, na které je výpočet prováděn. Dále je vyšetřovaná oblast

dělena na podoblasti podle výskytu kořenů. Jeho popisu je věnována kapitola (5.2).

Kvůli jeho složitosti došlo k výraznému nárůstu počtu řádků v kódu metody QPmR v2

(ze 130 přibližně na 1000). Přehledně je metoda znázorněna na pseukódu v teoretické části

(5.2.2). Metoda QPmR v2 může být volána více způsoby.

První je možnost zadání kvazi-polynomu. Ten může být zadán bud’ pomocí vektoru zpož-

dění a matice polynomů, nebo jako anonymní funkce.

Další je možnost zadání vstupních parametrů. Pro možnost adaptace mřížky musí být

hodnota pro krok mřízky nastavena na hodnotu -1. Pokud je nastavena nějaká požadovaná

přesnost, pak se žádná adaptace neprovádí a výpočet na mřížce je proveden jednou s poža-

dovanou přesností. Hodnota pro požadovanou přesnost může, ale nemusí být zadána.

Poslední možností pro zadání je vykreslování grafu. Uživatel zadává, zda chce výsledky

vykreslit, či nikoliv.

Popis metody

Z hlediska zadání kvazi-polynomu je první část metody rozdělena do dvou větví. První je

zadání pomocí vektoru a matice a druhá je pomocí anonymní funkce. Při zadání vektoru a

matice při prvním výpočtu metody je na konci metody sestavena anonymní funkce a při dal-

ším výpočtu už se volá metoda se zadanou anonymní funkcí. Z tohoto důvodu bude popsána

větev se zadáním anonymní funkce.

Na začátku algoritmu je nastavena velikost kroku mřížky a přesnost. Poté algoritmus pro-

bíhá stejně ve verzi 1. Je rozšířena vyšetřovaná oblast a jsou vypočteny konturní křivky.

Poté jsou určeny odhady kořenů. Dále dochází ke zpřesnění odhadu kořenů. Společně

s odhadem kořenů je nastavena hodnota proměnné určující, zda byla Newtonova metoda

úspěšná.

Až po provedení upřesnění kořenů jsou vyloučeny kořeny, které se nachází mimo uživa-

telem zadanou oblast.

Dále jsou vyšetřeny podmínky, zda nalezené kořeny splňují zadanou přesnost. První kon-
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Obrázek 8.10 Kontrola kořenů v QPmR v2 podle mřížky

(zdroj: 29)

trolou je, zda se kořeny nachází v rámci mřížky. Následně je vyšetřen princip argumentu.

Obrázek 8.11 Kontrola kořenů v QPmR v2 podle princpiu argumentu

(zdroj: 29)

Dále probíhá algoritmus podobně, jako bylo naznačeno na pseudokódu 5.2.2.

• Pokud není potřeba dále zjemňovat mřížku nebo už nelze mřížku dále zjemňovat, je

provedena kontrola kořenů.

• Pokud se algoritmus nenachází v podoblastech původní oblasti a je potřeba zjemnit

současnou mřížku, dojde ke zjemnění mřížky v případě, že už nebyla mřížka dvakrát

zjemněna. Algoritmus QPmR je znovu zavolán.

• Pokud již byla mřížka dvakát zjemněna a je potřeba mřížku dále zjemnit, dojde ke

zjemnění oblasti. Algoritmus QPmR je znovu zavolán.

Po volání metody QPmR se vrací návratové hodnoty. Po každém návratu dochází k jejich

sjednocení. Nakonec jsou nastaveny výsledné hodnoty.



UTB ve Zlíně, Fakulta aplikované informatiky 69

9 IMPLEMENTACE V C++

Pro implementaci v jazyku C++ byla zvolena možnost konzolové aplikace. Cílem je imple-

mentovat metodu, která bude časově méně náročná než implementace v matlabu. Z tohoto

důvodu je pozornost zaměřena na výpočetní čas, ne na vizuální stránku aplikace. Zadávání

vstupů probíhá pomocí textových souborů. Stejně tak výstupy jsou obdrženy v textových

souborech.

9.1 Práce s aplikací

Komunikace probíhá pomocí meu v konzolové aplikace. Důležité možnosti jsou vypsány

níže.

• Zadání parametrů – uživatel zadává hranice vyštřevané bolasti, velikost kroku a poža-

dovanou přesnost.

• Zadání kvazi-polynomiálních parametrů – uživatel zadávává koeficienty polynomů

jednotlivých zpoždění. Zadání koeficientů probíhá sestupně podle mocniny.

• Zadání zpoždění – uživatel zadává jednotlivá zpoždění v systému.

• Změna datového typu – uživatel má možnost změnit datový typ. Dostupně datové typy

jsou float, double a long double. Výchozí datový typ je double.

• Spuštění QPmR a QPmR v2.

• Otevření souboru s kořeny.

• Otevření souboru s nastavením (je popsáno níže).

• Nastavení výchozích hodnot nastavení.

• Ukončení aplikace.

Na obrázku 9.1 je ukázána konzolová aplikace s menu.
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Obrázek 9.1 Menu aplikace

(zdroj: vlastní)

Aplikace nabízí nastavení s následujícími parametry.

• Vykreslení grafu.

• Otevření souboru s nalezenými kořeny.

• Otevření souboru, ve kterém je zobrazen průběh výpočtu.

• Nastavení možnosti adaptace mřížky a nastavení přesnosti.

• Seřazení nalezených kořenů podle reálné nebo imaginární části.

• Možnost provedení kontroly kořenů při běhu s adaptací mřížky.

• Dělitel zmenšení kroku mřížky při výpočtu na dané oblasti.

• Dělitel zmenšení kroku mřížky při výpočtu v podoblastech.

Soubor s nastavením je zobrazen na obrázku 9.2.
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Obrázek 9.2 Nastavení výpočtu

(zdroj: vlastní)

9.2 Struktura aplikace

Aplikace je členěna následujícím způsobem.

1. Při spuštění dojde v metodě main k vytvoření instance třídy Aplikace a pomocí metody

run je aplikace spuštěna.

2. Třída Aplikace je zodpovědná za komunikaci s uživatelem pomocí konzole. Nabízí

aplikační menu a spouští jednotlivé akce.

3. Namespace utils slouží ke komunikaci prostřednictvím textových souborů. Řádky v

textových souborech, které začínají znakem # jsou brány jako komentář.

4. Třída Handler se stará o kontrolu zadaných textových souborů a o převod zadaných

textových řetězců na čísla zvoleného datového typu. Chyba v zadaní je zobrazena na

obrázku.

5. Třída Timer se stará o měření výpočtů v různých částech kódu.
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6. Třída Gnuplot slouží k vykreslování nalezených kořenů.

7. Třída Contour slouží k výpořtu konturních křivek.

8. Třída Qpmr obsahuje metody QPmR a QPmR v2 pro výpočet kořenů kvazi-polynomu.

Obrázek 9.3 Ukázka chybného zadání

(zdroj: vlastní)

9.3 Volání aplikace

V této podkapitole je ukázáno vzorové zadání pro kvazi-polynom daný na obrázku 9.5 Za-

dání zpoždění a parametrů je zobrazeno na obrázku 9.4. Při zadání zpoždění není potřeba

zadávat zpoždění seřazeně, jen i-té zpoždění musí odpovídat i-tému zadanému polynomu.
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Obrázek 9.4 Ukázka zadání zpoždění a parametrů

(zdroj: vlastní)

Ukázka zadání kvazi-polynomiálních koeficientů je zobrazena na obrázku 9.5.

Obrázek 9.5 Ukázka zadání koeficientů kvazi-polynomu

(zdroj: vlastní)
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9.4 Výstupy aplikace

Aplikace kromě vykreslení a vypsání kořenů nabízí vypsání průběhu výpočtu. Tento záznam

je v nastavení označen jako application log, jeho ukázka je na obrázku 9.6. Jeho výhodou je

záznam o kompletním rozdělení oblastí a sledování kritických částí výpočtu.

Obrázek 9.6 Ukázka zadání koeficientů kvazi-polynomu

(zdroj: vlastní)



UTB ve Zlíně, Fakulta aplikované informatiky 75

10 PŘÍKLADY

V této kapitole jsou zobrazeny grafické výstupy implementací v matlabu a C++. Dále jsou

porovnány výpočetní časy.

10.1 Příklad 1

Prvním příkladem je jednoduchý kvazi-polynom q(s) = s+ e−s. Jsou sledovány výpočetní

časy QPmR v2 metod v matlabu a C++.

Na obrázku 10.1 je zobrazeno volání metody QPmR v2 v matlabu.

Obrázek 10.1 Ukázka zadání QPmR v2

(zdroj: vlastní)

Tabulka 10.3 zobrazuje výpočetní časy pro dvě různé oblasti.

Tabulka 10.1 Výpočetní časy u příkladu 1

matlab C++
[-10 3 0 300] 0.128 s 0.013 s
[-10 3 0 500] 1.029 s 0.020 s

(zdroj: vlastní)

Dále jsou na následujících obrázcích zobrazeny grafické výstupy matlabu a C++.
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Obrázek 10.2 Ukázka matlab výstupu QPmR v2

(zdroj: vlastní)

Obrázek 10.3 Ukázka C++ výstupu QPmR v2

(zdroj: vlastní)

10.2 Příklad 2

Dalším příkladem je kvazi-polynom daný na obrázku 9.5. Tentokrát je na obrázku 10.4 vy-

kresleno jen řešení v C++.
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Tabulka 10.2 Výpočetní časy u příkladu 2

matlab C++
[-10 3 0 300] 21.659 s 6.623 s

(zdroj: vlastní)

Obrázek 10.4 Ukázka C++ výstupu, příklad 2

(zdroj: vlastní)

10.3 Příklad 3

V příkladu 3 jsou srovnány všechny metody, na které je tato práce zaměřena. Nastavením

kroku mřížky a přesnosti u metody QPmR v2 lze docílit stejného chodu, jako je tomu u

verze 1. V matlabu je QPmR v1 implementována s použitím symbolických funkcí, zatímco

verze využívá anonymní funkce. V C++ je v této práci u verze 1 využita knihovna Gnuplot

k výpočtu konturních křivek. Komunikace s knihovnou gnuplot probíhá pomocí textového

souboru, u nějž je zápis a čtení zdlouhavé. V tomto příkladu jsou porovnány výpočetní časy

verzí 1 a 2 v matlabu a C++. Zadání kvazi-polynomu je stejné jako v příkladu 1. Krok mřížky

je zvolen 0.05 a přesnost 0.0001.
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Tabulka 10.3 Výpočetní časy u příkladu 3

matlab v1 matlab v2 C++ v1 C++ v2
[-10 3 0 30] 14.433 s 0.220 s 1.095 s 0.007 s

(zdroj: vlastní)

Obrázek 10.5 Grafický výstup QPmR v1 v C++

(zdroj: vlastní)
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ZÁVĚR

V této diplomové práci byla popsána úloha výpočtu kořenů kvazi-polynomů, což je ne-

zbytný krok pro posouzení stability lineárních dynamických systémů se zpožděním. Byly de-

tailně popsány stavové a vstupně-výstupní modely těchto systémů, a byl odvozen jejich vzá-

jemný přechod. Významná část práce se soustředila na vlastnosti charakteristického kvazi-

polynomu a jeho vliv na stabilitu systému.

Byly popsány algoritmy QPmR a QPmR v2 a jejich stávající implementace v matlabu.

Byla vytvořena C++ aplikace s implementací těchto metod s cílem optimalizovat a snížit

výpočetní čas. Výsledky ukázaly, že implementace v C++ přinesla urychlení výpočtů, což

bylo potvrzeno na vybraných příkladech.
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41, č. 6, s. 991–998. ISSN 0005-1098. Dostupné z: https://doi.org/10.1016/j.

automatica.2004.11.032. [cit. 2025-05-27].
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Obrázek 7.1 Ukázka příkazu knihovny OpenMP .............................................. 58

Obrázek 7.2 Ukázka Solution Exploreru ve VS ................................................ 59

Obrázek 7.3 Nastavení optimalizace ve VS ..................................................... 60

Obrázek 7.4 Nastavení podpory OpenMP ve VS............................................... 60
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SEZNAM PŘÍLOH

PŘÍLOHA P I: QPmR

PŘÍLOHA P II: QPmR_app



PŘÍLOHA P I: QPMR

Složka QPmR obsahuje projekt C++ aplikace ve Visual Studiu s implementací metod QPmR

a QPmR v2. Složka obsahuje příslušné soubory Visual Studia, .hpp a .cpp soubory, složky

data, examples a libs. Ve složce data jsou textové soubory pro čtení výstupních dat nebo zápis

vstupních dat. Ve složce examples jsou příklady složek data. Složka libs obsahuje knihovnu

gnuplot.



PŘÍLOHA P II: QPMR_APP

Složka QPmR_app obsahuje konzolovou .exe aplikaci s implementací metod QPmR a QPmR

v2. Dále jsou v této složce složky data potřebné pro čtení výstupních dat a zápis vstupních

dat, a složka libs obsahující knihovnu gnuplot.
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