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ABSTRAKT

Tato diplomova prace se zaméfuje na analyzu a vypocet kofent kvazi-polynomt, které jsou
klicové pro posouzeni stability linedrnich dynamickych systému se zpoZdénim. V praci jsou
popsany modely pro popis té€chto systémi — stavovy a vstupné-vystupni model. Je odvozen
prechod mezi témito modely a pozornost je zaméfena na charakteristicky kvazi-polynom,
jeho vlastnosti a stabilitu. Jsou odvozeny algoritmy pro vypocet kofent kvazi-polynomu
QPmR a QPmR v2. Existujici implementace téchto algoritmd v matlabu jsou popsany a
je vytvorena C++ aplikace s jejich implementaci s cilem optimalizace vypocetniho Casu.

Vypocetni Cas a dosazené vysledky jsou ukdzany na ptikladech.

Klicov4 slova: QPmR, QPmR v2, kvazi-polynomy, stabilita, linedrni dynamické systémy se

zpozdénim, numerické metody v C++

ABSTRACT

This thesis focuses on the analysis and computation of roots of quasi-polynomials, which are
crucial for assessing the stability of linear dynamical systems with delays. The thesis descri-
bes models used for representing these systems—the state-space and input-output models.
The transition between these models is derived, with particular attention given to the cha-
racteristic quasi-polynomial, its properties, and stability criteria. Algorithms for computing
the roots of quasi-polynomials, QPmR and QPmR v2, are derived. Existing matlab imple-
mentations of these algorithms are described, and a C++ application implementing these
algorithms has been created to optimize computational time. Computational performance

and achieved results are demonstrated through examples.

Keywords: QPmR, QPmR v2, quasi-polynomials, stability, linear time-delay systems, nu-

merical methods in C++
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UVOD

Tato prace je rozdélena na teoretickou a praktickou Cast. Teoretickd Cast prace se vénuje
popisu systému, kvazi-polynomu a jejich numerickému feSeni. Prakticka Cast je zaméfena
na implementaci numerického feSeni.

Prvni kapitola poskytuje obecny piehled o dynamickych systémech, jejich klasifikaci a
zékladnich vlastnostech. Pfedmétem této prace jsou linedrni spojité dynamické systémy se
zpozdénim. Jednotlivé vlastnosti takovych systémi jsou vysvétleny s uvedenim prikladi. Na
zavér je zavedena Laplaceova transformace, kterd slouzi jako dileZity ndstroj pro popis a

analyzu téchto systému.

Druh4 kapitola se vénuje matematické formulaci jiz zminénych linedrnich dynamickych
systému se zpozdénim. Nejprve je uloha formulovana v asové oblasti pomoci stavovych,
vstupnich a vystupnich proménnych. Nésledné je pomoci Laplaceovy transformace proveden
detailni prechod na popis vstupné-vystupni, ktery je definovan v komplexni roving. Nakonec

je uveden vyznam vzniklého popisu pro budouci analyzu a vlastnosti systému.

sz Y 7z

Ve treti kapitole jiz dochdzi k pfiblizeni k praktické Césti prace. Je zde zaveden pojem
charakteristického kvazi-polynomu, jeho spektrum a esencidlni spektrum. Jsou zkoumdny
vlastnosti charakteristického kvazi-polynomu, které jsou déle vyuZity pro posouzeni stability

systému. Na zavér je uveden ilustracni priklad.

Ctvrta kapitola shrnuje pfehled numerickych metod, které Ize vyuzit k numerickému hle-
dani kofenu kvazi-polynomu. Podrobnéji jsou popsany Newtonova metoda a princip argu-
mentu z divodu jejich vyuziti v algoritmech QPmR. Ostatni metody jsou zminény okrajové.

Na zavér je pozornost presunuta k existujicim softwarovym nastrojim.

V paté kapitole je pozornost vénovana algoritmiim QPmR. Hlavnim pfedmétem prace
jsou verze QPmR a QPmR v2. Ty jsou v této kapitole detailn€ odvozeny a popsany z divodu

budouci implementace v praktické ¢asti. Nakonec je stru¢né popsdn algoritmus aQPmR.

V Sesté kapitole jsou popsany algoritmy potfebné pro vypocet a sestaveni konturnich kii-
vek, které jsou stéZejni pro funkci algoritmu QPmR. Vlastni implementace téchto algoritmi
zajist'uje vyssi vypocetni rychlost.

V sedmé a posledni kapitole teoretické Casti prace je pozornost zaméfena na néstroje a

techniky jazyka C++, jakozZto opérny bod pro implementaci feSeni. Pro zvySeni rychlosti
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programu je popsédna optimalizace a paralelni rezie. Déle je popsdna knihovna vyuZitd pro
zobrazeni grafického vystupu nalezeného feSeni a na zavér je zminéno pouzité vyvojové
prostiedi.

V praktické ¢asti prace jsou podrobné popsany algoritmy QPmR a QPmR v2 pro vypocet
kofentd kvazi-polynomu v matlabu. Déle je predstavena C++ aplikace s implementaci zmi-
nénych metod za dcelem sniZeni vypocetniho Casu a celkova optimalizace. V zavéru jsou

uvedeny piiklady a srovnani metod.
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I TEORETICKA CAST
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1 UVOD DO DYNAMICKYCH SYSTEMU

V piirodé a technickych oblastech se mnoho déjii vyznacuje svym ménicim se pribéhem.
Popis a pochopeni déji umoziuje teorie dynamickych systémd. Jedna se o matematické mo-
dely popisujici vyvoj veli€in v zdvislosti na Case. Typickymi pfiklady mohou byt automobil,
ktery zrychluje, ménicf se teplota télesa, tlak v nddrZi, koncentrace chemické latky v roztoku
nebo napéti a proud v elektrickém obvodu. Jejich porozuménim a analyzou lze ziskat pre-
hled o fungovéni celého systému. Pfi modelovani nového systému je mozné odhadnout jeho

budouci vyvoj a navrhnout efektivni feSeni [1].
1.1 Dynamické systémy

Dynamicky systém lze obecné popsat pomoci soustavy diferencidlnich rovnic

x(t) =f(x(t),u(r),t), (1.1)

kde x(7) je vektor stavovych proménnych v Case ¢ charakterizujici aktudlni stav systému, X(¢)
je Casova derivace stavového vektoru vyjadiujici okamzZitou zménu stavovych proménnych,
u(z) je vektor vstupnich veli¢in (napf. vnéjsi sila pusobici na systém, piikon tepla apod.) a
obecnd vektorova funkce f(-) popisuje dynamické chovani celého systému v zavislosti na

aktudlnim stavu, vstupu a Case [2].
1.1.1 Klasifikace dynamickych systému

Dynamické systémy je mozné rozdélit podle riznych kritérif, kterd predstavuji matematické
vlastnosti, slozitost systému a zptisob chovani. Diiraz je kladen na spojitost, linearitu a prvek

zpozdéni [1].

* Spojité a diskrétni: Spojité systémy popisuji vyvoj plynule v Case pomoci spojitych
funkci (napf. rychlost, teplota), zatimco diskrétni systémy jsou definované pouze v

urcitych ¢asovych krocich (napt. méfeni teploty v riznych okamzicich) [3].

 Linearni a nelinearni: V piipad¢ linearnich systéma jsou funkce popisujici dynamiku
systému linedrni, diky jednoduchym vztahiim mezi vstupy a stavy. U nelinearnich sys-

témd jsou tyto funkce zcela obecné [3].
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* Bez zpoZdéni a se zpozdénim: V systémech bez zpozdéni zavisi stav systému pouze
na aktudlnich hodnotach stavovych veli€in, zatimco u systémil se zpozdénim se uvazuji

i hodnoty z minulych stavt (napf. regulacni systémy) [1].
1.1.2 Priklady dynamickych systému

Dynamické systémy se objevuji v mnoha riznych oblastech. Diky obecnému matematic-
kému popisu se s nimi lze setkat nejen v technickych oborech, ale také napt. v biologii a

ekonomii [4].

Mechanické systémy

Typickym prikladem mechanického systému je pohybujici se automobil, jehoZ stav (napf.
poloha, rychlost) se méni podle plsobicich sil a momentt. Dalsim piikladem miZe byt ky-
vadlo, jehoZ pohyb je urovén silou gravitace a pocateni polohou. Dal§im mechanickym
systémem mohou byt robotickd ramena, u kterych se pohyb popisuje pomoci polohy a rych-

losti jednotlivych kloubti, na néZ ptisobi regulacni sily a momenty [4, 5, 6].

Elektrické obvody

Elektrické systémy, jako jsou RC (rezistor, kondenzator) a RLC (rezistor, civka, kondenza-
tor) obvody, se daji modelovat pomoci diferencidlnich rovnic popisujicich vztah mezi napé-
tim, proudem a Casem. Tyto rovnice definuji, jak rychle se napéti ¢i proud méni v zavislosti

na vstupnich signdlech (napt. zméné napéti zdroje nebo pripojeni dalSich komponent) [7].

Rizeni teploty
Systémy fizeni teploty jsou typickym piikladem systému se zpozdénim. Pokud je Zadouci
napt. zvySeni teploty v mistnosti, po zapnuti vytidpéni se bude teplota ménit s uritym caso-

vym odstupem [1, 4, 8].

Biologické modely
Mezi zndmé biologické systémy patii napt. model preddtora a kofisti. V tomto modelu se
sleduje velikost populaci, jako jsou liSky a krélici, které se dynamicky méni. Dal$im vy-

znamnym piikladem je model Sifeni nemoci. Ten pfedpovidd, jak se bude nemoc v popu-

laci $ifit na zakladé poctu nakazenych a nenakaZenych jedinct a jejich vzajemném kontaktu
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(4,9, 10].

Ekonomické modely

Dynamické modely nachdzeji své uplatnéni také v ekonomii, kde umoziiuji modelovat rizné
ekonomické ukazatele. Piikladem miZe byt vyvoj hospodarského riistu zemé v Case na za-
klad€ faktort, jako jsou investice, shromazd’ ovani kapitalu, technologicky pokrok a pracovni

sila [11].

1.2 Linearni dynamické systémy

Linearni dynamické systémy ptedstavuji v rodiné dynamickych systémil dilezitou katego-
rii. Charakteristickou vlastnosti je pravé linearita, a to diky splnéni principii homogenity a
superpozice. Diky témto principim dochdzi k vyraznému zjednoduseni jejich popisu, coz
umoZziuje analyzu chovani systému, ndvrh regulacni strategie a predpovéd’ budouciho vy-
voje. Z tohoto diivodu jsou modely linedrnich systémi Siroce pouzivany v technické praxi a
tvori dilezity matematicky ramec pro analyzu a fizeni [1, 12].

Zéakladnim predpokladem linedrnich systémi je, Ze vztah mezi vstupem a vystupem sys-
tému je popsan linedrnimi funkcemi, tedy takovymi, které neobsahuji Zadné souCiny ani
jiné nelinedrni operace mezi stavovymi proménnymi nebo vstupy systému. Obecné lze line-
arni dynamické systémy reprezentovat ve tvaru soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic s
konstantnimi nebo proménnymi koeficienty nebo také maticovou formou stavového popisu

systému [3, 12].
1.2.1 Popis linearnich dynamickych systému

Linedrni Casové-variantni dynamické systémy lze obecné popsat pomoci soustavy linedrnich

diferencialnich rovnic

y(t) = C(1)x(t) + D(t)u(r), (1.2)

kde x(¢) je vektor stavovych proménnych popisujici stav systému v Case ¢, X(¢) je derivace
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stavovych proménnych podle Casu, vyjadfujici okamzZitou zménu stavovych proménnych,
u(z) je vstupni vektor, obsahujici veli¢iny ptsobici na systém (napt. vn&jsi sily, fidici sig-
ndly), y(¢) je vystupni vektor, reprezentujici sledované veli¢iny systému (napf. poloha, rych-
lost, napéti) a A(¢),B(z), C(¢),D(r) jsou matice piislusnych rozmérl obecné zavislé na Case,
které charakterizuji vnitfni dynamiku a propojuji vstupy, stavy a vystupy systému [3].

Pokud maji matice konstantni Cleny a nejsou tak zavislé na Case, pak se systém nazyva

linedrni systém s konstantnimi parametry [3].
1.3 Systémy se zpozdénim

Systémy se zpozdénim (anglicky Time-Delay Systems, zkracené TDS) predstavuji vyznam-
nou skupinu dynamickych systémd, u kterych existuje urcitd prodleva mezi okamzZikem, kdy
systém pfijme vstupni signdl, a okamzikem, kdy se projevi jeho odpovidajici odezva. Casové
zpozdéni se prirozené vyskytuje v mnoha dynamickych procesech a zdsadné ovliviiuje jejich
chovani, vlastnosti, moznosti analyzy i fizeni [1, 13].

Casové zpozdéni Ize definovat jako interval Gasu, b&hem kterého systém nereaguje bez-
prostfedné na zménu vstupu nebo stavu, ale az po uplynuti uréité doby. Divodem zpozdéni
miZe byt napiiklad vzddlenost mezi mistem plsobeni signalu a mistem jeho projevu, ¢as
potfebny k pfenosu informace nebo samotnd dynamika reakce systému na vstupni veli¢inu.
Z hlediska matematického modelovéni se takovy systém vyznacuje rovnicemi, ve kterych
se objevuji hodnoty vstupti nebo stavli z minulych ¢asovych okamzikd, tzv. zpozdéné argu-
menty [1, 13].

Vyskyt casového zpozdéni ma také disledky pro matematickou analyzu. Pfitomnost mi-
nulych hodnot stavii nebo vstupii zptisobuje, Ze dynamicky systém ma teoreticky nekonecné
dimenziondlni charakter, coZ vede k vyraznému nartstu slozitosti analyzy jeho dynamiky a

stability [1, 13].
1.3.1 Rozdéleni systémi se zpoZdénim

Systémy se zpozdénim lze rozd€lit do dvou zakladnich kategorii podle toho, jakym zpiiso-

bem se projevuje v jejich chovdni [13, 14].

* Retardované systémy: U retardovanych systémil se casové zpozdéni vyskytuje pouze

ve stavovych nebo vstupnich veli¢inach systému. To znamen4, Ze aktudlni zména stavu
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(derivace stavovych proménnych) z4visi pouze na soucasnych a minulych hodnotich

stavi a vstupl, ale nezavisi uz na tom, jak se stavy systému meénily v minulosti [13, 14].

Neutralni systémy: U neutrdlnich systému se Casové zpozdéni objevuje nejen ve sta-
vovych nebo vstupnich veli¢indch systému, ale také pfimo ve zméné stavu (derivacich
stavovych proménnych). To znamend, Ze aktudlni zména stavu systému je zavisla jak
na predchozich hodnotach stavii a vstupt, tak i na tom, jak se stav systému ménil v

minulosti. [13, 14].

Rozdil mezi retardovanymi a neutrdlnimi systémy je také v jejich slozitosti. Systémy re-

tardovaného typu jsou obecné snadnéji analyzovatelné. Systémy neutralniho typu maji nao-

pak sloZitéj$i chovani a jejich analyza a fizeni je vyrazné komplikovangjsi [13, 14].

1.3.2 Priklady pouziti zpoZdéni

Systémy se zpozdénim se béZné objevuji v mnoha praktickych oblastech [4].

« Ridici systémy: Kazdy reguladni systém, at’ uZ jde o regulaci teploty, fizeni motort

nebo primyslovych procest, se setkava s jistym ¢asovym zpozdénim. Typicky se jedna
o0 zpozdéni zptisobené dobou méfeni, zpracovani signdlu, pfenosu informace nebo re-

akci akénich ¢lend (napf. topeni, motory) [1, 4].

Komunikacéni systémy: V telekomunikacich a pocitacovych sitich je zpozdéni zptiso-
bené Casem prenosu dat. Typickym piikladem je dalkové ovladdni zafizeni pres inter-
net, kde se signdly a informace prenéseji s urCitou prodlevou, coZ je nutné brat v dvahu

pri navrhu a fizeni téchto systém [15].

Biologické systémy: Casové zpozdéni se Casto vyskytuje i v biologickych procesech.
Naprtiklad pokud je lidskému télu poddn néjaky 1€k, existuje prodleva mezi Casem
podani a pozorovatelnou reakci organismu. Dal§im ptikladem je dynamika v populaci,
kde existuje Casové zpozdéni mezi narozenim novych jedinct a jejich schopnosti se

dale mnozit [4].

1.4 Laplaceova transformace

Dynamické systémy jsou popsdny diferencidlnimi rovnicemi a pro analyzu dynamickych

systémd je potieba zndt jejich feseni. Pfimé feSeni soustavy diferencidlnich rovnic miiZe byt
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Vv s

ovSem velmi obtizné, zejména u sloZzit€jSich systémd, jako jsou prave systémy se zpozdénim.
Efektivnim ndstrojem, ktery vyrazné zjednodusSuje feseni téchto rovnic, je Laplaceova trans-
formace. Ta umoZnuje prevést linearni diferencidlni rovnice v ¢asové oblasti na algebraické
rovnice v tzv. spektrdlni (frekvencni) oblasti. Vysledné algebraické rovnice jsou pak snad-
néji fesitelné a umoZziuji prehlednéjsi analyzu dynamickych vlastnosti, jako je napt. stabilita
[1, 13, 14].

Zvlastni vyznam ma Laplaceova transformace pravé u systémil se zpozdénim, protoZe
umoziluje elegantné pracovat s exponencidlnimi ¢leny reprezentujicimi ¢asova zpozdéni ve

spektralni oblasti, ¢imzZ zna¢né usnadiniuje manipulaci a analyzu téchto systémau [1, 13, 14].
1.4.1 Definice Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace je integrdlni transformace definovana vztahem

Fs)=2{r0)} = /O " fl)e (1.3)

kde f(t) je po Castech spojita funkce zdvisld na Case ¢ (napf. stavovd veliCina, vstupni nebo
vystupni signdl) definovand pro ¢t > 0, F () je jeji obraz v komplexni roviné s, kterd se nazyva
spektrédlni rovina. Proménnd s je komplexni Cislo ve tvaru a + bi, kde a a b jsou redlnd Cisla

a i je imaginarni jednotka [16].
1.4.2 Vyuziti v dynamickych systémech

Laplaceova transformace hraje v analyze dynamickych systémil podstatnou roli, protoZe
umoziuje prechod z ptivodniho popisu systému v ¢asové oblasti do prehlednéjsi reprezen-
tace v oblasti spektrdlni (frekvencni). V praxi se dynamické systémy Casto popisuji pomoci
stavového modelu, ktery tvofi soustava linearnich diferencidlnich rovnic. PouZitim Lapla-
ceovy transformace je mozné tento Casoveé zdvisly model prevést na model nezdvisly na
Case, vyjadreny pomoci algebraickych rovnic [13, 14].

Vysledkem této transformace je tzv. pfenosova funkce G(s), kterd predstavuje vztah mezi

vstupem a vystupem systému v komplexni rovin€. Takto vznikly model je oznacovén jako

lineadrni ¢asové invariantni (anglicky Linear Time-Invariant, zkracené LT1) [13, 14].
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2 LINEARNI DYNAMICKY SYSTEM SE ZPOZDENIM

Linearni dynamické systémy se zpoZdénim predstavuji vyznamnou ¢ast dynamickych sys-
témd, které se Casto uplatiiuji v praxi. Je tomu diky jednoduchosti linearnich vztaht a schop-
nosti realisticky zachytit Casova zpozdéni, kterd se v redlnych procesech nachézeji. Tato
kombinace umoznuje efektivné analyzovat a fidit Siroké spektrum technickych systémd, od

regula¢nich obvodu aZ po komunika¢ni nebo biologické systémy [1, 4].
2.1 Stavovy model

Stavovy model pfedstavuje vyhodnou reprezentaci téchto systémii, protoze zachycuje vnitini
dynamiku systému pomoci stavovych proménnych. Stavovy popis musi zachycovat nejen
soucasné hodnoty stavovych proménnych a vstupd, ale v disledku Casovych prodlev také
jejich minulé hodnoty [1, 4].

Stavovy model linearnich dynamickych systémil se zpozdénim lze reprezentovat dvéma
maticovymi rovnicemi. Prvni je rovnice stavova. Ta popisuje vnitini dynamiku systému. Patf{
do skupiny funkciondlnich diferencidlnich rovnic (anglicky functional differential equati-
ons, zkracené FDE), protoZe obsahuje nejen derivace stavovych proménnych, ale také jejich
zpozdéné hodnoty. Druhou rovnici je rovnice vystupni, kterd definuje vztah mezi stavovymi

proménnymi, vstupy a vystupy systému [13].
2.1.1 Matematicka formulace

Stavovy model linedrnich dynamickych systémi se zpozdénim je reprezentovan soustavou

linearnich diferencialnich rovnic

ng
—ZH,X — V) /Hd x(t —1)dt

_ZAlxt—ﬁAl +2But—03, +/ Ad(D)x(1 ~ 1)+ By(Tpu(t — )] dr,
i=0 i=
nc T
=Y Cix(t— 0c;) + / Ca()x(t — 7)d, 2.1)
i=0 0

kde x(r) je vektor stavovych proménnych systému, X(z) je derivace vektoru stavovych pro-

ménnych vyjadfujici okamZitou zménu stavu, u(¢) pfedstavuje vektor vstupnich velicin a



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 23

y(t) predstavuje vektor vystupnich veli¢in systému. H;, H;(7), A;, Ay(7), B;, By(7), C;,
C,(7) jsou matice pfislusnych dimenzi, které urCuji vazby mezi soucasnymi a zpozdénymi
hodnotami stavli a vstupl. Konstantni ¢asovd zpozdéni Oy ;, U4 ;, Up,; definuji presné oka-
mziky v minulosti, kdy hodnoty stavii a vstupd ovliviuji aktudlni dynamiku systému, plati
0=9»,p<0;1<..<9, =T. Integrlni Cleny s distribuovanymi zpozdénimi predstavuji
situace, kdy minulé hodnoty systému ovliviiuji stav systému nejen v urcitych okamzicich,
ale spojité a plynule od aktudlniho okamziku zpétné po dobu 7', plati 0 < 7 < T [13].
Systém se nazyva retardovany, pokud se u Cleni derivace stavové proménné zpozdéni
nevyskytuje, a plati tedy VH; = 0 a zdrovei H; = 0. Naopak, pokud existuje alespoil jeden
Clen, kde ma derivace stavové proménné zpozdéni, systém se nazyva neutrdlni a plati FH; =0

nebo H; = 0. 0 v té€chto rovnostech oznacuje nulovou matici [13, 14].

2.2 Prechod mezi stavovym a vstupné-vystupnim modelem

Na rovnici (2.1) je aplikovédna Laplaceova transformace s nulovymi pocdtecnimi podmin-
kami (hodnoty veliCin jsou nulové pro t < 0). Tim dochazi k transformaci Casové zavislych
¢lent na algebraické vyrazy ve spektrdlni oblasti s komplexni proménnou s. Pro piehlednost

je vypsana aplikace Laplaceovy transformace na vSechny podoby ¢lent této rovnice [1, 13].
Pro veli¢iny a jejich derivace v Case ¢ plati
g{x(t)} — X(s), .z{x(t)} — 5X(s). 2.2)
Pro veli¢iny v ¢asech s konstantnimi zpoZdénimi plati
n n
LY Ax(t—0) p =X(s) Y Aje V. (2.3)
i=0 i=0
Pro derivace veli¢in v Casech s konstantnimi zpoZdénimi plati
n n
LY Ax(t =) p =5X(s) Y Aje V. (2.4)
i=0 i=0

Pro veli¢iny s distribuovanymi zpoZdénimi plati
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& { /O " AL — r)d’v} _ /0 " Ay (D)e T X(s). 2.5)

S vyuzitim prevodnich vztaht (2.2) — (2.5) a naslednym vytknutim je mozné soustavu (2.1)

psét ve tvaru

Y(s) = C(s)X(s), (2.6)
kde I je jednotkovd matice a Cleny po vytknuti jsou dany
nH T
H(s) = ) He i+ / H,(t)e*dx,
i=1 0
A T
A(s) =Y A=y / Ay(t)e%dr,
i=0 0
B T
B(s) = ) Bie ™0 1 / By(7)e %dr,
i=0 0
ne T
C(S) = Z Cie_”vﬂc'[ —|—/ Cd(l’)e_srdl'. 2.7
i=0 0

Prevedenim ¢lenu A (s)X(s) v prvni rovnici a naslednym vytknutim pfechdzi soustava (2.6)

do tvaru

Y(s) = C(s)X(s). (2.8)

Vyndsobenim prvni rovnice (2.8) matici (s(I—H(s)) — A(s)) ! zleva a dosazenim vyjadfe-

ného X(s) do druhé rovnice vznika
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Y(s) = C(s) (s(0—H(s)) — A(s)) " 'B(s)U(s). (2.9)

2.3 Vstupné-vystupni model

Vstupné-vystupni model explicitné vyjadiuje vztah mezi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami
systému. Tento pfistup je velmi uZiteCny pro analyzu a ndvrh fizeni systému ve spektralni

oblasti [13].

Vztah mezi vektorem vstupnich veli¢in (signdlt) U(s) a vektorem vystupnich veli¢in (sig-

nala) Y (s) 1ze vyjadrit pomoci prenosové funkce G(s) danou

Y(s) = G(s)U(s) [1, 13, 17). (2.11)

Prenosova funkce G(s) je matici pfislusnych rozmért podle poctu vstupnich a vystupnich

veli€in. Z rovnice (2.10) je zfejmé vyjadieni této matice podle tvaru (2.11), plati

o
&
—~
=)
—
(o]
|
=
—
]
N—
~—
|

>
)
~—
=

G(s) = C(s)

(s) [13]. (2.12)

2.3.1 Charakteristicka funkce

Charakteristickd funkce systému, ozna¢ovand A(s), je definovana jako determinant matice

ve jmenovateli pfenosové funkce

A(s) = det(s(I—H(s)) — A(s)) [4, 13]. (2.13)

Charakteristickd funkce je zdsadni pro analyzu stability a dynamickych vlastnosti sys-

tému, protoZe jeji kofeny odpovidaji pravé pélim systému [4, 13].
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Vv,

Obecné miize mit charakteristickd funkce nékolik forem. V nejjednodussim pripadé, tj. u
systému bez zpozdéni, ma podobu klasického polynomu s komplexni proménnou s. U sys-
témd, kde se objevuji pouze konstantni zpoZdéni, ma charakteristickd funkce formu kvazi-
polynomu. U systémt, kde existuje alespon jedno distribuované zpozdéni, se charakteris-
ticka funkce oznacuje terminem celd funkce (anglicky entire function). Tato celd funkce ma
podobu kvazi-polynomidlniho zlomku, kde kofeny charakteristické funkce odpovidaji kote-
nim kvazi-polynomu v Citateli. Spole¢né koreny Citatele a jmenovatele se algebraicky rusi.

Resenim kvazi-polynomiélni rovnice A(s) = 0 jsou pak pravé pély systému [4, 13].
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3 CHARAKTERISTICKY KVAZI-POLYNOM

Vysledkem Laplaceovy transformace stavového popisu linedrnich dynamickych systémii se
zpozdénim je vztah mezi vstupy a vystupy tohoto systému. Ten je ve formé prenosové
funkce, kterd ma ve jmenovateli charakteristickou funkci. Kofeny charakteristické funkce
urCuji tzv. poly systému. PSly popisuji spektralni vlastnosti systému a rozhoduji o jeho sta-
bilité¢ a dynamickém chovani [13, 14].

U téchto systému vede feSeni charakteristické funkce k feSeni kvazi-polynomidlni rov-
nice, kterd ddle prechdzi na dlohu feSeni korenli kvazi-polynomu. JelikoZ kofeny tohoto
kvazi-polynomu (pdly systému) charakterizuji chovani celého systému, nazyva se kvazi-
polynom charakteristicky. Ten na rozdil od béZného polynomu obsahuje exponencidlni ¢leny
s proménnou s v exponentu, které vznikaji v diisledku ¢asovych zpoZzdéni ve stavovych nebo
vstupnich veli¢inach. Charakteristicky kvazi-polynom je tedy didlezitym ndstrojem pro ana-
Iyzu spektra systému se zpoZdénim a jeho studium je zdsadni pro pochopeni stability a navrh

fizeni téchto systému [13, 14].

3.1 Matematicka formulace

Charakteristicky kvazi-polynom je funkce komplexni proménné s dana predpisem

N
q(s) =) pr(s)e "%, (3.1)
k=0

kde pi(s) jsou polynomy s redlnymi koeficienty, 0 = o < @ < -+ < Qy—_1 < Oy jsou jed-
notlivd zpozdéni systému a ¢leny e *% reprezentuji vliv zpoZzdéni ve spektralni oblasti. py(s)

jsou polynomy stupné my, ve tvaru

my
pe(s) =Y prus’, (3.2)
i=0

Vv,

kde py; jsou jednotlivé redlné koeficienty mocnin proménné s a nejvySsi stupeni polynomu

jenuclend py_ [18].
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3.2 Spektrum kvazi-polynomu

Charakteristické hodnoty, nebo také p6ly €1 vlastni Cisla systému, tvofi tzv. spektrum systému

oznacované jako X. Je definovano jako mnozina komplexnich ¢isel s € C, pro ktera plati
L={seC:A(s) =0} [13]. (3.3)

Na rozdil od klasickych systémil bez zpoZdéni, jejichZ spektrum je konecné (diky kote-
ndm klasického polynomu), je spektrum systémi se zpoZdénim typicky nekonecné. Pritom-
nost exponencidlnich ¢lend e "% v charakteristickém kvazi-polynomu zptsobuje, Ze tato

funkce je transcendentni a jeji kofeny se Casto seskupuji do tzv. fetézct poli [13].

U retardovanych systémil, kde se zpozdéni vyskytuje pouze ve stavech, ale uz ne v jejich
derivacich, m4 spektrum specifickou strukturu. Kofeny kvazi-polynomu zde tvofi nekonec-
nou mnozinu, kterd se v piipadé€ stabilniho systému nachdzi vlevo od imaginarni osy. V
takovém piipad€ jsou vSechny pély izolované a rozprostiené do tzv. retardacnich fetézci,
které se s rostouci imagindrni ¢asti blizi asymptotickym piimkam [13].

U neutralnich systémd je situace sloZzit¢jsi. Navic se zde vyskytuje tzv. esencidlni spek-
trum. To v komplexni roviné tvori vertikdlni pds, ke kterému se izolované pdly s rostouci

imagindrni ¢asti asymptoticky ptiblizuji [13].

3.2.1 Esencialni spektrum

Pro definici esencidlniho spektra je nejprve zaveden tzv. pfidruZeny exponencidlni polynom
dy(s). Ten odpovida souctu ¢lent u nejvys$si mocniny charakteristického kvazi-polynomu
(3.1). Index n predstavuje pravé nejvyssi mocninu u ¢lend s” a tento polynom lze psat ve

tvaru

N -
du(s) =) dpe "% (3.4)
k=0

kde dy, jsou odpovidajici ¢leny a 0 = 0y < 0 < --- < Oy_; < O jsou odpovidajici zpoz-
déni v charakteristickém kvazi-polynomu. Esencidlni spektrum X¢s je pak definovano jako

mnozina nul pfidruZeného exponencidlniho polynomu dj,(s)
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Tess = {5 € C:dy(s) =0} [13, 18]. (3.5)

Tato Cast spektra ma zdsadni vyznam pro stabilitu neutrdlnich systémii. Pokud existuje
jen a pouze jeden prvek esencidlniho spektra leZici v pravé poloroviné komplexni roviny, je
systém automaticky nestabilni bez ohledu na polohu ostatnich pdli. Dale je znamo, Ze esen-
cidlni spektrum je citlivé na malé zmény parametrd, zejména na zmény Casovych zpozdéni
[13, 18, 19].

Z hlediska maticového popisu jsou poly systému shodné s vlastnimi ¢isly matice sH(s) +
A(s). Esencidlni spektrum odpovida vlastnim ¢islim matice H(s) a lze jej ziskat feSenim

rovnice

det(I—H(s)) =0 [13]. (3.6)

3.3 Vlastnosti spektra

Spektrum kvazi-polynomu je oproti klasickym (polynomidlnim) systémiim jedine¢né svou
specidlni strukturou. Ta plyne ze samotné struktury kvazi-polynomu, ve které se vyskytuji

exponencidlni ¢leny e *% reprezentujici Casova zpozdéni [13].
3.3.1 Vlastnosti esencialniho spektra

Esencidlni spektrum X, které se vyskytuje pouze u neutrdlnich systémi, ma oproti klasic-

kému spektru nékolik charakteristik, které maji zdsadni vyznam pro stabilitu systému [13].

1. Esencidlni spektrum vytvéii fetézce rovnobézné s imagindrni osou. S rostouci vzdale-
nosti jeho prvki od pocétku roste jejich imaginarni Cast, zatimco redlna Cast zlstava v

kone¢ném intervalu. [13, 20].

2. Hodnota g5 se nazyva abscisa esencidlniho spektra a je definovana jako horni mez

realnych ¢asti prvkl esencidlniho spektra. Plati pro ni

Oess ‘= sup {Re(s) : 5 € Xegs }- (3.7)
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Tato hodnota je velmi citlivd na zmény zpoZdéni v systému. I velmi malé zmény zpoz-
déni mohou zpisobit skokovou zménu jeji hodnoty. Proto se zdiraziuje, Ze jde o
funkci zavislou na zpozdéni, tj. Oess = Okess(@), kde @ piedstavuje vektor sloZeny ze

vSech zpozdéni systému [13, 18, 19].

Naopak, zmény parametrt, které nezahrnuji zpozdéni, ovliviiuji hodnotu Qg5 spojite.
Termin spojitost zde znamen4, Ze pfi infinitesimalni zméné t€chto parametrti nedochazi

k ndhlym skoktim této hodnoty. Vici zpoZdéni je g5 nespojita. [13, 18, 19].

. Pro posouzeni chovani systému pfi malych zménach zpozdéni slouzi bezpecna horni

mez Cess- Nejprve je provedeno rozsifeni abscisy esencidlniho spektra Ogs(@), které

se znadi Qess(@). Je definovana funkce
og(a) =sup{aes(+da):V||oal < e,e >0} (3.8)
a Oegs je pak déna

Oess (@) = Slil’(r)l+ o () . (3.9)

Diky (3.8) a (3.9) plati nerovnost Oess (@) > 0t (€). Horni mez Cegs funkce Qess(€) je

dana jako Cegs = ¢ € R, které odpovidd maximadlni feSeni rovnice

N —
) e e % =1 [13, 18, 19]. (3.10)
=i 1do

k=1

3.3.2 Vlastnosti spektra

Spektrum X pro systémy se zpozdénim vykazuje nékolik dilezitych vlastnosti [13, 20].

1. Pokud je A(s) kvazi-polynom, nikoliv klasicky polynom, pak je spektrum nekonecnd

mnoZzina [13, 20].
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2. U retardovanych systémil jsou vSechny pély spektra izolované. Pro jakékoliv redlné a
kone¢né B < 0 ma komplexni polorovina Re(s) > B kone¢né mnoho péld, zatimco ve

zbylé poloroviné Re(s) < f jich lezi nekone¢né mnoho [13, 20].

3. U neutrdlnich systémil se mohou ¢asti spektra sdruzovat do vertikalnich past. Pro tyto
sdruzené pdly plati, Ze se s rostouci velikosti pfiblizuji p6lim esencidlniho spektra,
tj. spektrum X asymptoticky konverguje k esencidlnimu spektru Xegs. V podmnoZiné
Cp,<Rre(s)<p, C C pro kone¢nd fy, B, € R miiZe leZet nekonen€ mnoho péli. V dii-

sledku je mozné nalézt nekone¢né mnoho poli také v poloroviné Re(s) > 0 [13, 20].

4. Pro podmnozinu pdla spektra, ve které jsou velikosti p6olt rostouct, tj. |sx_1| < |sk/,
si € Leup C X, plati limy_,o, Im(sy) = o0 pro limy_,e0 Sy = Cess. V komplexni poloroviné

Re(s) > Cess > Oegs je konecny pocet izolovanych pdla [13, 20].

5. Samostatné izolované pdly se chovaji hladce a spojité vici zménam zpozdéni a para-

metril bez zpozdéni [13, 20].

6. Spektrdlni abscisa a definovand o := sup{Re(s) : s € X} je nehladkd, nekonvexni a

nenf lipschitzovskd, zejména pro neutrdlni systémy [13, 20].

3.4 Stabilita systému

Stabilita dynamického systému predstavuje kliCovou vlastnost, kterd rozhoduje o jeho prak-
tické pouzitelnosti. Stabilita je spojena s polohou péli v komplexni rovin€. Pro dcey této

price jsou zmineny dva druhy stability, exponencidlni a silna [13].

3.4.1 Exponencialni stabilita

Exponencidlni stabilita linedrniho systému se zpoZdénim je tzce spjata s polohou poli v
komplexni rovin€. Znamend, Ze pokud dojde k vychyleni systému z jeho klidového, rov-
novazného stavu, systém se do tohoto stavu opét vriti, a sice exponencidlni rychlosti diky
exponencidlnim ¢lentim. Exponencidlni stabilita je definovana pomoci spektralni abscisy o
[13, 21].

Retardované systémy jsou exponencidlné stabilni, pokud spektralni abscisa lezi v levé

oteviené ¢4sti komplexni roviny, tj. o < 0 [13, 20].
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Yev s

U neutrdlnich systémi je podminka silnéjsi. Ty jsou exponencidlné stabilni, pokud exis-

tuje € > 0 takové, ze plati o < —e [13, 20].

3.4.2 Silna stabilita

Neutralni systémy jsou velmi citlivé i na malé zmény zpozdéni. Z tohoto diivodu u nich byl
zaveden pojem silné stability. Ten fikd, Ze chovani systému z hlediska vlastnosti a stability
se pii malych zménach zpozdéni nezméni. Je to tedy schopnost esencidlniho spektra zlstat
v levé Casti komplexni roviny. [13, 19].

Systém je silné stabilni, prave tehdy, kdyZ plati
Oless < 0. (3.11)
JelikoZ je &.gs shora omezena bezpe¢nou horni mezi Cegs, Systém je silné stabilni, pokud plati
Cess < 0. (3.12)

Navic lze jesté silnou stabilitu definovat pomoci koeficientti pfidruzeného exponencidlniho

polynomu d,,(s). Systém je silné stabilni, pokud plati

N
) <1 [13,18, 19]. (3.13)

k=1

e
d

3.4.3 Ukazka vlastnosti a stability systému

Jako priklad je uvedeno zaddni se stavovym popisem. Z néj je ihned ziskana charakteristicka
funkce jako charakteristicky kvazi-polynom a k nému odpovidajici pfidruzeny exponenci-
alni polynom. Jsou zvolena zpozdéni a systém je vySetfen. Pro ukazku je dosazeno zmény

chovéni systému pomoci malé zmény zpozdéni [19].

Zadani a charakteristika funkce

Uvazuje se neutrdlni systém s jednou stavovou proménnou x(¢) dany
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3 1 1 3
x(r) — Z)'c(t — %)+ Ex(t —h) = Zx(t) + Zx(t ). (3.14)

Pfevodem popisu na odpovidajici tvar (2.6)
() — (St = 91) — Skt — ) ) = x(t) + Sx(t — ) (3.15)
4 ) T4 4 : ‘

je mozné s vyuzitim prevodnich vztahi (2.7) jednoduse urcit charakteristickou funkci (2.13),

ktera je ve formé kvazi-polynomu a je rovna

3 1 3 1
A(S) =S (1 + 18_5191 - Ee_s%> - Ze_Sﬁl — Z . (316)

Odpovidajici pridruZeny exponencidlni polynom (3.4) je déan

3 1
du(s) =1+ Ze—“% — 5e—“92 . (3.17)

Pro systém jsou zvolena zpozdéni ¥ = (¢,%) = (1,2) [19].
Vlastnosti a stabilita

Diky rovnici (3.17) je mozné pomoci podminky (3.13) ihned urcit, Ze systém neni silné

stabilni, protoZe plati

i
1

N=2
)}
k=1

3 1 5
= |— — | = — 1 ~1
HE 3.18)

Diéle je mozné z vlastnosti esencidlniho spektra (3.10) urcit bezpe¢nou horni mez s jako

feseni rovnice

X =1 = ey ~0.1616. (3.19)

o
D | =

Z této hodnoty je také mozZné urcit, Ze systém nenf silné stabilni, jelikoZ neplati Cegs < 0 [19].



34 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

Vykresleni polil systému je zobrazeno na obrazku 3.1. Nuly charakteristického polynomu
(spektrum) jsou vykresleny modfe, nuly pfidruzeného exponenicdlniho polynomu (esenci-
alni spektrum) Cervené, hodnota absicisy esencidlniho spektra ¢erné a hranice bezpecné horni
meze zelenég.

Z grafu je patrné, Ze systém neni exponencidlné stabilni, protoZe existuje pél v pravé
¢asti komplexni roviny a pro spektralni abscisu neplati o@ < —& pro € > 0. Opacna situace
ovSem nastava pro abscisu esencidlniho spektra, o, ~ —0.3466 a kofeny pfidruzeného ex-
ponencidlniho polynomu jsou exponencidlné stabilni. Tento fakt ilustruje, jak poly spektra
asymptoticky konverguji k prvkim esencidlniho spektra. Dalsi viditelnou vlastnosti je, Ze

napravo od hranice bezpecné horni meze je kone¢ny pocet izolovanych péla [13, 19].

7071
—_—a = -0.3466
855
6o | = 01616
O 2 (nuly Als))
" Ewg[nuh_.r dn[s}}
501
40
w
E
30
20 O
]
© 8]
1071
L8]
]
0 — : =
-1 -0.8 086 -04 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Re(s)
Obrazek 3.1 Ukdzka chovéni systému se zpozdénim ¥ = (1,2)

(zdroj: vlastni podle [19])
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Pomoci zmény zpozdéni na hodnotu ¥ = (0.99,2) je zobrazena nespojitost abscisy esenci-

alniho spektra vii¢i zméné zpoZdéni, kterd ovliviiuje chovani celého systému.

200
180 |
160 |
140 |
120 |

E 100 |
B0 [
60 |
40 |

201

— — —c = 01616
OB {nuly A(s))
¢ !ESE‘ (nuly dn[s}}

1 1 1 ~

Obrazek 3.2 Ukdzka chovani systému se zpozdénim 9 = (0.99,2)

-0.6

-0.4

-0.2

)
Re(s)

0.2 0.4 0.6 0.8

(zdroj: viastni podle [19])

PfidruZeny exponencidlni polynom je s volbou zpozdéni ¥ = (1,2) exponencidlné sta-

bilni. Na obrazku 3.2 je zobrazeno chovani stejného systému se zménou zpozdéni na ¥ =

(0.99,2). Tato mald zména prvniho zpoZzdéni naprosto zménila hodnotu abscisy esencidl-

niho spektra, kterd se nyni vyskytuje u bezpecné hranice horni meze. Plati pro ni Qess > 0

a pridruZeny exponencidlni polynom uZ neni exponencidlné stabilni. Tento prfiklad ilustruje

vyznam silné stability, tedy schopnosti esencidlniho spektra ziistat v levé ¢asti komplexni

roviny [13, 19].
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4 NUMERICKE METODY PRO HLEDANI KORENU
KVAZI-POLYNOMU

Charakteristicky kvazi-polynom vznika jako vysledek Laplaceovy transformace systému se
zpozdénim a jeho kofeny (pdly) urcuji spektralni vlastnosti a stabilitu systému. Na rozdil
od béZnych polynomi, které maji kone¢ny pocet kofend, je kvazi-polynom transcendentni

funkci s nekone¢né mnoha koteny [13, 14].

Cilem numerickych metod je urcit polohy téchto korent, alespoi v ur¢ité omezené oblasti
komplexni roviny. Typicky se jednd o kofeny v pravé ¢asti komplexni roviny, protoZe se zde
nachazeji potencidlné nestabilni pély. Vypocet vSech kofenl neni obecné¢ mozny, a proto

existuje vice pristupti, jak dlohu fesit [14, 17].

4.1 Iteracni metody

Iterani metody patii k zdkladnim pfistupim v hleddni kotfent analytickych funkci, kam
patii i kvazi-polynomy. Princip spocivd v opakovaném zpresnovani odhadu feseni. Jejich
vyhodou je nizka vypocetni narocnost. Nevyhodou je uspésnost konvergence, protozZe zde

hraje klicovou roli odhad poc¢atecni oblasti, ve které se reSeni hleda [22, 23].

Newtonova metoda
Newtonova metoda patfi mezi hojné vyuzivané iteracni metody. V kazd¢ iteraci je aktudlni

feSeni upfesnéno pomoci hodnoty funkce a jeji derivace. Iterace ma tvar

q(si)

) 4.1
q'(sx) D

Sk+1 = Sk —

kde sy je kofen po k-té iteraci, g(s) a ¢’ (s) jsou hodnoty funkce a jeji derivace v tomto bodé
[22].

Newtonova metoda se Casto vyuZivd v kombinaci s jinymi metodami diky své rychlé
konvergenci. V algoritmu QPmR slouZi ke zpfesnéni polohy kofenu po jeho odhadu. Diky
predpisu kvazi-polynomu (3.1) 1ze jednoduse urcit predpis pro derivaci a vycislit hodnoty

kvazi-polynomu a jeho derivace v jakémkoliv bodu [17, 18].
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4.2 Argumentacni princip

DalSim z dileZitych nastrojt pfi hledani komplexnich kofent je tzv. argumentacni princip.
Ten slouZi ke zjiSténi poctu nul uvniti uzaviené oblasti komplexni roviny. V kontextu kvazi-
polynomi se vétsSinou pouZzivd jako doplikova metoda k ovéfeni, zda byl nalezen spravny

pocet nul [17, 18].

Pocet nul Nr funkce ¢(s) uvnitf uzaviené jednoduché kiivky I je dén

r= ﬁf}i((s))ds 17, 18]. (4.2)

Jak jiz bylo zminéno u Newtonovy metody, diky pfedpisu kvazi-polynomu (3.1) Ize jedno-
duse urcit predpis pro derivaci a vycislit hodnoty kvazi-polynomu a jeho derivace v jakémko-
liv bodu. U numerickych metod se vétsinou vysetfuje obdélnikova oblast v komplexni roviné.
To vyrazné€ zjednodusSuje vypocet kiivkového integrélu, protoze dochazi pouze k vertikalnim
nebo horizontdlnim posuntim na komplexni miiZce. Tento princip je vyuZit ve druhé verzi
algoritmu QPmR. Zde dochézi ke zmenSovani kroki ds pfi prochdzeni miizky, coz spole¢né
se zadanou presnosti ovliviiuje pocet nalezenych nul. Déle také dochdzi k d€leni oblasti na
podoblasti [17, 18].

s Im(s)

Nr==6

™

* Re(s)

Obrazek 4.1 Ukazka principu argumentu na ¢tvercové miizce

(zdroj: viastni)
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4.3 Dalsi numerické metody

Pro vypocet spektra kvazi-polynomi existuje Sirokd skdla numerickych pfistupti. Mezi dva
hlavni pfistupy patii metody zaloZené na diskretizaci operdtoru a metody vyuZivajici charak-

teristickou matici [18, 23, 24].

Diskretizace operatoru
Tyto metody nahrazuji piivodni matematicky popis systému (ktery ma nekonecné mnoho
stavil) numerickym modelem, ktery ma konecny pocet stavil (kone¢né dimenzionalni diskre-

tizaci). Typické metody v této oblasti jsou

* LMS (anglicky Linear multistep methods) — vyuzivajici diskrétni aproximaci derivaci

v Casovych krocich (napf. Eulerova metoda),

* Runge—Kutta metody — podobné LMS, ale robustné&;si,

* pseudospektralni metody — velmi piesné metody, které pouZzivaji interpolaci a ortogo-

ndlni baze (napt. Chebyshevovy polynomy) [18, 23, 24, 25].

Metody charakteristické matice
Metody této skupiny formuluji spektralni tilohu jako problém nalezeni vlastnich ¢isel charak-
teristické matice, kterd je odvozena z ptvodni diferencidlni rovnice se zpozdénim. Vysledny

problém m4 podobu determinantové rovnice

A(s) = det(sI—A(s)) =0 [23, 24]. 4.3)

4.4 Softwarové nastroje pro vypocet spektra

Kromé obecnych numerickych metod existuji i konkrétni softwarové ndstroje, které jsou ur-
¢eny pro vypocet spektra linearnich systému se zpozdénim. Tyto nastroje vyuZivaji kombi-
nace piistupd zminénych v predchozi ¢asti — metody diskretizace operatoru a formulace pro-
blému jako determinantové rovnice. Oba zminéné nastroje, TRACE-DDE a DDE-BIFTOOL,

jsou dostupné pro prostiredi MATLAB [18, 26, 27, 28].
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44.1 TRACE-DDE

Nastroj TRACE-DDE (anglicky Tool for Robust Analysis and Characteristic Equations of
Delay Differential Equations) je urCen pro vypocet spektra linedrnich zpozdénych systému
pomoci tzv. pseudospektralnich metod. Tyto metody diskretizuji diferencidlni operator v Case
pomoci ortogondlnich funkci, napt. Chebyshevovych polynomt. Tim je nekonecné dimen-
ziondlni systém preveden na konecné dimenziondlni a spektrum je ziskano jako vlastni Cisla
vzniklé matice [26].

TRACE-DDE je vhodny pro pfesny vypocet dominantnich péld, tj. téch s nejvetsi redlnou
Casti, které jsou rozhodujici pro stabilitu systému. Vzhledem k vysoké presnosti pouzité
metody je vypocetn€ narocny a kvili tomu je méné vhodny pro vypocet velkého mnoZstvi

poli na rozsdhlé oblasti [26].

44.2 DDE-BIFTOOL

DDE-BIFTOOL je rozsifeny MATLAB toolbox uréeny pro numerickou bifurkacni analyzu
systémil se zpoZdénim. Nastroj umoziuje vypocet spektra systému, uréeni parametrt ovliv-
fujici stabilitu a dalsi pokrocilé analyzy [27, 28].

Spektrum je zde pocitdno na zdklad€ aproximace feSeni systému pomoci LMS metody,
ktera slouZzi k diskretizaci systému a ndslednému vypoctu vlastnich ¢isel. Na rozdil od TRACE-
DDE je tento ndstroj zaméfen nejen na vypocet spektra, ale i na sledovani vyvoje spektra v

zavislosti na parametrech [27, 28].
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5 METODA QPMR PRO VYPOCET KORENU KVAZI-POLYNOMU

Vypocet kofenti kvazi-polynomu predstavuje klicovou tlohu pfi analyze a fizeni systémil se
zpozdénim. Charakteristicky kvazi-polynom ma obvykle nekonecné mnoho kofent rozmis-
ténych v komplexni roviné, coz komplikuje jejich pfesnou identifikaci. Poloha jeho kofend,
neboli pdly systému, urcuji stabilitu a dynamické chovani téchto systému. Analytické fe-
Seni v naprosté vétSiné pripadii neni mozné, a proto je nutné pro nalezeni kofenu vyuzZivat
numerické metody [1, 17, 18].

Numerickd metoda QPmR (anglicky Quasi-Polynomial mapping based Rootfinder) je al-
goritmus vyvinuty k ur€eni vSech kofentd kvazi-polynomu nachézejicich se v predem defino-
vané oblasti komplexni roviny. Zakladni mySlenkou je rozdéleni hodnot kvazi-polynomu na

redlnou a imagindrni ¢4st a ndsledné hledani jejich prisecikii na nulové hladiné [1, 17, 18].

51 QPmR
Zadanim dlohy je vypocet kofenii kvazi-polynomu, ktery je dan ve tvaru

N my

a(s) =Y Y pryse %, (5.1)
k=01=0

kde pi; a o > 0 jsou redlnd Cisla a s je komplexni proménnd ve tvaru s = 8 + i@, pficemz
B,o € R aije imaginarni jednotka. Hledani kofent probiha na oblasti D C C, pro kterou
plati Brmin < Re(D) < Bax @ Omin < Im(D) < Omax [1, 17, 18].

Kvazi-polynom, stejné jako kazdou funkci komplexni proménné, I1ze rozdélit na jeji redl-
nou a imaginarni ¢ast. Pro jednoduchost jsou zavedeny redlné funkce R a I, které odpovidaji

s vz

redlné a imagindrni ¢4sti hodnot kvazi-polynomu v bodech komplexni roviny
R(B,®) = Re(q(B +iw)),
1(B,®) = Im(g(B +i0)). (5.2)

Kofeny kvazi-polynomu ¢(s) jsou obdrZeny feSenim rovnice g(s) = 0. Aby byla tato rovnice

splnéna, tj. aby byl kvazi-polynom ¢(s) roven nule, musi byt nulové obé jeho ¢ésti, plati
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g(s)=0 < R(B,0)=I(B,w)=0. (5.3)

Kofeny jsou pak dany pravé jako pruseéiky funkei R(B,®) a I(B, ), které spliiuji danou

rovnost (5.3) [1, 17, 18].

Pro ndzornou ukdzku bude doprovodnym piikladem kvazi-polynom ¢(s) = s+e~*. Na ob-

rdzku 5.1 jsou zobrazeny funkce odpovidajici kvazi-polynomu ¢(s), a sice R(f, ®) (modfe,

miizkované), I(B, w) (Cervené, miizkované), R(B,®) = 0 (modrd kiivka), I(,®) = 0 (Cer-

vend kiivka) a ¢erné jsou zobrazeny koteny jako pruseciky téchto dvou kiivek [1, 17, 18].

2000

1000

hodnota

-1000

-2000

4= Re(s)

I
i
i

"

‘tl‘i‘ 4

[ IR(3w)
C g
R(#w}=0
— G0 [

@ koreny 10

w = Im(s)

Obrazek 5.1 Ukdzka funkei R(B, ), I(B, ) a jejich nulovych konturnich kiivek

5.1.1 Béh algoritmu

(zdroj: viastni podle [17])

v

1. Oblast D je popsdna diskrétni miizkou I" jako matice komplexnich Cisel, kterd ma 7,y

radku, my,,, sloupct a je formalné zapsana
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Po + iy Bo + i®p,

_Bnmax + l(l)() U ﬁ”max + ia)mmax_

ﬁn = ﬁmin+nAgrida n=0,1,...,nmax,

Wy = wmin+mAgrid7 m=0,1,...,mmax, (5.4)

kde Agyiq je velikost kroku ve miizce.

. 'V kazdém bodu miizky I' je vypoétena funkéni hodnota kvazi-polynomu ¢(s) v tomto

bodé€. Jeji redlnd a imagindrni ¢4st je rozdélena zv1ast do matic Ra I,

R= [R(Bn,wm)}, 1= [I(ﬁn,wm)] (5.5)

Na obrazku 5.1 tvofi hodnoty téchto matic pravé plochy R(B,w) aI(B,w) [1, 17, 18].

. Vhodnym algoritmem pro vypocet konturnich kfivek jsou pomoci matic R a I vypoc-

teny nové body, které tvofi konturni kfivky nulové hladiny. Tyto kfivky jsou urCeny
po sobé jdoucimi body v komplexni roviné. Tvoii posloupnosti (popt. vektory) bodl a
déle budou znaceny R° a I. Tyto posloupnosti bodi odpovidaji numerickému Feseni
funkei R(B,w) =0 a I(B,®) = 0. V matlabu lze provést vypocet konturnich kiivek

pomoci funkce contour [1, 17, 18].

V daném piikladu je na obrazku 5.1 vidét, ze R obsahuji body dvou konturnich kiivek

a stejné je tomu i pro I° [1, 17, 18].

. Dal8im cilem je nalézt priseciky konturnich kiivek. Myslenkou je, Ze pfi pohybu po

plose hodnot I(B, ) v bodech R® dochazi k priichodu nulové hladiny pravé v prise-
¢iku konturnich k¥ivek. V bodech RY jsou tedy vypoéteny hodnoty kvazi-polynomu
q(s) a z téch se ulozi pouze imagindrni ¢ast, kterd bude znacena Ir. Pro prisecik tedy

plati, Ze hodnota Ig ma v dal§im bodé posloupnosti jiné znaménko, a tedy
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IR(ri)IR(ri—H) S 0, (56)

kde r; a riy1 jsou dva po sobé¢ jdouci body posloupnosti Ir. Tato skutecnost je ilustro-
véna na obrazku 5.2. Cervenou kiivkou jsou zobrazeny hodnoty Iz v bodech konturni
kiivky RY. V bodech, kde kiivky Ir a R? leZf t&sné na sobé, je vyrazngjsi barva kfivky
s vyS$$i hodnotou. Ke zméné€ barev dochazi pravé v priseciku, kde se znaménka pro-

hodi. Tento nalezeny prisecik slouZi jako pocdtecni odhad kofene kvazi-polynomu

q(s) [1,17, 18].

2000
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hodnota
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s |

® lofeny

Obrazek 5.2 Ukazka nalezeni odhadu kofene v algoritmu QPmR

(zdroj: vlastni podle [17])

5. Po nalezeni vSech priseciku je vyuzita Newtonova metoda (4.1) pro nalezeni presnéj-
Sich hodnot kofend. Jak bylo v této kapitole zminéno, Newtonova metoda konverguje
rychle k presnému feSeni. Za to velmi zavisi na zvolené oblasti, ve které se feSeni
hleda. Pokud je tedy zadén pfili§ velky krok mfizky Agig, poCdtecni odhad miiZe byt

dan na Siroké oblasti a nalezené feSeni nemusi byt spravné [1, 17, 18].

Po ukonceni vypoctu je feSeni vykresleno. Na obrdzku 5.3 je ukazka feSeni s vyuzitim me-
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tody QPmR v matlabu [29]. Modrou barvou je konturni kiivka redlné ¢4asti kvazi-polynomu,

s Yz

cervené je konturni kfivka imagindrni ¢4sti a Cerné jsou nalezené koreny [1, 17, 18].
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Re(s )

Obrazek 5.3 Ukézka reSeni algoritmu QPmR

(zdroj: 29)

52 QPmRv2

Pro posouzeni chovani modelu je Casto potieba vySetfeni kofend kvazi-polynomu na vétsi
oblasti, nez jakd byla pouZzita v pfedchozim piikladu. Pokud se pouZije oblast vétSich roz-
mért, pak je nedostatkem plvodni verze metody QPmR konstantni velikost kroku miizky
Agiig na celé oblasti. Ta zplsobuje zbyte¢né vypocetni ndklady v oblastech, kde je hustota
kofenti mensi [18, 29].

Verze 2 algoritmu piedstavuje rozsifenou verzi algoritmu QPmR, ale jeji jadro zistava
stejné. Znamou vlastnosti kofend charakteristického kvazi-polynomu je, Ze se sdruzuji do
asymptotickych fetézci. To umoZiuje volit mensi krok mifzZky Agriq v oblastech, kde se
korentl vyskytuje méné, nebo zde dokonce nejsou Zadné [18, 29, 30].

V nésledujicim textu se vétou — V algoritmu QPmR v2 je hodnota x nastavena ... — mini

odkaz na nastaveni hodnoty x v origindlni implementaci této metody v matlabu [29].
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5.2.1 Inovace puvodni verze

Mezi hlavni prednosti verze 2 patii adaptace kroku mtizky, posuzovani tispésnosti celého al-
goritmu pomoci splnéni jednotlivych podminek a findlni vySetfeni kofenti na konecné podob-

lasti [18, 29].

Adaptace kroku miizky
Prvni novinkou je adaptivni velikost kroku mfizZky. Ta je ov§em vyuZita pouze v ptipade, po-
kud uzivatel jeji hodnotu pfi volani metody nenastavuje. Pokud je Zadouci vySetfovat oblast

Vv

s danou velikosti kroku miizky, Zddna adaptace miizky provadéna nebude.[18, 29].

Tento parametr tedy neni potieba zaddvat a pro kazdy béh algoritmu se upravuje. Z veli-
kosti kroku miizky je tak€ odvozena presnost. Po spusténi metody se Agiq spoleCn€ s pres-

nosti e nastavi [18, 29].

V kazdém béhu je metoda vystavena fadé kontrol, které posuzuji spravnost vypoctu. Tyto
podminky urcuji, jestli dojde k upraveni hodnoty Agiq. Pokud nebyl aktudlni béh tspésny,
dojde k jejimu zmenSeni a metoda se znovu zavold. Tento krok, tedy zmenSeni Agiq na
celé zadané oblasti, miiZe byt proveden maximdlné dvakrat. V algoritmu QPmR v2 je Agig

zmen$ovana na tfetinu nebo ¢tvrtinu své piivodni hodnoty [18, 29].

Po druhém neudspé€$ném zmenseni dochazi k rozdé€leni celé (aktudlni) oblasti na Ctyfi
stejn¢ velké podoblasti. Zde znovu dochdzi ke zmenSeni velikosti Agrig a novému volani

metody. Tento krok miZe byt proveden také nejvice dvakrat [18, 29].

Pouziti metody QPmR v2 a nicrt rozdéleni oblasti podle béhu algoritmu je zndzornén na
obrazku 5.4. Celd oblast byla po dvou zmenSenich Agig déle rozdélena na 4 podoblasti a 3 z

téchto podoblasti byly jesté jednou rozdéleny a vySetfeny [18, 29].

Ikdyz se vypocet pfed zmenSenim Agig vold znovu na stejnou oblast, tak je kviili nedo-
state¢né malému kroku mfizky vypocet proveden relativné rychle a vypocetni Cas se pro-
dluzuje pravé az v hlubSim vySetrovani. Na priloZeném obrazku 5.4 je dale vidét, Ze prava
horni podoblast uz nepotiebovala dal$i zmenseni. V pravé spodni (Cervené) podoblasti jsou
obé pravé (zZluté) podoblasti bez kofene a podobné je tomu v levé horni (zluté) podoblasti.
Cely pas levych (Zlutych) podoblasti ma mnohem mensi hustotu kofen, nez je tomu v pasu
—3 <Re(s) < —1. Adaptivni velikost miizky a déleni oblasti na podoblasti tedy nachdzi své
uplatnéni [18, 29].
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Quasi-polynomial spectrum
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Obrazek 5.4 Ukézka rozdéleni oblasti u metody QPmR v2

(zdroj: 18, 29)

Podminky aspésnosti algoritmu

V kazdém béhu metody s danou velikosti kroku miizky dochdzi k posouzeni, zda bylo aktu-

dlni nastaveni Agiq dostateCné pro obdrZeni dostate¢né piesnych kofent [18, 29].

Prvni kritérium predstavuje pocet béhi v iteraéni Newtonové metodé (4.1). Ta slouzi k
dosazeni pozadované presnosti u predem odhadnutych kofend. Pokud se odhadnuty kofen
nachazi blizko skutecného kotenu, je s pouzitim Newtonovy metody zarucena rychld kon-
vergence. Nastavenim dostateCné velké hranice pro opakovéni je moZzné posoudit, zda byl
nalezen kotfen, nebo byl odhad kofene proveden s pfili§ velkou velikosti kroku miizky a je
tak nespravny. Ve verzi 2 algoritmu QPmR se nastavuje pocet opakovani na hodnotu 100

[18, 29].

Druhou podminkou je princip argumentu (4.2). Algoritmus QPmR slouZi k nalezeni vSech
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kofenil na zvolené oblasti. ProtoZe se vySetfuje nékolik oblasti riznych velikosti, je vhodné
zkontrolovat, zda pocet nalezenych kofent odpovida poctu korent, jaky se na dané oblasti
vyskytuje. Pro zarueni numerické pfesnosti se porovnavaji po¢ty korenti dvou oblasti. Po-
moci pfesnosti e je jedna oblast o maly kus zvétSend a druhd naopak zmensSend. Nalezeny

pocet korenti pak musi byt mezi témito obdrZenymi hodnotami [18, 29].

Posledni podminkou je vzdédlenost mezi odhadem kofene a jeho presnéjs$i formou obdr-
Zenou po iteraci Newtonovy metody. MiiZe se stét, Ze byla Newtonova metoda tspés$nd i po
volbé vétsi velikosti kroku miizky. Jednou z moznosti mize byt také mnohondsobnost na-
lezenych kofend. V takovém piipadu je potfeba zkontrolovat, jak daleko se presnéjsi verze
kofenu nachézi od jeho odhadu. Na ¢tvercové mfiZce by nemély byt tyto hodnoty rozdilné

vice nez Agridﬁ (velikost thlopiicky ve Ctverci o strandch Agyig). Jedna se ale o numerickou

metodu a dostate¢nou podminkou je rozdil 2Ag4 [18, 29].

Pokud dojde k nesplnéni jedné z téchto podminek, dspéSnost aktudlniho nastaveni je na-
stavena na hodnotu nedspéchu a dojde bud’ ke zmenSeni Agyig nebo vrati aktudlni volani tuto

hodnotu nedspéchu [18, 29].

Finalni kontrola kofenu

V ptipadé¢, Ze nalezené kofeny splnily vSechny podminky presnosti (5.2.1), provede se jejich
findlni kontrola. Pfed ukoncenim algoritmu, tj. po poslednim zmenSovéni velikosti kroku
Agrid, se provede kontrola, zda jsou nalezené hodnoty kofenti sprdvné. V zdvislosti na naleze-
nych kofenech je nastavena oblast pro dalsi a uz posledni zavolani metody QPmR. Spolecné

s oblasti je nastaven tak€ mensi krok Agyig. Oblast a krok mfizky pro volani QPmR se nastavi

podle nésledujich podminek. [18, 29] .

* Pokud nebyl v této oblasti nalezen zadny koten, provede se vysetieni na stejné oblasti
se zmenSenym Agiq. Ve verzi 2 algoritmu QPmR je nastaveno trojndsobné zmenseni

[18, 29].

* Pokud byl nalezen pouze jeden kofen, nebo bylo nalezeno mnoho kofent na velmi
malé oblasti (vysoka hustota kofenti), oblast je omezena na oblast vyskytu (s vyuzitim

piesnosti e) a hodnota Agyiq je zmenSena stokrat [18, 29].

* Pokud je nalezen vice jak jeden kofen na normdlni (ne pfili§ malé) oblasti, tak je nové
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vySetfend oblast nastavena podle poloh kofent tak, aby v této oblasti vSechny kofeny
leZely, ale aby se zdroven jednalo o co nejmensi moZnou obdelnikovou oblast. Hodnota

Agrid Je zmenSena dvakrat [18, 29].

Po nastaveni oblasti a velikosti kroku miiZky se jeSté jednou zavold metoda QPmR. Nej-
prve se porovna pocet nalezenych korenti. Pokud byl nalezen dalsi kofen nebo naopak néjaky
ubyl, nastavi se netspéch. Poté se porovnaji aktudlni kofeny s nové nalezenymi, pokud je v
néjakych dvou odpovidajicich si kofenech velky rozdil, nastavi se netspéch. Jelikoz byla
voland metoda nastavena s menSi hodnotou Agig, obdrzené kofeny nahradi kofeny soucasné

[18, 29].

5.2.2 Pseudokéd QPmR v2

S vyuzitim popisu funkcionalit verze 2 algoritmu QPmR je moZzné jeho chod zachytit ve
form& nasledujiciho pseudokédu. Pseudokéd odpovidd nastaveni s adaptaci mifzky. Ute-
lem je ukdzat na jednotlivd voldni metody QPmR, neni zde zobrazeno napi. sjednocovani
vysledku. Déle, volani QPmR do podoblasti je zapsano jednim piikazem s pfidanym komen-
tdfem (fadek 14). Prvotni voldni bude ve tvaru QPMR(-1,0,0). Ivlypias @ IVl pogopiass 0Znacuji

hloubku rekurzivniho voldni na celé oblasti, resp. podoblasti.

Algoritmus QPmR v2

1: procedure Y:QPMR(Agrid7 Wloprast lleodoblast)

2: Nastav Agid, €

3 Ziskej konturni kfivky a ur¢i odhad korenti

4 Zpresni hodnoty kofenti a proved’ jejich kotrolu (reduku jp <— trueV false)

5: Zde nastav Y > nastavena navratova hodnota
6 finalni kontrola < redukuja = false N\ (Agig = —1V Wlypjaq 7 0)

7 if finalni kontrola then

8

9

Y < QPMR(Agiq /4,0, 0) > drovné 0,0 zdmérné (podm. findlni kontroly)
: end if
10: if redukuja N\ vl,p. < 2 then
11: Y <~ QPMR(Agria/4, Ivlarea + 1, 0) > voldno na stejnou oblast
12: end if
13: if redukuja N\ lopag = 2 N Wlpodopiast < 2 then > béZ do podoblasti
14: Y < QPMR(Agig /4,2, Wlsyparea + 1) > volano 4krat na 4 podoblasti
15: end if

16: end procedure
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49
5.3 aQPmR

oA

aQPmR (anglicky advanced QPmR), je podobné jako QPmR v2, rozsifenou verzi algoritmu

QPmR vyvinutou s cilem zvyseni efektivity vypoctu kofent kvazi-polynomu. Jeji charakte-

ristikou je kompletni eliminace oblasti, ve kterych se nevyskytuji Zzadné koteny [30].

Algoritmus vyuziva vlastnosti struktury rozprostieni prvkl spektra. Ty se vyskytuji v

asymptotickych exponencidlnich fetézcich a oblasti bez vyskytu kofend jsou uréeny na za-

kladé analyzy asymptotickych vlastnosti spektra kvazi-polynomu [30].

Metoda aQPmR je popsédna strucné, jelikoz neni predmétem této prace. K doprovodu

popisu béhu algoritmu slouzi obrazek 5.5. Podrobnéjsi popis tohoto algoritmu s uvedenim
potiebnych rovnic je uveden v [30].
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Obrazek 5.5 Rozdéleni oblasti v algoritmu aQPmR

(zdroj: vlastni podle [30])
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5.3.1 Béh programu

1. Nejprve jsou urCeny exponenciely S, které vytvireji asymptotické pasy s koteny o

Sitce dg [30].

2. Definuji se oblasti F;, na kterych se s nejvyssi pravdépodobnosti nenachédzi Zddné ko-

feny [30].

3. Pro zbylou oblast je zavoldn pivodni algoritmus QPmR (??), tj. jsou namapovany
konturni kiivky a je obdrZzen odhad kofent. Ten je poté zpresnén Newtonovou iterani

metodou [30].



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 51

6 ALGORITMY PRO URCENI KONTURNICH KRIVEK

Algoritmus pro urceni konturnich kiivek je stézejni Casti algoritmu QPmR. V matlabu je
mozné pro jejich vypocet vyuZzit funkci contour. Stejné tak i pro jazyk C++ existuji knihovny,
napt. Gnuplot, které tuto funkci nabizeji. IkdyZ je pouZiti jiZ existujici funkce pohodlné a
spolehlivé, miiZze byt také vyhodnd vlastni implementace, napf. pro testovani paralelizace
riznych ¢asti kodu ve snaze optimalizovat vypocetni Cas [17, 31].

Konturni kiivky lze implementovat s vyuZzitim téchto algoritmd. Algoritmem s pocho-
dujicimi ¢tverci po diskrétni miiZce (anglicky Marching squares) jsou urCeny jednotlivé
useCky, které tvori konturni kiivky. Algoritmus pro disjunktni sjednoceni (anglicky Disjoint
set union) sjednoti dsecky, které tvofi prave jednu konturni kfivku. Pomoci techniky pro préci
s grafy a jejich prochdzenim (anglicky Graph traversal) je kazda konturni kfivka sestavena

jako posloupnost po sobé jdoucich navazujicich boda [32, 33, 34].
6.1 Marching squares

Marching squares je algoritmus vyuZivany pro nalezeni konturnich usecek na jednotlivych

Ctvercich diskrétni mfizky. Postup hledédni je zndzornén na obrdzku 6.1 [32].

Vrcholiim kazdého Ctverce je ptifazena néjakd hodnota. V kontextu této prace je to funkéni
hodnota kvazi-polynomu v bodu miizky. Kazdému vrcholu je pfifazen jeden ze dvou moz-
nych stavi. Bud’ je hodnota vétsi, nez je poZadovana hledand hladina, nebo je naopak mensi
nebo rovna. Pomoci téchto stavil spadd kazdy Ctverec praveé do jedné ze 16 moznych kate-
gorii zobrazenych na obrdzku 6.2. Na obrdzku 6.1 je hleddna hladina 4. V kazdém vrcholu
je kazdy stav zndzornén znaménkem + (resp. -) podle toho, zda se nachdzi nad (resp. pod)

touto hladinou [32, 35].

Pro urceni koncového bodu konturni usecky, ktery lezi na strané Ctverce mezi dvéma

vrcholy, je vyuZzita linedrni interpolace

(L—yo)

) 6.1
o1 =70) (D

x=x0+ (x; —x0)

kde xp a x; jsou soufadnice vrcholl, yg a y; jsou hodnoty v té€chto vrcholech, y = L je hledana

hladina a x je soufadnice mezi témito vrcholy [32, 36].
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1(-) 1(-) 3(-) 4(0) 3(-)
Obrazek 6.1 Hledani konturnich kiivek pomoci algoritmu Marching squares
na hladiné 4

(zdroj: 32)

Na obrazku 6.2 jsou jednotlivé stavy ve vrcholech Ctverct zobrazeny pomoci vyplnénych a
prazdnych bodu. Ty v kazdém Ctverci urcuji pravé jednu kategorii reprezentujici, jak konturn{

kfivka protind hledanou hladinu [35].

Look-up table contour lines

O—OC\OC/OCO

Case 0 Case 1 Case 2 Case 3

o ® O ® O ® O \
N V 4

o———0 [ /0 O @ @ @
Case 4 Case 5 Case 6 Case 7

7—0 ¢ o @ \') [ 4 \’)

o—o0 @ ‘o) c\ ® o ®
Case 8 Case 9 Case 10 Case 11

*—9 —2P & ® ¢  J

o——0 O/J b\.

[ @
Case12 Case1l3 Casel4 Case 15

Obrazek 6.2 Tabulka kategorii ¢tverci v algoritmu Marching squares

(zdroj: 35)

Vypocty na jednotlivych ctvercich probihaji nezavisle na sobé. To umoziuje paralelni béh

algoritmu na jednotlivych Ctvercich.
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6.2 Disjoint set union

Algoritmus Disjoint set union (zkracené DSU) vytvéii disjunktni mnoZiny, ve kterych jsou
vSechny prvky vazany néjakym vztahem. Jeho prednosti je rychlost, jakou dokédze prvky do

mnoZzin sjednocovat [33].

Algoritmus Marching squares dokaze urcit vSechny dsecky, ze kterych jsou slozeny jed-
notlivé konturni kfivky. Nyni je potfeba sjednotit body do oddélenych mnoZin, které tyto
kiivky reprezentuji. Pouziti DSU je v tomto pripadé idealni, protoZe zadné dvé rozdilné
kiivky neobsahuji spole¢ny bod.

Z obrazku 6.1 ziejmé, Ze jsou ve vztahu nejen body spojené useckou uvnitf Ctverce, ale

Ze jsou spojeny také body sousednich Ctverct, protozZe se jedna o totozny bod.

Algoritmus DSU reprezentuje kazdou mnoZzinu bodd pomoci stromové struktury. Kazdy
prvek ma pfifazenou hodnotu svého zastupce. V algoritmu existuji dvé zdkladni operace

[33].

* Funkce pro nalezeni reprezentanta, v angli¢tiné oznacovana find. V poc¢étku algoritmu

je kazdy prvek sdm svym reprezentantem [33].

* Funkce pro sjednoceni dvou mnoZin, v angli¢tiné oznacovand union. Pokud je ddn
vztah mezi prvky x a y, operaci union se sjednoti mnoziny, ve kterych se tyto prvky

nachazi [33].

Pro provedeni operace union pro dva rizné prvky je nejprve potieba najit reprezentanty
téchto prvkd. Z tohoto divodu existuji optimalizacni techniky pro tuto operaci. Jednou z
nich je sjednoceni podle velikosti. Pfi sjednocovédni podle velikosti se vZdy men$i mnoZina
stane podmnoZinou vétsi mnoZiny. Reprezentant vétSi mnoziny se stane reprezentantem re-
prezentanta mensi mnoZiny. Velikost mnoZiny, kterou reprezentuje prvek vétSi mnozZiny, se

zvetsi o velikost mensi mnoZiny [33].

Priklad

Pro ukdzku rychlosti algoritmu DSU je vytvotfen nasledujici priklad.

* Prvek x lezi v mnozin€, kterd ma 1200 prvki a prvek y lezi v mnoziné, kterd ma 2500

prvki.
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* Reprezentant prvku x je prvek A a reprezentant prvku y je prvek B.

* MnozZina, ve které je reprezentantem prvek A se stane podmnoZinou mnoZiny, kterou

reprezentuje prvek B.

Z hlediska reprezentace dojde k t€mto zméndm. Prvku A je pfedepsin reprezentant B.
Reprezentantu B je pripo¢tena velikost mensi mnoziny, nyni reprezenzuje mnozinu s

3700 prvky.

V tomto piikladu bylo ukdzano, Ze se zménila reprezentace 1200 prvka v jednom

kroku.

Optimalizovand operace union dosahuje témér konstantni casové narocnosti. Casovd né-
rocnost této operace se oznacuje pojmem amortizovand casova naro¢nost O(a(n)), kde o(n)

je inverzni Ackermannova funkce zndma svym velmi pomalym rastem [33].

6.3 Graph traversal

Grafem se rozumi uzly (body), které jsou vzdjemné propojeny hranami (spojnicemi). Pro-
chéazeni grafu pak oznacuje skupinu algoritmu, které tyto uzly po jednotlivych hranach pro-
chédzeji. V souvislosti s konturnimi kiivkami lze jednotlivé body chdpat jako uzly. Jejich
spojenim jsou hrany, které tvoii konturni kiivku. Z povahy konturnich kfivek je situace mno-
hem jednodussi, neZ je tomu u obecného grafu. Kazdy uzel zde mize byt spojen maximalné
dvéma hranami. Diky tomu neni potfeba uvazovat algoritmy pro prochdzeni grafu, jako jsou
napt. DFS, BFS, ale staci pouze vyuZit techniku, jakd se k pohybu mezi jednotlivymi uzly
vyuZziva [34].

Prochazeni grafu je provadéno pomoci mnoziny sousedd sestavené pro kazdy uzel (ang-
licky adjacency list, zkracené adj). Déle existuje mnoZina vytvorend pro sledovani, zda uz
byl uzel navstiven (anglicky visited). Posledni mnoZinou je mnoZina s poc¢tem sousedi jed-
notlivych bodu, také nazyvand stupen (anglicky degree). Ta slouZi pro konkrétni vyuziti v
pfipadé konturnich kiivek. Cilem je, aby kfivka obsahovala po sobé nasledujici body. Pokud
existuje uzel se stupném 1, pak v ném kfivka zacina a prochdzeni zacne pravé v tomto uzlu.
Pokud uzel se stupném 1 neexistuje, tak se jednd o cyklus a na pocateCnim bodu nezélezi

[34].
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Na obrézku 6.3 je ukdzka grafu s popisem mnoZin sousedii, navitiveni a stupné. Zlutou
barvou je ukdzka pripadu, ktery v pripadé konturnich kfivek nenastane. Pozice uzli v mno-
Zinach visited a degree odpovidaji abecednimu setfazeni.

Na ptikladu je vidét, Ze prochazeni zaclo v uzlu A, protoZe je zde hodnota stupné 1. V
mnoZzing visited se nastavila hodnota na 1, protoZe byl uzel navstiven. V mnoZiné adj(A)
se vyskytuje uzel B, ktery jesté nebyl navstiven. Dalsim bodem je tedy bod B a prubéh se

opakuje. Ptiklad odpovida stavu po navstiveni bodu C.

adj[A] = {B} visited ={1,1,1,0,0}

adj[B] = {A, C} degree ={1,2,2,2,1}
adj[C] = {B, D, F, G}

G

Obrézek 6.3 Ukdazka prochazeni grafu (Graph traversal)

(zdroj: viastni)

Jednotlivé mnoZiny bodl konturnich kiivek jsou navzdjem disjunktni. Sestavovani téchto
kiivek probihd nezdvisle na sobg, coZz umoziuje paralelni béh algoritmu na jednotlivych

mnozinach.
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7 VYUZITI JAZYKA C++ V NUMERICKYCH VYPOCTECH

Volba vhodného programovaciho jazyka hraje u vypocetné ndrocnych tdloh klicovou roli. U
numerickych metod, jako je napiiklad metoda hledani kofent kvazi-polynomu QPmR, je

dilezité zvolit jazyk, ktery je efektivni a rychly [37].

7.1 Charakteristika jazyka C++

Jazyk C++ je rozsitenim programovaciho jazyka C, ktery je dlouhodobé vyuzivan v oblas-
tech vyuzivajicich vysokou vykonnost. Mezi takové oblasti patii vestavéné systémy, simu-
lace nebo védecké vypocty. C++ je viceparadigmaticky a umoZzinuje tak kombinovat procedu-
rélni, objektové orientované a generické programovani. Od svého vzniku se C++ neustile
vyviji a pravidelné vychdzeji nové standardy. Mezi nejvyznameénsi patii C++11, C++14,

C++17, C++420 a nejnovejsi C++23. Pro implementaci C++ aplikace v této praci je pouZit

standard C++20 [37, 38, 39].

Velkym pfinosem C++ je schopnost snadno integrovat paralelni vypocty, napf. pomoci
knihovny OpenMP. To umoziuje vyuZzit vicejaddrové procesory a dosdhnout tak vyznamného
urychleni praveé u velkého poctu vzajemné nezavislych vypocti. U numerické metody QPmR
se tato paralelizace pfimo nabizi, protoZe se zde pocitaji hodnoty na diskrétni mfiZce, kterd
muZe byt pro dosazeni vétsi presnosti velmi jemna [40, 41].

Dalsi vyhodou C++ je Siroka Skéla dostupnych knihoven a néstrojii. Ty mohou usnadrniovat
nejen vypocty, ale také vizualizaci vysledki a jejich analyzu. Po dokonceni vypoctu QPmR
metody je dulezité grafické vykresleni nalezenych kofent. K tomu miize byt pouZita napf.

knihovna Gnuplot [31, 39].

Jednim z vyznamnych faktort je také moznost optimalizace vysledného kédu. C++ jako
kompilovany jazyk umoziuje béhem procesu kompilace zvolit rizné drovné optimalizace.
To dovoluje vytvoreni kompromisu mezi vyslednou rychlosti a velikosti programu. Napfi-
klad optimalizace O2 vede ke zvySeni vypocetniho vykonu aplikace za cenu mirné vétsi

velikosti vysledného kédu [37, 42].

Vzhledem k uvedenym faktorim predstavuje jazyk C++ vhodnou a efektivni volbu pro

implementaci numerickych metod a algoritmi, které jsou vypocetné naro¢né.
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7.2 Knihovny a nastroje vyuzité v praci

Pro vyvoj numerickych metod a algoritmd je ddleZité mit k dispozici nejen vykonny pro-
gramovaci jazyk, ale také vhodné knihovny a néstroje. Pouziti kvalitnich ndstroji stiZuje
naroCnost implementace a zvysuje tak efektivitu vyvoje. V této kapitole jsou predstaveny

knihovny a ndstroje, které byly vyuzity pro implementaci metody QPmR v jazyce C++.

7.2.1 Standardni knihovna C++ (STL)

Standardni knihovna C++ (anglicky Standard Template Library, zkracené¢ STL) predstavuje
zédkladni soucdst jazyka C++ a poskytuje Siroké spektrum datovych struktur, algoritmi a
nastroju [38, 39].

NiZe jsou uvedeny konkrétni ¢4sti standardni knihovny STL, které byly vyuZity pfi im-

plementaci aplikace s algoritmem QPmR v této praci.

* std: :vector — Dynamické pole umoziujici snadné a efektivni ukladdni a manipulaci
s daty. V préci byl pouZit napiiklad pro uklddani hodnot kvazi-polynomu na diksrétni
miiZce, ukladani bodu tvoricich konturni kiivky a v hlavni fadé také k ukladani nale-

zenych korent kvazi-polynomu [39].

* std::complex — Datovy typ pro prici s komplexnimi Cisly, ktery vyrazné zjednodu-
Suje numerické vypocty v komplexni roviné. Tento typ je vhodny pro implementaci
algoritmu QPmR z diivodu pohybu po komplexni mfiZce a praci s komplexnimi ko-
feny. STL knihovna umoZiiuje pro std: : complex vyuZiti mnoha operaci, jako jsou
std: :abs (absolutni hodnota komplexného ¢isla), std: :exp (komplexni ¢islo v ex-

ponentu e*) nebo také std: : pow (mocnéni komplexniho ¢isla).

* std: :pair — Struktura umoznujici uloZeni dvojice hodnot. MiiZe se vyuZivat pro vra-
ceni dvou hodnot z funkce (napf. hodnoty kvazi-polynomu a jeho derivace v jednom

bodé) [39].

* std::string — Datovy typ ureny k préci s textovymi fetézci. V implementaci je
pouzit napiiklad pro spravu nazvili soubort, sestavovani konzolovych zprav aplikace

nebo pro préci s vystupy [39].
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Algoritmy z knihovny <algorithm> — Standardni algoritmy, napiiklad std: :sort,
slouzici k sefazeni nalezenych kofenl podle jejich redlné ¢i imagindrni ¢ésti, coz

usnadnuje analyzu vysledki [39].

Numerické konstanty a funkce ze standardni knihovny <numbers> — Konstanty jako
std: :numbers: :pi, které jsou vyuZity pfi numerickych vypoctech (napf. princip ar-

gumentu, tj. pocet kofenu v oblasti) [39].

Meéfeni asu pomoci standardni knihovny <chrono> — UmoZiuje méfeni doby trvani
vypoctl, coZ je uZiteCné pro porovnani efektivity jednotlivych implementaci Ci op-
timalizacnich variant algoritmu. Déle je mozné porovnavani rtiznych ¢asti kédu pro

nalezeni kritickych ¢asti kédu a ndslednou optimalizaci [39].

Formétovani vystupu pomoci std: : format — Funkce umoziujici prehledné sestaveni
textovych vystupt, jako jsou zpravy do konzolového okna, popis vysledkil vypoctu a

popis béhu vypoctu [39].

std::ifstream a std: :ofstream z knihovny <fstream> — Trtidy pro Cteni a zdpis
dat do soubord. Tyto néstroje jsou pouzity pro nacitani vstupnich parametrt algoritmu,
nastaveni aplikace a ukladani vypoctenych vysledki do textovych soubort. To usnad-

fuje praci se vstupnimi a vystupnimi daty algoritmu QPmR a jejich spravu [39].

7.2.2 OpenMP

Tato knihovna predstavuje rozhrani pro paralelni programovani se sdilenou paméti. OpenMP

umoznuje snadnou a efektivni paralelizaci vypoctd na vicejadrovych procesorech pomoci

jednoduchych direktiv a pragmat, které automaticky rozdéli vypocty mezi dostupnd proce-

sorova jadra [40, 41].

Ukdzka piikazu pro paralelni reZii je zobrazena na obrdzku 7.1. Zpracovani vzajemné

nezavislych mnozin z mnoziny groups je rozdéleno podle poctu dostupnych jader.

ma omp parallel for
- a:

>

i < groups.size(); i++)

Obrézek 7.1 Ukézka pfikazu knihovny OpenMP

(zdroj: viastni)



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 59

Vv

V algoritmu QPmR se vypocty €asto provadi na rozsdhlych diskrétnich miizkach bodi,
coz predstavuje idedlni pfilezitost k paralelizaci. Diky vyuZiti OpenMP muze byt dosaZeno

vyznamného zrychleni vypoctd a efektivnéjsiho vyuziti dostupného vypocetniho vykonu.
7.2.3 Gnuplot

Knihovna Gnuplot je vhodna pro vykresleni dosazenych vysledkid a k tomu je také v C++
implementaci vyuzita. V prvni verzi algoritmu QPmR byla tato knihovna pouzita také k vy-
poctu konturnich kfivek. Velkou vyhodou této knihovny je jednoduchost pouziti. Knihovna

umoziuje také uloZeni dosaZenych grafickych vysledku [31].
7.3 Vyvojové prostredi Visual Studio

Pro dspéSnou implementaci, ladéni a optimalizaci algoritmu QPmR v jazyce C++ bylo vy-
brano vyvojové prostiedi Visual Studio. Patfi mezi jedny z nejrozsitenéjsich a nejoblibené;-
Sich integrovanych vyvojovych prostiedi (IDE) pro jazyk C++. Diky své komplexni sadé
ndstroji umoziuje efektivni ndvrh, implementaci, ladéni, analyzu vykonu a naslednou opti-
malizaci. Zaroven je ale vhodné také diky své jednoduchosti a intuitivni orientaci v prostiedi.

Struktura projektu (Solution Explorer) ve Visual Studiu je zobrazena na obrazku 7.2 [43].

a7 Solution 'OPmR' (1 of 1 project)
4 ~[] QPmR
=0 References
b &l External Dependencies
4 [ data
4 [ inputs

r.hpp

Gnuplot.hpp
[8) Handler.hpp
£ Qpmr.hpp

Application.cpp

imer.cpp

utils.cpp

Obrazek 7.2 Ukazka Solution Exploreru ve Visual Studiu

(zdroj: viastni)
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Ve Visual Studiu lze také velmi snadno nastavit diive zminéné rizné tirovné optimalizace
kédu. V ramci této prace byla zvolena troven /O2, kterd maximalizuje rychlost za cenu mir-
ného zvySeni velikosti generovaného kddu. Nastaveni optimalizace je zobrazeno na obrdzku

7.3 [42].

r

QPmR Property Pages ? X
Configuration:  All Configurations ~ Platform:  Active(xfd) ~ Configuration Manager...
4 Configuration Properties Optimization Maximum Optimization (Faveor Speed) (/02)
General Inline Function Expansion Default
Advanced Enable Intrinsic Functions «different options>
Debugging Favor Size Or Speed Favor fast code (/O1)
VC++ Directories Omit Frame Pointers
Al Enable Fiber-Safe Optimizations Mo
Generl - Whole Program Optimization Yes (/GL)
Preprocessor

Code Generation
Language
Precompiled Heade
Cutput Files

Obrazek 7.3 Nastaveni optimalizace ve Visual Studiu

(zdroj: vlastni)

Podobné snadné je zahrnuti knihovny OpenMP. V prostfedi staci aktivovat podporu pod-

poru OpenMP v nastaveni. Nastaveni OpenMP je zobrazeno na obrazku 7.4 [44].

r
QPmR Property Pages ? X
Configuration: Al Configurations ~ Platform:  Active(x64) w Configuration Manager...
Debugging l Disable Language Extensions MNa
WC++ Directories Treat WChar_t As Built in Type Yes ([Zawchar_t)
4 C/C++ Force Conformance in For Loop Scope  Yes (/ZcforScope)
General

Remove unreferenced code and data  Yes (/Zcinling)

Optimization Enforce type conversion rules

P rper : Enable Run-Time Type Information
_Efatlon Open MP Suppart Yes (fopenmp)
Precompiled Heade C++ Language Standard 150 C++20 Standard (/std:c++20)
Output Files C Language Standard Default (Legacy MSVC)
Browse Information Conformance mode Yes (/permissive-)
Eadprnal ivchudes Enable Experimental C++ Standard Librz
Advanced Build 150 C++23 5tandard Library Modu No

All Ootions

Obrazek 7.4 Nastaveni podpory OpenMP ve Visual Studiu

(zdroj: vilastni)
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II PRAKTICKA CAST
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8§ IMPLEMENTACE V MATLABU

Tato kapitola se vénuje podrobnéjsimu popisu kédi QPmR a QPmR v2, které byly vyvinuty
v matlabu autory téchto metod a je mozné je nalézt v [29].

Oba tyto algoritmy jsou popsany pomoci ukazek kédu, které jsou doplnény podrobnym

komentafem s cilem snadného pochopeni jejich funkcnosti.

8.1 QPmR

Algoritmus QPmR, nebo také QPmR v1, tvoii prvotni implementaci algoritmu QPmR. Tato
varianta byla nasledné rozsifena na verze QPmR v2 a aQPmR, které vhodnéji pracuji s vy-
Setfovanou oblasti. Vypocet kofenil na dané oblasti, ktery tvoii vypocetni jadro vSech uvede-

nych algoritma, zGstava stejny. V teoretické ¢asti prace je algoritmus popsan (5.1), spole¢né

s popisem jeho béhu (5.1.1).

Popis metody
Obrazek 8.1 predstavuje hlavicku metody QPMR s ptikladem zadéni. Vstupni kvazi-polynom
M se zaddva pomoci symbolické proménné s. Nasleduje vySetfovanad oblast Reg , krok

miizZKy d a pozadovand presnost kofeni e.

15 %QPMR(QP,D,d,e)
2 % Quasi-Polynomial Mapping based Rootfinder
3 % Finds all roots of the characteristic quasi-polynomial QP
4 % of a Time Delay System (TDS) located in the defined region
5 % of the complex plane D. The algorithm maps the zero-level
6 % curves of both real and imaginary parts of the
7 % quasi-polynomial using the Matlab function contour.
3 % The roots are located as the intersection points of the
5 % curves. Accuracy of the roots is increased using Newton's
10 % iteration method.
11 %
12 % QP - quasi-polynomial in symblic variable s
13 % D=[Real min Real max Imag min Imag max] - region D in the
14 % complex plane
15 % d - grid-step of the mesh spread over D for mapping the
16 % zero-level curves, (d<@.1*pi/tau max, tau_max is the
17 % maximum delay in the TDS dynamics)
18 % eps - required acuracy of the roots
19 %
20 % Example
21 % syms s
22 % QP=5"343_.1%s+(1.8%5"3+2 _3)*exp(-0.31%s)+1.9*s"2%exp(-1.43*s)+8.7*exp(-2.5*%s)
23 % P=gpmr(QP,[-15 18 © 188],0.1*pi/2.5,0.0000281)
24 %
25 L % see also AQPMR
26
27

28F  function P=QPmR_v1(M,Reg,d,e)
a0

Obrazek 8.1 Popis algoritmu QPmR v matlabu, ¢ast 1

(zdroj: 29)

Na obrazku 8.2 jsou prvni fadky metody QPmR. Je definovana symbolickd proménna s,
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pomoci které je kvazi-polynom M zadédn. Hranice oblasti pro vypocet je rozsifena o 3 kroky
miizky d. Pokud je kvazi-polynom M zaddn pomoci matice a ne pouze jako jedna funkce,
je M pteveden na odpovidajici polynom s proménnou s. Do proménné P se nastavi inicidlni

vystupni hodnota.

39 Syms s

31 #Initialization
32 b_min=Reg(1)-3*d;
33 b_max=Reg(2)+3*d;
34 w_min=Reg(3)-3*d;
35 w_max=Reg(4)+3*d;
36

37 m=size{M);

38 if m{1)»1

39 M=poly(M,s);
48 end

41

42 P="Mo roots in the selected region’;
A3

Obrézek 8.2 Popis algoritmu QPmR v matlabu, ¢ast 2

(zdroj: 29)

Na obrazku 8.3 dochézi k ur¢eni miizky (diskretizaci oblasti). Nejprve jsou urCeny pocty
prvkd imagindrni nW a redlné nB osy. Poté jsou osy W a B sestaveny pomoci jejich hranic
a poctu prvki. Pomoci vektort jedni¢ek oB a oW jsou vytvoreny matice realnych a imagi-
narnich casti hodnot mfizky WW a BB, ze kterych je poté sestavena oblast D jako mfizka

odpovidajici tvaru I' v popisu béhu algoritmu 5.1.1. Jsou uréeny hodnoty kvazi-polynomu v

téchto bodech MM, které jsou rozdéleny na redlné R a imagindrni / C4sti.

44 ni=round( (w_max-w_min)/d+1);

a5 nB=round{ (b_max-b_min)/d+1);

46 W=linspace( (w_min}, (w_max),nl};
a7 B=linspace{(b_min), (b_max),nB);
48

49 oB=ones(1,nl);

58 oW=ones(1,nB);

51

52 Wi=0W"*W;

53 BB=0oB"'*B;

54

55 D=BB+Wi’ *§;

56

57 MM=subs(M,s,D};

58 MM=double(MM);

59 R=real (MM);

68 I=imag(MM);

3

Obrazek 8.3 Popis algoritmu QPmR v matlabu, ¢ast 3

(zdroj: 29)
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Na obrazku 8.4 jsou vypocteny a obdrZeny body konturnich kfivek Ci imaginarnich a Cr

redlnych casti. Ty jsou vykresleny v grafu.

63 figure(2);

B4 hold off;

65 title( 'System Poles');

66 [Ci,Hi]=contour(B,W,I,[& @], 'r-");
b7 hold on;

68 [Cr,Hr]=contour(B,W,R,[8 B8], 'b-");
69 axis([Reg(l) Reg(2) Reg(3) Reg(4)]);
78 xlabel{ 'Re(%its \rm)', 'FontSize',18)
71 ylabel({ 'Im(\its “rm)", 'FontSize',18)
72 pause(@.1);

23 p=8;

Obrazek 8.4 Popis algoritmu QPmR v matlabu, ¢ast 4

(zdroj: 29)

Obrazek 8.5. Obdrzené hodnoty Cr jsou ve tvaru matice o dvou fadcich, které odpovidaji
soufadnicim v komplexni roviné. Tyto hodnoty jsou zachovany v matici Crr a matice Cr je
pfevedena na vektor komplexnich Cisel. Tento vektor obsahuje konturni kfivky, kde kazda
kiivka je ddna po sobé jdoucimi komplexnimi body na této kiivce. V téchto bodech jsou
urceny hodnoty kvazi-polynomu M a je uloZena jejich imaginarni ¢ast do vektoru /1c. Tento

postup je také zobrazen na obrazku 5.2 v popisu béhu algoritmu.

74 %uprava Cr

75

76 pCr=size(Cr); %kontrola po sobe jdoucich hodnot
77 pCr=pCr{2);

78 Crr=Cr;

79 Cr=Cr({1,:)+Cr(2,:)*];

80 ITc=imag(subs(M,s,Cr));

Obréazek 8.5 Popis algoritmu QPmR v matlabu, ¢ast 5

(zdroj: 29)

Na obrazku 8.6 jsou ureny hodnoty (odhady) kofenii pomoci hodnot //¢c. Tyto hodnoty
v sousednich bodech kofent stfidaji své znaménko. Déle je vySetieno, zda se kofen nachazi
na uzivatelem definované oblasti Reg a zda je kofen a jeho sousedni bod obsahem jedné

konturni kfivky. Pfi splnéni téchto podminek je bod uloZen.

Urcovani kofene pomoci sousednich bodil a naslednd kontrola, zda nejsou tyto kofeny
vzdéleny vice nez 2d, je mozna prave kvuli specifické struktuie uloZen{ konturnich kiivek v
matlabu. Ta vzdy jako prvni bod kfivky nese informaci o poctu bodd, z kolika se konturni

kiivka sklada. V tomto algoritmu dochazi k uréovani hodnot i v téchto "bodech", protoze
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konturni kfivky nejsou nijak rozdéleny. V implementaci QPmR je tento fakt oSetfen pravé

pfedchozimi podminkami.

82
83
84
85
86
87
88
89
28
91
92
93
94
95
96
97
98

np=1;
ch=1;
for no=2:pCr-2
if ({IIc(no-1)*IIc{no+1l))<@)&(ch==1)
if (Reg(l)<=real(Cr(no)))&(Reg(2)>=real(Cr(no)))&(Reg(3)<=imag(Cr(no)))&(Reg(4)>=imag(Cr(no)))
if (abs{Crr{l,no)-Crr(1l,no+l))<2*d)&(abs(Crr(2,no}-Crr(2,no+l))<2%d)
Pp(np)=Cr{noj;
np=np+1;
ch=9;
end
end
else
ch=1;
end
end

P=Pp;

Obrazek 8.6 Popis algoritmu QPmR v matlabu, ¢ast 6

(zdroj: 29)

Na obrazku 8.7 dochdzi ke zpresnéni hodnot nalezenych kofenti pomoci Newtonovy me-

tody. Pokud byl nalezen néjaky kofen (ndvratovd hodnota neobsahuje zpravu, ale kotfeny),

jsou vsechny kofeny vySetreny. Vypocet zpresnéni béZi dokud neni splnéna podminka pres-

nosti Newtonovy metody pro vSechny kofeny. Nasledné pokud mé néjaky kotfen nulovou

imagindrni ¢ast, je uloZen pouze s redlnou Casti. VSechny kofeny jsou poté pridany do grafu

ke konturnim kiivkam.

190 %numeric calculation of poles

191 if ~(ischar(P))

1@2 clear P

183 H=M/diff(M};

104 n=size(Pp);

105 n=n(2);

106 [ for o=1:n

187 a=Pp(o);

188 Newton_run=1;

189 £ while Newton_run

11e@ a_kl=a;

111 s=a;

112 a=a-eval(H);

113 Newton_run={abs(a-a_kl)»e);
114 + end

115 if (~isreal(a))&(abs(imag(a))«<@8.1%*e) %orezani imag polu
116 a=real(a);

117 end

118

119 P(o,1)=a;

120 figure(2};

121 hold on;

122 end

123 plot(real(P),imag(P), ko', 'MarkerFaceColor',[@® @ 8], 'MarkerSize',3);
124 pause(@.81)

125 end

1L

Obrazek 8.7 Popis algoritmu QPmR v matlabu, ¢ast 7

(zdroj: 29)
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Na obrazku 8.8 dochdzi k findln{ upravé. Kofeny jsou sefazeny podle vzristajictho mo-

dulu a poté jsou nastaveny jako ndvratova hodnota.

Setazeni kofenti probihd tak, Ze se vezme nejvetsi hodnota modulu kofenu a ta se uloZi do
Pmax. V kazdé iteraci se vezme aktudlni nejmensi hodnota z matice korentl P a ta se uloZi
do nové matice PM na pozici aktudlné vySetfovaného indexu. Tato hodnota se pak v matici s
pivodnimi kofeny P piepiSe na dvojnasobek nejvyssi hodnoty Pmax. Tim je zajisténo, Ze jiz
vybrané prvky uz nebudou uvazovény, protoze se vzdy vybird prvek s nejmensim modulem

a pocet iteraci odpovida poctu korent.

127 | Pmax=max(abs(P});

128 [ for k=1:n

129 [Pm o]=min(abs(P));
130 PM(k,1)=P(0);

131 F{o)=2*Pmax;

132 end

133 L P=PM;

Obrazek 8.8 Popis algoritmu QPmR v matlabu, ¢ast 8

(zdroj: 29)

Zavolani metody

Na obrdzku 8.11 je ukadzka ptikazu pro zavolani této metody.

> SYyms S
M =35 + exp(-s8):
Reg = [-T 3 0 20]:
= 0.1;
e = 0.0001;
F »> p = OPmR (M, Reg, d, e)

Obrazek 8.9 Volani metody QPmR

(zdroj: 29)
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8.2 QPmR v2

Algoritmus QPmR v2 je rozsitenou verzi QPmR v1. Dochdzi zde k adaptivnimu nastavovani

velikosti kroku mfizky na oblasti, na které je vypocet provadén. Déle je vySetfovand oblast

délena na podoblasti podle vyskytu kofenti. Jeho popisu je vénovana kapitola (5.2).

Kviili jeho slozitosti doslo k vyraznému nartistu poctu fadkt v kédu metody QPmR v2
(ze 130 priblizn€ na 1000). Pfehledné je metoda zndzornéna na pseukddu v teoretické Casti

(5.2.2). Metoda QPmR v2 mtize byt voldna vice zpisoby.

Prvni je mozZnost zadani kvazi-polynomu. Ten mitiZe byt zadan bud’ pomoci vektoru zpoz-

déni a matice polynomii, nebo jako anonymni funkce.

Dalsi je moZnost zadani vstupnich parametrd. Pro moZnost adaptace mfizky musi byt
hodnota pro krok mfizky nastavena na hodnotu -1. Pokud je nastavena néjakd pozadovani
presnost, pak se zddnd adaptace neprovadi a vypocet na miiZce je proveden jednou s poZa-
dovanou presnosti. Hodnota pro pozadovanou piesnost miize, ale nemusi byt zadana.

Posledni moZnosti pro zadani je vykreslovani grafu. UZivatel zad4va, zda chce vysledky

vykreslit, ¢i nikoliv.

Popis metody

Z hlediska zadani kvazi-polynomu je prvni ¢ast metody rozdélena do dvou vétvi. Prvni je
zadani pomoci vektoru a matice a druha je pomoci anonymni funkce. Pfi zadani vektoru a
matice pri prvnim vypoctu metody je na konci metody sestavena anonymni funkce a pfi dal-
$im vypoctu uz se vold metoda se zadanou anonymni funkci. Z tohoto diivodu bude popsdna

vétev se zadanim anonymni funkce.

Na zacétku algoritmu je nastavena velikost kroku mfizky a presnost. Poté algoritmus pro-

v v

biha stejné ve verzi 1. Je rozsifena vySetfovand oblast a jsou vypocteny konturni kfivky.

Poté jsou uréeny odhady korenti. Ddle dochdzi ke zpresnéni odhadu kofent. Spole¢né
s odhadem kofent je nastavena hodnota proménné urcujici, zda byla Newtonova metoda
uspésna.

AZ po provedeni upfesnéni kofend jsou vylouceny kofeny, které se nachazi mimo uZiva-

telem zadanou oblast.

Dile jsou vysetfeny podminky, zda nalezené koreny spliiuji zadanou presnost. Prvni kon-
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423 [ while min{abs{Rback{k)}-Rr))<2*ds&brk
418 [Vi I]=min(abs{Rback({k)-Rr});
411 Rr{I)=Inf;

412 k=k+1;

413 if krlength(R)

414 k=k-1;

415 brik=6;

416 end

417 end

418 if k==length(R)

419 reduce dsl=8;

4@ end

421 end

Obrazek 8.10 Kontrola kofenti v QPmR v2 podle miizky

(zdroj: 29)

trolou je, zda se kofeny nachdzi v ramci miizky. Nésledné je vySetfen princip argumentu.

fa
[
i}

%checking by argument principle

S
Ra
B

Ir=argp(Funfin,Reg,ds/18,e);
Ir2=argp(Funfin,Reg+[ds/10 -ds/1@ ds/18 -ds/18],ds/18,e)
reduce_ds2=1;
if Ir==length({R}|Ir2==length(R)
reduce_ds2=0;

T = R R
| - I S T R
W 0o o~ ;oW

end

Obrazek 8.11 Kontrola kofenti v QPmR v2 podle princpiu argumentu

(zdroj: 29)

Dale probih4 algoritmus podobné, jako bylo naznaceno na pseudokddu 5.2.2.

Vv

* Pokud neni potieba dile zjemnovat miizku nebo uz nelze miizku déle zjemnovat, je

provedena kontrola kofeni.

* Pokud se algoritmus nenachdzi v podoblastech piivodni oblasti a je potfeba zjemnit
soucasnou miizku, dojde ke zjemnéni miizky v pfipadé, Ze uz nebyla mfizka dvakrat

zjemnéna. Algoritmus QPmR je znovu zavolan.

v Vv

* Pokud jiZ byla mfiZka dvakat zjemnéna a je potfeba miizku ddle zjemnit, dojde ke

zjemnéni oblasti. Algoritmus QPmR je znovu zavolan.

Po volani metody QPmR se vraci ndvratové hodnoty. Po kaZdém navratu dochéazi k jejich

sjednoceni. Nakonec jsou nastaveny vysledné hodnoty.
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9 IMPLEMENTACE V C++

Pro implementaci v jazyku C++ byla zvolena moZnost konzolové aplikace. Cilem je imple-
mentovat metodu, kterd bude ¢asové méné naro¢nd nez implementace v matlabu. Z tohoto
divodu je pozornost zaméfena na vypocetni Cas, ne na vizudlni stranku aplikace. Zadavani
vstuptl probihd pomoci textovych souboril. Stejné tak vystupy jsou obdrzeny v textovych

souborech.
9.1 Prace s aplikaci
Komunikace probihd pomoci meu v konzolové aplikace. DileZité moznosti jsou vypsany
nize.
» Zadani parametrti — uzivatel zadava hranice vystfevané bolasti, velikost kroku a poza-

dovanou pfesnost.

» Zadani kvazi-polynomidlnich parametrii — uzivatel zaddvava koeficienty polynomi

jednotlivych zpoZzdéni. Zadani koeficientli probihd sestupné podle mocniny.
* Zadani zpozdéni — uzivatel zadava jednotliva zpozdéni v systému.

* Zména datového typu — uzivatel ma moZnost zménit datovy typ. Dostupné datové typy

jsou float, double a long double. Vychozi datovy typ je double.

Spusténi QPmR a QPmR v2.
* Otevieni souboru s kofeny.
* Otevieni souboru s nastavenim (je popsiano nize).

* Nastaveni vychozich hodnot nastaveni.

Ukoncenti aplikace.

Na obrdzku 9.1 je ukdzédna konzolov4 aplikace s menu.
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Obréazek 9.1 Menu aplikace

(zdroj: viastni)

Aplikace nabizi nastaveni s ndsledujicimi parametry.

* Vykresleni grafu.

» Otevieni souboru s nalezenymi kofeny.

* Otevieni souboru, ve kterém je zobrazen prub&h vypoctu.

» Nastaveni moznosti adaptace mfiZKy a nastaveni presnosti.
 Serazeni nalezenych kofent podle redlné nebo imaginarni ¢asti.
* Moznost provedeni kontroly kofent pii béhu s adaptaci miizky.
* Délitel zmenSeni kroku mfiZky pii vypoctu na dané oblasti.

* Délitel zmensSeni kroku miizky pfi vypoctu v podoblastech.

Soubor s nastavenim je zobrazen na obrazku 9.2.
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settings.txt ® S

Soubor Upravit Zobrazit

# draw plot
1

# open file with roots after calculation

#1open file with application log after calculation

#1adju5t grid delta automatically

#1adju5t precision automatically

#150rt roots by real component

#150rt roots by imag component

#ado additional roots check with grid delta reduction
1

# factor of grid delta reduction when calculating in region

4
# factor of grid delta reduction when calculating in subregion
5

Obrazek 9.2 Nastaveni vypoctu
(zdroj: viastni)
9.2 Struktura aplikace
Aplikace je ¢lenéna nasledujicim zptisobem.
1. Pfti spusténi dojde v metodé main k vytvoreni instance tfidy Aplikace a pomoci metody
run je aplikace spusSténa.

2. Ttida Aplikace je zodpovédnd za komunikaci s uZivatelem pomoci konzole. Nabizi

aplika¢ni menu a spousti jednotlivé akce.

3. Namespace utils slouZ{ ke komunikaci prostiednictvim textovych souborti. Radky v

textovych souborech, které zacinaji znakem # jsou brany jako koment4r.

4. Ttida Handler se stara o kontrolu zadanych textovych souborti a o pfevod zadanych
textovych fetézcii na ¢isla zvoleného datového typu. Chyba v zadani je zobrazena na

obrazku.

5. Ttida Timer se stard o méfeni vypocti v riznych ¢astech kodu.
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6. Trida Gnuplot slouZi k vykreslovani nalezenych kofend.
7. Trida Contour slouZzi k vyportu konturnich kfivek.

8. Trida Qpmr obsahuje metody QPmR a QPmR v2 pro vypocet kofenti kvazi-polynomu.

wEEEAAIALAEEAA AL AR AL AR A bR A b bh b hdhbhhdbhhhbhhhbhhhhhdd

|
QPmR |

|

AEEEAAXEAAEEEAAREAAERAARELAAERA XA RA LA AAR A AR LA AR LA AR A AR R ALK

| options: |

| @ - Open ReadMe file

Show/Hide parameters

Modify parameters

Modify quasi-polynomial coefficients

Modify delays

Change datatype (current: double)

Run QPmR

Run QPmR v2

Open Roots file

Open settings

10 - Set default settings

11 - Exit

e e e e v vk v ke v v e e o o ok vk e sl vk e o ok v vk e e ok e e ok ol sk o e ok ol e e vl e o o e ok ol e ke vk o ok e e ok ok ok e e ok ke e

Option: 7

[y

oo-dJoounkFEwmMm

|
|
II
|
|
|
|
|
|
|

Polynomial coefficient 'k' on pos [8]1[3] is not parsable to given datatype.

Press ENTER to continue.

f polynomial_coefs.txt

Soubor Upravit Zobrazit
# dimensions

#

a a e k a e a a 51.7

a a e a a 8.e3 a.84 -8.1 1= 5
— A a a A a a.5 A a a

Obrazek 9.3 Ukazka chybného zadani

(zdroj: vlastni)

9.3 Volani aplikace

V této podkapitole je ukazano vzorové zadani pro kvazi-polynom dany na obrazku 9.5 Za-
dani zpozdéni a parametrii je zobrazeno na obrazku 9.4. Pfi zadani zpozdéni neni potfeba

zaddvat zpozdéni sefazené, jen i-té zpozdéni musi odpovidat i-tému zadanému polynomu.
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E, delays.txt x i
Soubor Upravit Zobrazit
24.99 T
3335 =2 parameters.txt Lt
139 : -
18.52 Soubor Upravit Zobrazit
13.52
18.33 # region
8.52 -7 3 8 700
4.61
8 # grid delta

8.1

# solution precision
le-4

Obrazek 9.4 Ukazka zadani zpoZzdéni a parametrti

(zdroj: viastni)

Ukézka zadani kvazi-polynomidlnich koeficientd je zobrazena na obrazku 9.5.

r

_—=: parameters.txt polynomial_coefs.txt ® =
Soubor Upravit Zobrazit

H Example 3

# QP = 0.2%s"B +1.7*s"7-12.8%s"5 +0.81%s"2 -1.8%s +

# 29.1%exp(-4.61%s) +

# (s"7-1.1%s"5 +6.7%s)*exp(-8.52%s) +

# (-8.7%s%4 +2.1%5"2419 3*s)*exp(-10.33%s) +

# (9.8%s%6 +8.1%s™ -1.4%547.2)*exp(-13.52%s) +

# (8.15%s"5 +0.2%s" -0.9%543+25, 2% ) *exp(-18.52%s) +

# B.5%s"3%exp(-19.9%s) +

# (0.83*s"3 +8.84%*s"2 -B.1%s+1.5)*exp(-23.35%s) +

# 51.7*exp(-24.99%s)

# dimensions

L

# data

5} 5} 5} e e e e e 51.7
%} %} %} e e @.e3 .04 -8.1 1.5
%} %} %} %} ) 8.5 ) ) @

e e e 8.15 8.2 -8.9 ) 25.2 8

e e 8.8 2] 8.1 ] ] -1.4 7.2
e e e 2] -8.7 (2] 2.1 19.3 a

%} 1 %} -1.1 0 0 0 6.7 8
5} 5} 5} 8 8 8 8 8 29_1
0.2 1.7 5} -12.8 e e @.001 -1.8 @

Obrazek 9.5 Ukazka zadani koeficientl kvazi-polynomu

(zdroj: viastni)
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9.4 Vystupy aplikace

Aplikace kromé vykresleni a vypsan{ kofentl nabizi vypsani pribéhu vypoctu. Tento zdznam
je v nastaveni oznacen jako application log, jeho ukdzka je na obrazku 9.6. Jeho vyhodou je

zadznam o kompletnim rozdé€leni oblasti a sledovani kritickych ¢asti vypoctu.

Recursion level 1, subregion: 4
Zeros count: 441

Flag: 1

Accuracy: 3Je-B6

Grid delta: ©.8875

---- FINAL RESULTS ----

Zeros count: 1196

Flag: 1

Accuracy: 3Je-86
Grid delta: ©.8875

Time values 1 12.238348408000082
Time values (calc): 9.484952299999993
Time contours 1 7.23983289

Time vals on cntr : B8.175139800080000807
Time roots : B.885838199999999998
Time newton 1 B.89575799999999998

Time argp (both) : 4.8846698060008061
Obrazek 9.6 Ukdzka zadani koeficientd kvazi-polynomu

(zdroj: viastni)
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10 PRIKLADY

V této kapitole jsou zobrazeny grafické vystupy implementaci v matlabu a C++. Déle jsou

porovnany vypocetni ¢asy.
10.1 Priklad 1

Prvnim piikladem je jednoduchy kvazi-polynom ¢(s) = s+ e~ *. Jsou sledovany vypocetni

C¢asy QPmR v2 metod v matlabu a C++.

Na obrédzku 10.1 je zobrazeno voldni metody QPmR v2 v matlabu.

== QP=E (=) (s+exp(-5));:

>> Reg=[-10 3 0 300];

»» ticy [R ¥Y]=0PmR (Reg, QP, -1, -1, 1}; toc:
Grid size reduced from 3.% to 0.975

Elapsed time is 0.128418 seconds.
fx -

Obrazek 10.1 Ukazka zadani QPmR v2

(zdroj: viastni)
Tabulka 10.3 zobrazuje vypocetni ¢asy pro dvé rizné oblasti.

Tabulka 10.1 Vypocetni Casy u prikladu 1

matlab C++
[-1030300] | 0.128 s | 0.013 s
[-1030500] | 1.029s | 0.020 s

(zdroj: viastni)

Dile jsou na nasledujicich obrazcich zobrazeny grafické vystupy matlabu a C++.
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(4] Figure 1 = (m] *
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N
Dsde | @0 K[E

Quasi-polynomial spectrum

R(s)

Obrazek 10.2 Ukédzka matlab vystupu QPmR v2

(zdroj: viastni)

Gnuplot window 0 = m} x
| ) He & 6 o
_H ~CHaA e/
500 T T T T T T
Roots .
400 - 4
300 - T
200 - T
100 - T
s.
*e
L] . .
L] P |
o 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 i} 2
3.43303, 47.5692

Obrazek 10.3 Ukazka C++ vystupu QPmR v2

(zdroj: vlastni)

10.2 Priklad 2

Dalsim piikladem je kvazi-polynom dany na obrazku 9.5. Tentokrat je na obrdazku 10.4 vy-

kresleno jen feSeni v C++.
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Tabulka 10.2 Vypocetni Casy u prikladu 2

matlab C++
[-103 0300] | 21.659s | 6.623 s
(zdroj: viastni)
E Gnuplot window 0 e [m} X
-G e @ e S

T
Roots e

200
150
100

H
s
:
.
3
H
H
H
.
s
3
.
s
s
]
$
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.
LY
s
s
$
[}
.
%
s
%
%
%
%
%
%
.
50

L)
o L
-10

459278, 303432

Obrazek 10.4 Ukazka C++ vystupu, piiklad 2

(zdroj: viastni)
10.3 Priklad 3

V prikladu 3 jsou srovnany vSechny metody, na které je tato prace zaméfena. Nastavenim
kroku mfizky a pfesnosti u metody QPmR v2 lze docilit stejného chodu, jako je tomu u
verze 1. V matlabu je QPmR v1 implementovédna s pouZitim symbolickych funkci, zatimco
verze vyuziva anonymni funkce. V C++ je v této préci u verze 1 vyuzita knihovna Gnuplot
k vypoctu konturnich kfivek. Komunikace s knihovnou gnuplot probihd pomoci textového

je zvolen 0.05 a presnost 0.0001.

souboru, u néjZ je zapis a Cteni zdlouhavé. V tomto piikladu jsou porovnany vypocetni Casy
verzi 1 a 2 v matlabu a C++. Zadani kvazi-polynomu je stejné jako v piikladu 1. Krok miizky
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Tabulka 10.3 Vypocetni Casy u prikladu 3

matlab vl | matlab v2 | C++ vl | C++ v2
[-103030] | 14.433s 0.220's 1.095s | 0.007 s

(zdroj: viastni)

[ Gnuplot window 0 = O *
= e '1_ (3\\ (] ﬁ‘)\ /b
30 T T T T 7\ T
25k ———— .
___----"L\,_._,___,__.__/
20F —= 2
o) _
E 1sf e W 1
= e
TR
10 - _ —— ) .
__:.:;._.__,__f/
5E H\) .
0 I I I I 1 I
10 -8 6 = 2 0 2
Re(s)

-9.94242 -3.52812

Obrazek 10.5 Graficky vystup QPmR vl v C++

(zdroj: vlastni)
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ZAVER

V této diplomové praci byla popsdna uloha vypoctu kofent kvazi-polynomd, coZ je ne-
zbytny krok pro posouzeni stability linearnich dynamickych systémti se zpozdénim. Byly de-
tailné popsany stavové a vstupné-vystupni modely téchto systémi, a byl odvozen jejich vza-
jemny prechod. Vyznamna ¢ést prace se soustfedila na vlastnosti charakteristického kvazi-
polynomu a jeho vliv na stabilitu systému.

Byly popsény algoritmy QPmR a QPmR v2 a jejich stdvajici implementace v matlabu.
Byla vytvorena C++ aplikace s implementaci téchto metod s cilem optimalizovat a snizit
vypocetni Cas. Vysledky ukézaly, Ze implementace v C++ prinesla urychleni vypoctd, coz

bylo potvrzeno na vybranych ptikladech.



80

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 81

SEZNAM POUZITE LITERATURY

(1]

(2]

(3]

(4]

[5]

[6]

[7]

[8]

VYHLIDAL, Tomas, 2003. Analysis and Synthesis of Time Delay System Spectrum.

Diserta&ni prace. Ceské vysoké uceni technické v Praze, Fakulta strojni. [cit. 2025-05-

27].

BELLMAN, Richard a COOKE, Kenneth L., 1963. Differential-Difference Equations.

Academic Press, New York.

BoYD, Stephen, 2007. Linear dynamical systems with inputs & outputs. Online. Stan-
ford University. Dostupné z: https://see.stanford.edu/materials/lsoeldsee263/

13-1lin-sys.pdf. [cit. 2025-05-27].

PEKAR, Libor, 2019. INTRODUCTION TO TIME-DELAY SYSTEMS (ERASMUS+
STAFF MOBILITY FOR TEACHING MARIBOR, SLOVENIA). Online. Tomas Bata
University in Zlin. Dostupné z: http://dx.doi.org/10.13140/RG.2.2.22357.37601.
[cit. 2025-05-27].

TENDRAKE, Russ, 2023. Underactuated Robotics: Algorithms for Walking, Running,
Swimming, Flying, and Manipulation (Course Notes for MIT 6.832). Online. Dostupné

Z: https://underactuated.csail.mit.edu/multibody.html. [cit. 2025-5-27].

MATHWORKS, [b.r.]. Multibody Dynamics. Online. Dostupné z: https://www.

mathworks.com/help/sm/multibody-dynamics.html. [cit. 2025-05-27].

MIT, 2006. Introduction to Electronics, Signals, and Measurement (Lecture
Notes). Online. MIT Electrical Engineering and Computer Science. Do-
stupné z: https://ocw.mit.edu/courses/6-071j-introduction-to-electronics-

signals-and-measurement-spring-2006/resources/16_transint_rlc2/. [cit. 2025-

05-27].

MATHWORKS, [b.r.]. Model House Heating System. Online. Dostupné z: https://

www.mathworks.com/help/simulink/ug/model-a-house-heating-system.html. [cit.

2025-05-27].


https://see.stanford.edu/materials/lsoeldsee263/13-lin-sys.pdf
https://see.stanford.edu/materials/lsoeldsee263/13-lin-sys.pdf
http://dx.doi.org/10.13140/RG.2.2.22357.37601
https://underactuated.csail.mit.edu/multibody.html
https://www.mathworks.com/help/sm/multibody-dynamics.html
https://www.mathworks.com/help/sm/multibody-dynamics.html
https://ocw.mit.edu/courses/6-071j-introduction-to-electronics-signals-and-measurement-spring-2006/resources/16_transint_rlc2/
https://ocw.mit.edu/courses/6-071j-introduction-to-electronics-signals-and-measurement-spring-2006/resources/16_transint_rlc2/
https://www.mathworks.com/help/simulink/ug/model-a-house-heating-system.html
https://www.mathworks.com/help/simulink/ug/model-a-house-heating-system.html

82

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

HUSSEIN, Shaza, 2010. Predator-Prey Modeling. Undergraduate Journal of Mathe-
matical Modeling: One + Two. 2010. roc. 3, ¢. 1. ISSN 2326-3652. Dostupné z:

http://dx.doi.org/10.5038/2326-3652.3.1.32. [cit. 2025-05-27].

BROWNE, Christopher A.; AMCHINAND, Daniel B.; SCHNEIDER, Joanna a DATTA,
Sujit S., 2021. Infection Percolation: A Dynamic Network Model of Disease Spreading.
Frontiers in Physics. 2021. ro€. 9. ISSN 2296-424X. Dostupné z: https://doi.org/

10.3389/fphy.2021.645954. [cit. 2025-05-27].

ANGELETOS, George-Marios, 2000. Introduction and The Solow Model
(14.05 Lecture Notes). Online. MIT Department of Economics. Dostupné z:
https://ocw.mit.edu/courses/14-05-intermediate-macroeconomics-spring-

2013/resources/mit14_05s13_lecnot_int_sol/. [cit. 2025-05-27].

BoyD, Stephen, 2007. Linear functions and examples. Online. Stanford Uni-
versity. Dostupné z: https://see.stanford.edu/materials/lsoeldsee263/02-1in-

fcts.pdf. [cit. 2025-05-27].

PEKAR, Libor, 2021. On a quasioptimal spectrum assignment for delayed systems.
In: Control Strategy for Time-Delay Systems. Elsevier, s. 137-187. ISBN 978-0-128-

20599-0. Dostupné z: https://doi.org/10.1016/B978-0-12-820599-0.00009-4.

PEKAR, Libor, 2019. On the numerical determination of stability regions in the delay
space via dominant pole estimation. In: Stability, Control and Application of Time-
Delay Systems. Elsevier, s. 1-22. ISBN 978-0-12-814928-7. Dostupné z: https:

//doi.org/10.1016/B978-0-12-814928-7.00001-9.

MICHIELS, Wim, 2017. Delays Effects in Dynamical Systems and Networks: Analy-
sis and Control Interpretations. In: van de Wouw, N., Lefeber, E., Lopez Arteaga, 1.
(eds) Nonlinear Systems. Lecture Notes in Control and Information Sciences. Sprin-
ger, Cham. ISBN 978-3-319-30356-7. Dostupné z: https://doi.org/10.1007/978-

3-319-30357-4_6.

VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE, FAKULTA ELEKTROTECHNIKY A KOMUNI-
KACNICH TECHNOLOGII, [b.r.]. Laplaceova transformace. Online. Dostupné z:

https://www.umat.fekt.vut.cz/“svobodaz/JMA2/laplace.pdf. [cit. 2025-05-27].


http://dx.doi.org/10.5038/2326-3652.3.1.32
https://doi.org/10.3389/fphy.2021.645954
https://doi.org/10.3389/fphy.2021.645954
https://ocw.mit.edu/courses/14-05-intermediate-macroeconomics-spring-2013/resources/mit14_05s13_lecnot_int_sol/
https://ocw.mit.edu/courses/14-05-intermediate-macroeconomics-spring-2013/resources/mit14_05s13_lecnot_int_sol/
https://see.stanford.edu/materials/lsoeldsee263/02-lin-fcts.pdf
https://see.stanford.edu/materials/lsoeldsee263/02-lin-fcts.pdf
https://doi.org/10.1016/B978-0-12-820599-0.00009-4
https://doi.org/10.1016/B978-0-12-814928-7.00001-9
https://doi.org/10.1016/B978-0-12-814928-7.00001-9
https://doi.org/10.1007/978-3-319-30357-4_6
https://doi.org/10.1007/978-3-319-30357-4_6
https://www.umat.fekt.vut.cz/~svobodaz/JMA2/laplace.pdf

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 83

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

VYHLIDAL, Tomd$ a ZITEK, Pavel, 2003. Quasipolynomial mapping based rootfin-
der for analysis of time delay systems. IFAC Proceedings Volumes. 2003. roC. 36, C.
19, s. 227-232. ISSN 1474-6670. Dostupné z: https://doi.org/10.1016/S1474-

6670(17)33330-X. [cit. 2025-05-27].

VYHLIDAL, Tomas a ZIiTEK, Pavel, 2014. QPmR - Quasi-Polynomial Root-Finder:
Algorithm Update and Examples. In: VYHLIDAL, Tomds; LAFAY, Jean-Frangois a SI-
PAHI, Rifat (ed.). Delay Systems. Advances in Delays and Dynamics. Cham: Sprin-
ger International Publishing, s. 299-312. ISBN 978-3-319-01694-8. Dostupné z:

https://doi.org/10.1007/978-3-319-01695-5_22,

MICHIELS, Wim a VYHLIDAL, Tomas, 2005. An eigenvalue based approach for the
stabilization of linear time-delay systems of neutral type. Automatica. 2005. roc.
41, €. 6, s. 991-998. ISSN 0005-1098. Dostupné z: https://doi.org/10.1016/j.

automatica.2004.11.032. [cit. 2025-05-27].

PEKAR, Libor, 2019. LTI TDS SPECTRUM, ITS ANALYSIS AND SYNTHESIS; STA-
BILITY. Online. Tomas Bata University in Zlin. Dostupné z: http://dx.doi.org/10.

13140/RG.2.2.28229.40162. [cit. 2025-05-27].

HAYAT, Amaury, 2021. Boundary stabilization of 1D hyperbolic systems. Annual
Reviews in Control. 2021. roC. 52, s. 222-242. ISSN 1367-5788. Dostupné z: https:

//doi.org/10.1016/j.arcontrol.2021.10.009. [cit. 2025-05-27].

OPENCOURSEWARE, MIT, 2010. Newton’s Method (MIT Lecture Notes in
18.01SC Single Variable Calculus). Online. MIT OpenCourseWare. Dostupné
z: https://ocw.mit.edu/courses/18-01sc-single-variable-calculus-fall-
2010/40bc34£4471c7c813910d7e006b28919_MIT18_01SCF10_Ses33a.pdf. [cit. 2025-
05-27].

VERHEYDEN, Koen; LUZYANINA, Tatyana a ROOSE, Dirk, 2008. Efficient compu-
tation of characteristic roots of delay differential equations using LMS methods. Jour-
nal of Computational and Applied Mathematics. 2008. roc. 214, s. 209-226. ISSN
0377-0427. Dostupné z: https://doi.org/10.1016/j.cam.2007.02.025. [cit. 2025-
05-27].


https://doi.org/10.1016/S1474-6670(17)33330-X
https://doi.org/10.1016/S1474-6670(17)33330-X
https://doi.org/10.1007/978-3-319-01695-5_22
https://doi.org/10.1016/j.automatica.2004.11.032
https://doi.org/10.1016/j.automatica.2004.11.032
http://dx.doi.org/10.13140/RG.2.2.28229.40162
http://dx.doi.org/10.13140/RG.2.2.28229.40162
https://doi.org/10.1016/j.arcontrol.2021.10.009
https://doi.org/10.1016/j.arcontrol.2021.10.009
https://ocw.mit.edu/courses/18-01sc-single-variable-calculus-fall-2010/40bc34f4471c7c813910d7e006b28919_MIT18_01SCF10_Ses33a.pdf
https://ocw.mit.edu/courses/18-01sc-single-variable-calculus-fall-2010/40bc34f4471c7c813910d7e006b28919_MIT18_01SCF10_Ses33a.pdf
https://doi.org/10.1016/j.cam.2007.02.025

84

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

[24]

[25]

[26]

[27]

(28]

[29]

[30]

BREDA, Dimitri; VERMIGLIO, Rossana a MASET, Stefano, 2005. Pseudospectral Di-
fferencing Methods for Characteristic Roots of Delay Differential Equations. SIAM
Journal on Scientific Computing. 2005. ro€. 27, s. 482-495. ISSN 1095-7197. Do-

stupné z: https://doi.org/10.1137/030601600. [cit. 2025-05-27].

BREDA, Dimitri, 2006. Solution operator approximations for characteristic roots of
delay differential equations. Applied Numerical Mathematics. 2006. ro€. 56, s. 305—
317. ISSN 1873-5460. Dostupné z: https://doi.org/10.1016/j.apnum.2005.04.
010. [cit. 2025-05-27].

BREDA, Dimitri; MASET, Stefano a VERMIGLIO, Rossana, 2009. TRACE-DDE: a Tool
for Robust Analysis and Characteristic Equations for Delay Differential Equations. In:
Loiseau, J.J., Michiels, W., Niculescu, SI., Sipahi, R. (eds) Topics in Time Delay Sys-
tems. Lecture Notes in Control and Information Sciences. Springer, Berlin, Heidelberg,
s. 145-155. ISBN 978-3-642-02897-7. Dostupné z: https://doi.org/10.1007/978-

3-642-02897-7_13.

ENGELBORGHS, Koen; LUZYANINA, Tatyana a ROOSE, Dirk, 2000. Numerical bifur-
cation analysis of delay differential equations. Journal of Computational and Applied
Mathematics. 2000. ro€. 125. ISSN 0377-0427. Dostupné z: https://doi.org/10.

1016/80377-0427(00)00472-6. [cit. 2025-05-27].

ENGELBORGHS, Koen; LUZYANINA, Tatyana a SAMAEY, Giovanni, 2001. DDE-
BIFTOOL v. 2.00: a Matlab package for bifurcation analysis of delay differential
equations. Technical report, KU Lueven, Department of Computer Science. Dostupné

Z: https://wuw.cs.kuleuven.be/publicaties/rapporten/tw/TW330.pdf.

VYHLIDAL, Tomas a ZITEK, Pavel, 2003. QPmR — Quasi-Polynomial Mapping Based
Rootfinder. Online. Ceské vysoké uceni technické v Praze, Fakulta strojni. Dostupné

Z: https://www.cak.fs.cvut.cz/algorithms/qpmr. [cit. 2025-05-27].

VYHLIDAL, Tomas a ZIiTEK, Pavel, 2009. Mapping Based Algorithm for Large-Scale
Computation of Quasi-Polynomial Zeros. IEEE Transactions on Automatic Control.
2009. ro€. 54, ¢. 1, s. 171-177. ISSN 0018-9286. Dostupné z: https://doi.org/10.
1109/TAC.2008.2008345. [cit. 2025-05-27].


https://doi.org/10.1137/030601600
https://doi.org/10.1016/j.apnum.2005.04.010
https://doi.org/10.1016/j.apnum.2005.04.010
https://doi.org/10.1007/978-3-642-02897-7_13
https://doi.org/10.1007/978-3-642-02897-7_13
https://doi.org/10.1016/S0377-0427(00)00472-6
https://doi.org/10.1016/S0377-0427(00)00472-6
https://www.cs.kuleuven.be/publicaties/rapporten/tw/TW330.pdf
https://www.cak.fs.cvut.cz/algorithms/qpmr
https://doi.org/10.1109/TAC.2008.2008345
https://doi.org/10.1109/TAC.2008.2008345

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 85

[31]

(32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

WILLIAMS, Thomas a KELLEY, Colin, [b.r.]. Gnuplot 6.0. Online. Dostupné z: http:

//gnuplot.info/. [cit. 2025-05-30].

XU, Gang, 2015. High-order Extraction Method of Iso-curvature Lines on B-spline
Surfaces. Journal of Information and Computational Science. 2015. ro€. 12, s. 3945—
3952. ISSN 1548-7741. Dostupné z: https://www.researchgate.net/publication/
281198223_High-order_Extraction_Method_of_Iso-curvature_Lines_on_B-

spline_Surfaces. [cit. 2025-05-30].

GEEKSFORGEEKS, Sanchhaya Education Private Limited, [b.r.]. Intro-
duction to Disjoint Set (Union-Find Algorithm). Online. Dostupné z:
https://wuw.geeksforgeeks.org/introduction-to-disjoint-set-data-

structure-or-union-find-algorithm/. [cit. 2025-05-30].

GEEKSFORGEEKS, Sanchhaya Education Private Limited, [b.r.]. Depth First Search
or DFS for a Graph. Online. Dostupné z: https://www.geeksforgeeks.org/depth-

first-search-or-dfs-for-a-graph/. [cit. 2025-05-30].

NGO, Roger, [br]. MARCHING SQUARES. Online. Dostupné z: https://

urbansprinter.github.io/marchingsquares/. [cit. 2025-05-30].

MATHFULL.COM, [b.r.]. Linear Interpolation: Definition, Formula, Example. Online.

Dostupné z: https://mathful.com/hub/linear-interpolation. [cit. 2025-05-30].

GEEKSFORGEEKS, Sanchhaya Education Private Limited, [b.r.].
https://www.geeksforgeeks.org/cpp-programming-intro/. Online. Dostupné z:

https://www.geeksforgeeks.org/cpp-programming-intro/. [cit. 2025-05-30].

STROUSTRUP, Bjarne, 2013. The C++ Programming Language. Addison-Wesley. 4
vyd. ISBN 978-0275967307.

CPPREFERENCE.COM, [b.r.]. C++ reference. Online. Dostupné z: https://en.

cppreference.com/w/. [cit. 2025-05-30].

OPENMP, 2024. OpenMP 6.0 API Syntax Reference Guide. Online.
Dostupné z: https://www.openmp.org/wp-content/uploads/OpenMP-RefGuide-6.0-

OMP60SC24-web.pdf. [cit. 2025-05-30].


http://gnuplot.info/
http://gnuplot.info/
https://www.researchgate.net/publication/281198223_High-order_Extraction_Method_of_Iso-curvature_Lines_on_B-spline_Surfaces
https://www.researchgate.net/publication/281198223_High-order_Extraction_Method_of_Iso-curvature_Lines_on_B-spline_Surfaces
https://www.researchgate.net/publication/281198223_High-order_Extraction_Method_of_Iso-curvature_Lines_on_B-spline_Surfaces
https://www.geeksforgeeks.org/introduction-to-disjoint-set-data-structure-or-union-find-algorithm/
https://www.geeksforgeeks.org/introduction-to-disjoint-set-data-structure-or-union-find-algorithm/
https://www.geeksforgeeks.org/depth-first-search-or-dfs-for-a-graph/
https://www.geeksforgeeks.org/depth-first-search-or-dfs-for-a-graph/
https://urbanspr1nter.github.io/marchingsquares/
https://urbanspr1nter.github.io/marchingsquares/
https://mathful.com/hub/linear-interpolation
https://www.geeksforgeeks.org/cpp-programming-intro/
https://en.cppreference.com/w/
https://en.cppreference.com/w/
https://www.openmp.org/wp-content/uploads/OpenMP-RefGuide-6.0-OMP60SC24-web.pdf
https://www.openmp.org/wp-content/uploads/OpenMP-RefGuide-6.0-OMP60SC24-web.pdf

86

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

[41]

[42]

[43]

[44]

OPENMP, 2024. openmp.com. Online. Dostupné z: https://www.openmp.org/. [Cit.
2025-05-30].

MICROSOFT, 2021. /01, /02 (Minimize Size, Maximize Speed). On-
line. Dostupné z: https://learn.microsoft.com/en-us/cpp/build/reference/ol-

02-minimize-size-maximize-speed?view=msvc-170. [cit. 2025-05-30].

MICROSOFT, 2025. Visual Studio documentation. Online. Dostupné
z: https://learn.microsoft.com/en-us/visualstudio/windows/?view=vs-

2022&preserve-view=true. [cit. 2025-05-30].

MICROSOFT, 2021. OpenMP in Visual C++. Online. Dostupné z:
https://learn.microsoft.com/en-us/cpp/parallel/openmp/openmp-in-visual-

cpp?view=msvc-170. [cit. 2025-05-30].


https://www.openmp.org/
https://learn.microsoft.com/en-us/cpp/build/reference/o1-o2-minimize-size-maximize-speed?view=msvc-170
https://learn.microsoft.com/en-us/cpp/build/reference/o1-o2-minimize-size-maximize-speed?view=msvc-170
https://learn.microsoft.com/en-us/visualstudio/windows/?view=vs-2022&preserve-view=true
https://learn.microsoft.com/en-us/visualstudio/windows/?view=vs-2022&preserve-view=true
https://learn.microsoft.com/en-us/cpp/parallel/openmp/openmp-in-visual-cpp?view=msvc-170
https://learn.microsoft.com/en-us/cpp/parallel/openmp/openmp-in-visual-cpp?view=msvc-170

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 87

SEZNAM OBRAZKU

Obrazek 3.1  Ukdézka chovani systému 1 ... 34
Obrazek 3.2 Ukdzka chovani systému 2 ...........cooiiiiiiiiiiiiiiii e 35
Obriazek 4.1  Uk&zka prinCipu argumentu ... .......cooeuiiiiiiiiiiiniiiniiiiiiiieenen. 37
Obrazek 5.1  Ukdzka algoritmu QPmR ... 41
Obrazek 5.2 Ukazka odhadu kofene metody QPmR ................. 43
Obrizek 5.3  ReSeni algoritmu QPmR ..............ooooiiiiiiiiiiiie i, 44
Obrazek 5.4  Rozdéleni oblasti metody QPmR v2 ... 46
Obrazek 5.5  Rozdéleni oblasti v algoritmu aQPmR.................... 49
Obrazek 6.1  Marching squares algoritmus ..............oooiiiiiiiiiiiiiiiiiieeane, 52
Obrazek 6.2  Marching squares tabulka.............c.oooiiiiiiiiiiii 52
Obrazek 6.3  Prochdzeni grafu (Graph traversal) ............c.cocoiiiiiiii. 55
Obrazek 7.1  Ukdzka piikazu knihovny OpenMP ..., 58
Obrazek 7.2 Ukazka Solution Exploreru ve VS ... 59
Obrizek 7.3  Nastaveni optimalizace ve VS .. ... 60
Obrazek 7.4  Nastaveni podpory OpenMP ve VS.......... i, 60
Obrazek 8.1  Popis algoritmu QPmR, Cast 1 ... 62
Obrazek 8.2  Popis algoritmu QPmR, Cast 2.............ooiiii 63
Obrazek 8.3  Popis algoritmu QPmR, Cast 3 ... 63
Obrazek 8.4  Popis algoritmu QPmR, Cast 4 ... 64
Obrazek 8.5  Popis algoritmu QPmR, Cast 5. 64
Obrazek 8.6  Popis algoritmu QPmR, CASt 6.t 65
Obrazek 8.7  Popis algoritmu QPmR, Cast 7 ... 65
Obréazek 8.8  Popis algoritmu QPmR, Cast 8 ... 66
Obrazek 8.9  Voldni metody QPmR...........oooi 66
Obrazek 8.10 Kontrola kofeni v QPmMR v2 1 ..., 68
Obrazek 8.11 Kontrola kofeni v QPMR v2 2 ..., 68
Obrazek 9.1 Menu aplikace ...t 70
Obrazek 9.2 NasStaveni VYPOCTU .......uvuiuiininiiiiiii e 71
Obrazek 9.3  Ukdazka chybného zadani.................... 72
Obrazek 9.4  Ukazka zadani QPmR v CH+ ..o 73



88 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky
Obrazek 9.5  Ukdazka zadéani kvazi-polynomu v C++ ... 73
Obrazek 9.6  Ukdazka zadéani kvazi-polynomu v CH++ ..., 74
Obrazek 10.1 Ukdzka zadani QPmR v2 .. ... 75
Obrazek 10.2 Ukdazka matlab vystupu QPmR v2 ... 76
Obrazek 10.3 Ukazka C++ vystupu QPmR v2 .. ... 76
Obrazek 10.4 Ukéazka C++ vystupu, priklad 2 ..., 77

Obrazek 10.5

Graficky vystup QPmR v1 v G4 78



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 89

SEZNAM TABULEK
Tabulka 10.1  Vypocetni Casy u prikladu ©.........c.oooiiiiiiiiiii, 75
Tabulka 10.2  Vypocetni Casy u prikladu 2., 77

Tabulka 10.3  Vypocetni Casy u piikladu 3., 78



90 UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

LTI Linear time-invariant

TDS Time delay-systems
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SEZNAM PRILOH

PRILOHAPIL:  QPmR

PRILOHA PII:  QPmR_app



PRILOHA P I: QPMR

Slozka QPmR obsahuje projekt C++ aplikace ve Visual Studiu s implementaci metod QPmR
a QPmR v2. Slozka obsahuje pfislusné soubory Visual Studia, .hpp a .cpp soubory, slozky
data, examples a libs. Ve sloZce data jsou textové soubory pro ¢teni vystupnich dat nebo zépis
vstupnich dat. Ve sloZce examples jsou priklady slozek data. Slozka libs obsahuje knihovnu

gnuplot.



PRILOHA P II: QPMR_APP

Slozka QPmR _app obsahuje konzolovou .exe aplikaci s implementaci metod QPmR a QPmR
v2. Dédle jsou v této sloZce slozky data potiebné pro Cteni vystupnich dat a zdpis vstupnich

dat, a slozka libs obsahujici knihovnu gnuplot.
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