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ABSTRAKT

Tato bakalarska prace se zaméfuje na optimalizaci a koordinaci provozu v méstské doprave.
Predmétem prace je tvorba modelu idealizované sité dvou dopravnich kiizovatek se
svételnou signalizaci pro ucely optimalizace svételného fizeni. V teoretické casti byly
probrany aparaty a metody pouzivané pii matematickém modelovani. V praktické ¢asti jsou
popsana pouzivana zjednoduseni a sestaveni modelu. Model byl sestavovan na idealizované

dopravni siti.

Kli¢ova slova: matematicka optimalizace, teorie grafl, optimalizace v doprave, signalni plan

ABSTRACT

This bachelor thesis focuses on the optimization and coordination of traffic in urban
transport. The subject of the work is the creation of a model of an idealized network of two
traffic intersections with traffic lights for the purpose of traffic control optimization. In the
theoretical part, the apparatuses and methods used in mathematical modeling were discussed.
The practical part describes the used fibers and model assembly. The model was built on an

idealized transport network.

Keywords: mathematical optimization, graph theory, optimization in transport, signal plan
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UvVOD

Potieba méstské dopravy a jejiho fizeni provazi Clovéka, pokud pomineme jiné huie
zdokumentované p¥ipady, uz od dob Rimské ¥ie. V 1. stoleti naseho letopoétu bylo mésto
Rim jednim z nejvétsich mést na celém svétd, nicméné jeho dopravni sit’ byla nedostacujici
pro provoz zpusobeny zasobovanim a pfirozenym pohybem obyvatelstva. Julius Caesar
proto vydal natizeni, podle kterého mohly vozy cestovat méstem pouze v noci. Tyto opatieni
se brzy rozgifily i do jinych mést Rimské ¥i$e. Pozdé&ji musel cisaf Hadrian dokonce ustanovit
maximalni podet vozil, které mohly do Rima vjet. Dal§im vyraznym krokem v optimalizaci
dopravy bylo feSeni Leonarda da Vinciho, ktery navrhoval oddé¢lit kolovou dopravu od
pesich pomoci paralelni vyvysené cesty pro chodce [14]. Prvni elektronicky semafor na svété

byl pouzit ve mésté Cleveland, staté¢ Ohio v USA, a to konkrétné dne 5. 8. 1914 [15].

V soucasnosti nabyva otdzka fizeni méstské dopravy a jeji optimalizace na ¢im dal veétsi
dalezitosti, jelikoz je dopravni sit’ vlivem rostouciho poc¢tu vozidel, zejména ve méstech,
extrémné vytézovana. D¢&je se tak jednak z divodu vysokych narokd na dopravu v oblasti
logistiky a dopravy zbozi, ktera vytéZuje dopravni uzly a druhak ¢im dal tim vétsi
dostupnosti osobnich motorovych vozidel v kombinaci s kumulaci populace v oblasti mést.
V Ceské republice byl v roce 2010 poéet aut na 1000 obyvatel 429. O 9 let pozdgji, v roce
2019, teto pocet vyrostl na 554 [16]. Motivaci optimalizace dopravy neni jen Uspora casu
minimalizaci ¢ekacich ¢astl, a tim padem 1 financi. DlleZity je i environmentalni aspekt.
Maximalizovanim plynulosti dopravy ve méstech se, v piipad€ zdzehovych a spalovacich
motorQ, také snizuje produkce CO,. Plynulost dopravy navic muze ovliviiovat i jeji

bezpecnost.

Oblasti zajmu této prace je optimalizace fizeni svételné signalizace v ramci idealizované sité
ktizovatek, a to tak, aby se minimalizoval c¢ekaci Cas vozidel. V oblasti optimalizace
svetelného fizeni dopravy existuje dvojice ptistupti. Jednim z nich je adaptivni optimalizace
zaloZena na datech a pracujici v redlném case. Druhy ptistup je poté takovy, Ze se sestavuje
signalni plan na zakladé¢ jednoho ¢1 nékolika vzorcich dat, ktery je ale poté pouzivan staticky.
Pti tomto pfistupu se mize vytvaret vice statickych signdlnich plant, které se poté v prubc¢hu
dne stiidaji podle predpoklddané vytizenosti sité¢, nedokdzi ale reagovat na neocekavané
detektort, které do systému dodévaji data. Zaroven se kvuli své komplexnosti a vypocetni

naroc¢nosti nehodi pro optimalizaci vétsich dopravnich siti. V této préaci se budeme zabyvat
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adaptivni optimalizaci. Cilem bylo vytvofit linearni celo¢iselny matematicky model pro

optimalizaci provozu v idealizované dopravni siti.

V prvni kapitole teoretické Casti jsou popsany metody a techniky pouzité pro matematickou
optimalizaci. Pro reprezentaci sit¢ byla pouzita teorie grafii, kterd je predstavena ve druhé
kapitole. Piistupy pro modelovani dopravnich siti a dillezité pojmy z oblasti fizeni dopravy
jsou vysvétleny v kapitole 3. V praktické ¢asti potom ve 4. kapitole prechazime ke grafické
modelaci nasi sité kiizovatek, na kterou navazuje 5. kapitola, kde pfevadime tuto sit’ do
reprezentace v grafu a je zndzornén zapis grafii do matic. V 6. kapitole jsou posany
zjednoduseni aplikované pfi matematickém modelovani a také proces modelovani spole¢né
s modelem. Popis modelu je obsahnut v 7. kapitole. Zavér je pak vénovan diskuzi k modelu

a jeho pouzitelnosti pro tfidu Tomase Bati ve Zlin¢.
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I. TEORETICKA CAST
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1 MATEMATICKA OPTIMALIZACE

Uloha matematické optimalizace, neboli matematické programovani, je disciplina zabivajici
se nachazenim feseni, ktera jsou pro definovanou ucelovou funkci optimalni — ¢ili minimalni
nebo maximalni v zavislosti na pozadovanych podminkéch. Slovo programovéni pochazi
z anglického slova ,program*“ a nemda nic spolecného s v ¢estiné pouzivanym slovem
programovani. Jedna se o hledani extrému funkci na mnoziné, ktera mtze byt definovana
bud’ linearnimi nebo nelinearnimi rovnicemi, popiipadé mize byt neomezena. Ucelem
matematického programovani pak je sestaveni a feSeni rozhodovacich uloh s co nejlepsim

feSenim vzhledem k optimalizacnimu kritériu.

S ulohami optimalizace se setkdvame, byt mozné nevédomky, kazdy den: pfi volbé cesty do
prace, uklidu ¢i jinych cCinnostech, pro které existuje neprdzdnd mnoZzina moznosti
provedeni, ze kterych mizeme vybitrat pravé to optimdlni, Cili pro nas nejlepsi[10]. Uz
v davnoveéku dokazali lidé optimalizovat naptiklad rozlozeni opérnych sloupii ¢i zavlazovaci
systém metodou pokusu a omylu. Tento zplisob optimalizace v§ak nenachazel nutné nejlepsi

feSeni. Dokonce i zvifata vybiraji optimalni trasu na cesté ke své kofisti.

Ale abychom mohli proces optimalizace vyjadfit, otestovat a znovupouzivat, musime mu
dodat jisté miry exaktnosti. K tomu pouzivime matematicky aparat a techniky matematické
optimalizace. Jmenovité potom mluvime o metodach pro podporu rozhodovani, které délime
na metody exaktni a metody heuristické. Tyto techniky jsou usp€Sné nasazovany v Siroké

Skale obort od ptirodovédy, pies ekonimii, fyziku, informatiku az po sociologii[12].

Pro spravnou funkci matematické optimalizace musime definovat nékolik dalezitych pojmd.
Jedna se o mnozinu pripustnych feSeni, coz jsou vSechny feSeni, kterd splituji omezujici
podminky optimalizaéni tlohy. Optimalizacni kritérium je hledisko, pomoci kterého pak
posuzujeme kvalitu nalezené¢ho piistupného feSeni. Definujeme-li optimalizacni kritérium
jako funk¢ni vztah, hovotime o ucelové funkci. Zkombinujeme-li i¢elovou funkci a mnozinu
omezujicich podminek s definicemi proménnych, popiipadé¢ konstant, dostavame

matematicky optimalizacni model.

Obecnou optimaliza¢ni tlohu mizeme zapsat takto:

arg min
g XEN f

f: 02-R,
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kde w je mnozina (prostor) pfipustnych feSeni a f ucelova funkce. Prostor pfipustnych
feSeni zpravidla omezujeme nerovnostmi a omezujicimi podminkami pro hodnoty

proménnych.

1.1 Matematické modelovani

Matematické modelovani patii mezi exaktni metody optimalizace. Jeho uc¢elem je sestaveni
a feSeni matematickych modelll vychézejicich zredlnych problémil. Pii analyze téchto

realnych problémi miizeme pouzit bud’ analyticky, nebo numericky pfistup.

Matematické modelovani jako takové slouzi k matematickému popisu déju z realného svéta.
Pti matematické formulaci téchto realnych problému se vsak ¢asto potykame s ptilis velkou
komplexnosti, proto zpravidla volime néjakou mozZnost zjednoduseni — napiiklad
vynechdvame nedulezité proménné[13]. Pfi identifikaci takovychto proménnych musime
byt velmi opatrni, jelikoz neSikovné zvolené vynechani ¢asti systému muze velmi ovlivnit
vysledek. Matematické modely mizeme délit podle nékolika kritérii. V nasledujicim déleni
se zaméfime na jejich déleni podle reprezentace parametrii a proménnych a pojetim jejich

hodnot.

1.1.1 Deterministické a stochastické modely

Model mizeme oznacit za deterministicky, pokud mizeme vSechny hodnoty konstantnich
parametri vstupujicich do vytvafeného modelu piesné urcit. Naopak za stochasticky
oznacujeme model takovy, ktery nemd danou hodnotu alespoi jednoho konstantniho
parametru v tom smyslu, Ze se s kazdym pozorovanim redlného systému, ktery si prejeme
modelovat, méni. Musime proto pouZit ndhodnou hodnotu zrozsahu odpozorovanych
hodnot. Do stochastického modelu zkratka vstupuje prvek nejistoty, pfesnéji ndhody, diky
¢emuz vyhovuje stochasticky model konkrétnim situacim jen suréitou mirou
pravdépodobnosti. V ptipad¢ stochastickych modelti musime pouzivat specialni metody pro

validaci optimalniho vysledku.

1.1.2 Statické a dynamické modely

Mezi statickym a dynamickym modelem je pouze jeden rozdil, a to ten, zda se pfi
sestavovani zohlednuje Cas. Statické modely ve své definici neobsahuji Zadnou proménnou

Casu, proto dokazi pracovat jen pro konkrétni situaci, kdezto dynamické modely cas
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zohlediuji, diky ¢emuz mohou rozhodovat i vyhledove, ¢ili jsou adaptivni na vyvoj modelu

v Case.

1.1.3 Mikroskopické a makroskopické modely

Mluvime-li o mikroskopickém modelu, myslime tim model, v némz provadime feSeni a
zohlediiujeme kazdy jeden prvek néjakého systému. Pokud mulzeme jednotlivé prvky
zanedbat, o ¢emz se rozhodujeme podle jejich poctu a néarokli na vypocetni slozitost
optimalizace, a uvaZovat pouze o mnozinach takovychto prvkid, pak mluvime o

makroskopickém modelu.

1.1.4 Modely se spojitou a diskrétni reprezentaci ¢asu

Dynamické modely se spojitou reprezentaci ¢asu maji nejpiesnéjsi vysledky. Pti uvazovani
je také spojity ¢as nejlépe uchopitelny. Modely se spojitou reprezentaci ¢asu museji byt
zaloZeny na diferencialni reprezentaci rovnic. Nicméné pokud chceme pii optimalizaci
pouzivat vypocetni techniku, musime tak ¢i tak pouzit n¢jaky diskretiza¢ni algoritmus — ten
muze Cas diskretizovat bud'to rovnomérné, Cili ndm vznikne mnozina stejné velkych
casovych usekl, a nebo miizeme veli¢inu Casu diskretizovat adaptivné, coZ je efektivnéjsi a
pfesnéjsi pfistup, neni ale vhodny pro kazdy model se spojitou reprezentaci Casu[5].

Optimalizace takovychto modeli ma také zpravidla vyssi vypocetni slozitost.

V ptipad€ modelu s diskrétnim pojetim Casu diskretizujeme jeho pritbéh uz pti modelaci. Pii
této Cinnosti vSak musime byt ostraziti. Jedna se pfedevsim o to, abychom zvolili spravny
rozsah diskretizace. Cim jemn&jsi bude déleni &asu, tim piesn&jsiho budeme dosahovat
vysledku, nicméné budeme zvySovat vypocetni slozitost. Pokud naopak zvolime pfili§ velky
Casovy krok, snizujeme vypocetni slozitost, nemusime ale dojit k optimalnimu feSeni. Jde
tedy o to najit vhodny kompromis. Pii velmi jemné diskretizaci €asu si poté pii pouziti
vypocetni techniky musime také pohlidat pifipadné nespravné zaokrouhlovani hodnot
nekterych algoritmil. Pokud chceme dosahovat optimalizacnich vysledkil v realném case, je

k tomu nejvhodnéj$i nespojité pojeti Casu.

Matematické modely muizeme dé€lit i podle dalSich kritérii, tém se ale v této praci dale

nebudeme vénovat.
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1.2 Déleni modeli podle pristupu k modelovani

Obecné plati, ze ptistupy pfi matematickém modelovani mizeme dé€lit na tii skupiny.

1.2.1 Deduktivni pFistup

Pro modelovani systému Cist¢ deduktivnim pfistupem musime byt schopni popsat kazdy
proces v takovém systému exaktnimi vztahy (napf. Newtonovymi zdkony). Vysledky z
modela na které byl pii modelovani aplikovan deduktivni ptistup byvaji nejptesnéjsi, tento

ptistup se vSak bohuzel neda aplikovat na kazdy systém.

1.2.2 Induktivni pFistup

Induktivni pfistup mizeme chapat také jako datove orientovany. Spociva v tom, Ze mizeme
modelovany systém jednoduse popsat vstupnimi a vystupnimi daty, nezndme vSak piesny
popis dé€jii uvnitt systému. Pfi induktivnim pfistupu modelace se poté casto uplatiuji

neuronové sité pro odhad redlnych vysledkt zalozenych na namétenych datech.

1.2.3 Pristupy mezi deduktivnimi a induktivnimi

Zakladem téchto pfistupli byvd model, ktery je zaloZen Cisté deduktivné, ale ktery
neodpovida piesné pozorovanému systému. Nad takovymto modelem poté musi probehnout
tzv. ,kalibrace* doplilujicimi parametry, jejichz hodnoty ziskame indukénim postupem, ¢ili

z redlnych dat.

1.3 Rozbor metod matematického programovani

Modely matematického programovani délime do nékolika skupin podle toho, jakého typu
jsou funkce, které definuji vztahy mezi proménnymi a také podle mnozin hodnot, které

mohou proménné ¢i konstanty nabyvat. V této kapitole vysvétlime vyznam tii skupin,

1.3.1 Linearni programovani

Podstatou modelu linearniho programovani je to, ze kazdd rovnice obsazena
v matematickém modelu musi byt linearni a pfitom proménné mohou nabyvat libovolné
hodnoty. V anglictin€ se oznacuje jako linear programming a ¢astou se uvadi pod zkratkou
LP. Jedna se o nejjednodussi a nejstarsi disciplinu matematické optimalizace. Tento pfistup
byl popsan ruskym matematikem Leonidem Kantorovichovem v pribéhu druhé svétové

valky pro feSeni a optimalizaci armadni logistiky a poté nasazovan Georgem Dantzigem pro
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optimalizaci logistickych tloh [12]. Nejcastéji pouzivanym algoritmem pro feSeni loh

tohoto typu je simplexova metoda.

Z definice linearniho modelu vyplyva né€kolik zakonitosti. Diky tomu, ze i ucelova funkce
musi byt linearni, mizeme prohlasit, ze kazdé nalezené lokalni maximum ¢i minimum je
zaroveén maximem ¢i minimem globalnim. Dale plati, Ze jestlize je mozné najit optimalni
feSeni, nachazi se vzdy ve vrcholu. Poptipadé€, pokud je optimélnim feSenim ulohy fesené
ve dvourozmérném prostoru dvojice vrcholl, je optimalnim feSenim zaroven také cela
usecka spojujici tyto body. Ve tfirozmérném prostoru potom miizeme mluvit o trojici

optimalnich bodda, které definuji sténu daného utvaru jako mnozinu optimalnich feseni.

Kazdy linearni model se da obecné upravit do tohoto tvaru:

maxc’ x

s.t.Ax <b

x =>0.

Pti¢emz x je proménna a A,b jsou konstanty. Abychom dodrzeli podminku obecného zapisu
linearniho modelu, je nutno dodat, Ze vySe zminéné nerovnosti mizeme dale upravit,
poptipad¢ rozsifit ¢i je zménit na rovnost. V daném piipad¢ je mnoZina piipustnych feSeni
definovana pomoci jedné nerovnice, ve které se vyskytuji naSe konstanty a toho, Ze x mize

nabyvat hodnot pouze nezdpornych.

1.3.2 SmiSené celociselné linearni programovani

Modely linearniho programovani jsou Cisté spojité, z ¢ehoz plyne, Ze jsou pro promeénné
povoleny hodnoty z mnoziny realnych cCisel. V nékterych ptipadech jsou tyto hodnoty
ptipustné a odpovidaji redlnému predpokladu. Jedna se piredevsim o ptipady, kdy pracujeme
napiiklad s néjakou komoditou, ktera je lehce dé€litelna, jako napiiklad tekutiny, plyny a jiné.

JednodusSe tak miizeme naméftit desetinnou hodnotu a dale s ni pracovat.

Pokud ovSem pracujeme s komoditou ktera nemuze byt dé¢litelnd, jako naptiklad pocet
vozidel, musime pouzit smiSené celociselné linearni programovani, anglicky nazyvané

mixed-integer linear programming, zpravidla reprezentované zkratkou MILP. Oproti
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linearnimu programovani se 1i§i v tom, Ze pro jednu nebo vice proménnych zavadime

podminku celo¢iselnosti [7].
Obecnou formulaci smiSeného celociselného linearniho modelu potom mtizeme zapsat takto.
max c¢’x + cTy

s.t. Ax+ By <b
x=0
y €L
Pti¢emz oproti vyse popisovanému linearmu modelu jsme doplnili proménnou y, pro kterou

jsme doplnili podminku kladné celociselnosti a konstantu B.

1.3.3 Nelinearni programovani

Vystupuje-li v modelu, at uz pfimo na pozici ucelové funkce, nebo jen v nékterém
z omezeni, nelinedrni funkce, potom mluvime o modelu nelinearniho programovani.
K pouziti nelinearniho modelu bychom se méli uchylovat pouze v ptipadech, ve kterych by
ptipadnd aproximovana linearita modelu méla velké odchylky. V ptipadé nelinearniho
programovani totiz mluvime o nasobn¢ vyssi slozitosti vypoctl a navic musime fesit typické
problémy optimalizace nelinearnich funkci, které u linedrnich fesit nemusime [6].

- Rovina pfipustnych feSeni nemusi byt souvisla

- Rozdilné pocate¢ni body mohou vést k rozdilnym vysledkiim

- Odliseni lokalnich a globalnich extrémut

- Optimalni feSeni se nemusi nachazet na hranici mnoziny piistupnych feseni

VétSina algoritmil dokdZe v nespojitych modelech hledat pouze lokélni extrémy a ty potom

mezi sebou porovnavat.
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2 TEORIE GRAFU

Teorie grafti spada pod obor diskrétni matematiky. Nejedna se o notoricky znamé grafy
funkci nebo grafy pouzivané ve statistice (sloupcovy, kolacovy, adt.). Pod pojmem graf
v kontextu teorie grafii si miizeme predstavit soubor bodu a ¢ar, které tyto body spojuji.
Body pak oznacujeme jako vrcholy (uzly) grafu, spojnice mezi nimi pak hrany grafu. Kazdy

graf pak musi mit konecny pocet vrcholti 1 hran.

Za zakladatele teorie grafii se povazuje Leonhard Euler. Ten v 18. stoleti fesil proslaveny
matematicky problém vychazejici z readlného prostiedi, a to jak projit sedm mostii mésta
Kralovce. Znaméjsi nazev mésta zni Konigsberg. Problém spocival v nalezeni cesty, ktera
projde pies vSechny mosty, ale pfes kazdy jeden z nich pouze jednou. Postupoval tak, Ze si
mosty promitl jako vrcholy grafu a spojoval je hranami grafu. Mé-li takovéto zadani tlohy
jedno nebo vice feSeni, mluvime o tzv. eulerovském grafu. Eulerovské grafy dale délime
podle toho, zda konéi ve stejném vrcholu, ve kterém zacinaly na uzaviené a oteviené.
Samotné feSeni eulerovského grafu je potom pojménovano jako eulerovsky tah [11]. Na
obrazku nize (Obrazek 1. Eulerovsky graf) miZzeme vidét znamy hlavolam, ktery spociva
v nakresleni domecku jednim tahem bez toho, aniz bychom jednou linii prosli vicekrat.

V podstaté mame zadan graf a hledame k nému naleZici eulerovsky tah.

Obrazek 1. Eulerovsky graf
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Teorie grafi se uplatiiuje pro reprezentaci systémil v nejriznéjSich oborech jako naptiklad
biologie, informacni technologie, elektrotechnika, chemie a jinych. Je také jednim ze

zakladnich stavebnich kament pii modelovani dopravnich siti.
Samotny graf G definujeme jako dvojici mnoziny vrcholt Va mnoziny hran E.
G=,E)

Nékdy miizeme mluvit také o usporadané dvojici mnozin. Tim je mysleno to, Ze na prvnim
misté jsou vzdy uvedené vrcholy a na druhém hrany. Samotnou mnoZinu vrcholt grafu pak

oznac¢ujeme jako V(G) a mnozinu hran grafu E(G).

O mnoziné hran grafu plati, Ze je podmnozinou mnoziny vSech dvojic vrchold, jejichz

£<(,)

vrcholy jsou navzajem rtzné.

Pii sestavovani grafii je Casto potfeba néjakym zpisobem ohodnotit hrany grafu predem
danou metrikou — at’ uz jde o vzdalenosti, asy ¢i jiné metriky.

2.1 Diilezité pojmy

Z oboru teorie grafii si musime definovat pojmy a nazvoslovi, které jsou nezbytné pro
definici a naslednou praci s grafy.

2.1.1 Nasobnost hrany

Veli¢ina nasobnosti hrany popisujici graf je reprezentovdna c¢islem a dvéma uzly grafu.

Obecné ji miiZzeme zapisovat takto:

m(x,y).

V tomto zapisu je m ¢&islo a x,y vrcholy grafu. Informuje nas o poctu hran, které vedou

z vrcholu x do vrcholu y.

2.1.2 Sled

Hovotime-li o sledu v souvislosti s teorii grafi, myslime tim takovou posloupnost vrcholt,
ktera méa mezi kazdymi dvéma po sob¢ jdoucimi vrcholy alespon jednu hranu. Sled mtze

byt orientovany i neorientovany.
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2.1.3 Dostupnost vrcholu

Dostupnost vrcholu referuje o existenci hrany mezi vrcholy. Dostupnost vrcholu x z vrcholu
y je dana tim, zda existuje orientovany sled vedouci z vrcholu y do vrcholu x.

2.1.4 Smycka

Smyckou oznacujeme takovou hranu, kterd dany vrchol grafu spojuje se sebou samym.

2.2 Druhy grafa

Informace pro popis druhti grafti byly Cerpany prevazne z [8].

2.2.1 Orientovany a neorientovany graf

Rozdil mezi orientovanym a neorientovanym urcuje pfitomnost alesponi jedna orientované
hrany. Pod orientovanou hranou si miizeme ptedstavit hranu, kterd spojuje dva uzly grafu a
umoziuje prichod pouze jednim smérem. Orientované hrany jsou definovany pocatecnim
vrcholem x a koncovym vrcholem y. V neorientovaném grafu jsou vSechny hrany priichozi

obéma sméry.

2.2.2 Uplny graf

Uplny graf je takovy graf, ve kterém jsou kazdé dva vrcholy spojené jednou hranou. Kazdy

vrchol grafu musi byt spojen hranou se v§emi ostatnimi vrcholy. Uplné grafy se znaéi jako:
K,,

kde n je pocet vrcholl. Priklad Giplného grafu se ¢tyimi vrcholy je vyobrazen nize (Obrazek

2. Uplny graf se étyfmi vrcholy).
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Obrazek 2. Uplny graf se &tyfmi vrcholy
2.2.3 Podgraf

Podgrafem grafu G oznacujeme graf H, ktery vznikl z grafu G odebranim nekterych hran ¢i
vrcholll. Pro podgraf obecné plati, Ze mnoZina jeho hran je podmnoZinou mnoZiny hran
grafu, ze kterého je odvozen a zaroven ze mnoZina vrcholi odvozeného grafu je

podmnoZinou mnoziny vrcholil grafu, ze kterého je odvozen.

2.2.4 Multigraf

Multigrafem oznacujeme kazdy graf, ktery ma v mnoZiné svych vrchold dvojici, ktera je
spojena vice nez jednou hranou.

2.2.5 Prosty graf

Graf G mUzeme oznacit za prosty graf, pokud nasobnost kazdé hrany je rovna jedné. Prosty
graf je opakem multigrafu.

2.3 Matematicka reprezentace grafu

Abychom mohli s grafem pracovat jinak nez na teoretické trovni, musime ho vyjadfit ve
srozumitelngj$i nez grafické podobé. K tomuto ucelu reprezentace grafu se nejlépe hodi

zapis do matice.
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Matematickou reprezentaci grafu budeme demonstrovat na dvojici grafli, z nichZ jeden bude
orientovany (Obrazek 4. Vzorovy orientovany graf) a druhy neorientovany (Obrazek 3.
Vzorovy neorientovany graf), abychom 1épe pochopili rozdil mezi jejich matematickou
reprezentaci. Pro takovy popis budeme pouzivat matice hned ctyfi. Jedna se o matici

sousednosti, matici vdalenosti, matici piecdchidct a matici incidence.

Obrazek 4. Vzorovy orientovany graf
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2.3.1 Matice sousednosti

Jedna se o ¢tvercovou matici rozméru m X m, kde m je pocet vrcholti grafu. Tato matice
referuje o tom, jestli vede hrada mezi dvéma danymi vrcholy. Postup pro sestrojeni je takovy,
ze si nejdiive oznacime vSechny vrcholy jedineénym identifikatorem (v nasem piipadé
pismeny A-F) a sestrojime pozadovanou matici tak, ze vede-li hrana mezi dvéma vrcholy,
zapiSeme na pozici [Cislo jednoho vrcholu, Cislo druhého vrcholu] ¢&islo 1 a v piipadé
neorientovaného grafu zapiSeme ¢islo jedna také na pozici
[¢islo druhého vrcholu, Cislo jednoho vrcholu]. Pro demonstraci si zndzornime pro
orientovany 1 neorientovany graf nejprve tabulku hodnot (Tabulka 1. Pomocné tabulka
matice sousednosti pro neorientovany graf) a (Tabulka 2. Pomocna tabulka matice
sousednosti pro orientovany graf), ze které budeme vychazet pifi sestavovani matic
sousednosti. Pro graf, ve kterém se nevyskytuji smycky plati, Ze na diagonale matice budou
samé nuly, jelikoZz Zadny bod neni spojen hranou sadm se sebou. Pro neorientovany graf dale
plati, Ze jeho matice sousednosti je symetricka podle uhlopti¢ky. Uhlopfticka je v tabulkach

vyznacena Sedou barvou.
a) Matice sousednosti pro neorientovany graf

Tabulka 1. Pomocna tabulka matice sousednosti pro neorientovany graf

A|/B|C|D|E|F
Alo|l1][1]l0]0]0
Bli1lo|l1]o[1]o0
clil1lo]l1]o]l1
Dlolol1]lolo]o
Elo[1]lo]o]0]1
Flolo|1|lo|1]0

011000
1 01 0 1 0
1101 0 1
M”~‘f°”"001000
0100 0 1
001010

b) Matice sousednosti pro orientovany graf
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Tabulka 2. Pomocna tabulka matice sousednosti pro orientovany graf

A|/B|C|D|E|F

AlO|O|1]0]0]0
Bl1]o|1]lo0]1]0
cloj1f{ol1]0]1
D/{o|0o|0o[O]|O]O
E|lolo|lOo|OfO]1
Flolo|lo|o|o]oO
001 0 0 O
/101010\
101 0 1 0 1|
MO”'_|000000|
\000001/
0000 0 O

2.3.2 Matice incidence

Matice incidence je matice rozmérit m X n, pti¢emz m je pocet vrchold grafu a n pocet hran
v grafu. PouZiva se k popisu jednotlivych hran grafu a to tak, Ze pro kazdou hranu do matice
vepisujeme ¢islo 1, pokud vede do daného uzlu. Pokud pomineme moZnost smy¢ek v grafu,
ma kazda hrana v matici pravé dvojici €isel jedna, jelikoz vzdy spojuje dva body. V piipade
orientovaného grafu poté pro kazdou hranu hovotime o dvojici ¢isel (1, —1), pficemz Cislo
—1 znamena, Ze z daného vrcholu hrana vychazi a ¢islo 1 zapisujeme k vrcholu, do kterého

mifi. Na vSechny zbylé pozice v matici zapisujeme nulu.
a) Matice incidence pro orientovany graf

Pro leps$i ndzornost zapiSeme matici incidence neorientovaného grafu do tabulky
(Tabulka 3. Matice incidence neorientovaného grafu v tabulce), ve které

vyznacujeme hrany h,-h, a vrcholy grafu A-F.

Tabulka 3. Matice incidence neorientované¢ho grafu v tabulce

A|B|C|D|E|F

h|1]1]0/0]0]0
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h,[1]0][1]0]0]0
hslO|1]1]0]0]0
he|O|1]0]0][1]0
hs [0|0|1|1]0]0
he |00 1]0]0]1
h,[0]0]0]0]|1]1

b) Matice incidence pro neorientovany graf

Matici incidence orientovaného grafu zapiSeme, stejné jako matici incidence grafu

neorientovaného, do tabulky (Tabulka 4. Matice incidence orientovaného grafu v

tabulce).

Tabulka 4. Matice incidence orientovaného grafu v tabulce

A|B|C|D|E|F
h|1[-1]0]0]0|0
h,|-1|0|1]0l0]o0
hs|0|1[-1]0l0]0
hoelO[-1]0]0|1]0
hs|0|0[-1]1]0]0
he|O0]0|-1/0|0]1
h,[0]0f0]0]|-1]1

2.3.3 Matice vzdalenosti

Matice vzdalenosti je pouzivana k zachyceni dat pojednavajicich o vzdalenosti mezi

jednotlivymi body. Jedna se o ¢tvercovou matici m X m, pti¢emz m je pocet vrcholl grafu.

Vzdélenosti se neuvadéji pouze mezi dvojici sousednich vrchold, ale mezi kazdou dvojici

vrcholll v grafu. Jestlize nejsou dva dané vrcholy sousedni a spojeny jednou hranou, ale pro
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pfechod mezi nimi musime provadét pres vice vrcholll grafu po vice hranéch, je vzdéalenost
téchto bodl rovna nejkrat$i cest¢ mezi nimi. Pokud hrany postradaji hodnotu délky, je
definice nejkratsi cesty takova, ze se jedna o cestu z vrcholu A do vrcholu B s pruichodem
co nejméné hran, potazmo vrcholl. Maji-li hrany metriku vzdalenosti, je nejkratsi cesta mezi

cvwr

nalezicim hranam, ptes které vede cesta z vrcholu A do vrcholu B.

Do matice vepisujeme nulu po celé diagonale, jelikoz z jednoho vrcholu do stejného vrcholu
je vzdalenost vzdy, az na specidlni ptipady smycek, nulova. VSechny dal$i hodnoty v matici
jsou vzdalenosti mezi dvéma danymi vrcholy po nejkratsi cesté. Specialni pfipad nastava u
orientované¢ho grafu, pokud z dané¢ho vrcholu do druhého vrcholu nevede cesta, jez by
neporusovala pfi priicchodu smér hrany. V takovém ptipadé fikdme, ze je vrchol A z vrcholu
B nedostupny a na naleZitou pozici v matici zapisujeme znak co. V tabulce nize (Tabulka 5.
Matice vzdalenosti orientovaného grafu v tabulce) je pfepsand matice vzdalenosti vzorového
orientovaného grafu z obrazku (Obrazek 4. Vzorovy orientovany graf), u které uvazujeme

udealni metriku vzdalenosti hran h,-h, rovnu jedné.

Tabulka 5. Matice vzdalenosti orientovaného grafu v tabulce

A|B|C|DJ|E|F
A|0|1]2|]|o0|
B|2|0|1|o]|oo|
C|1|2|0|oc|o00|o00
D|{2[|3]|1|0]|o0|
E|3|1]|2]0o|0]o
F|2|2|1]|1]0
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3 OPTIMALIZACE RiZENI DOPRAVY

Pro matematickou optimalizaci fizeni dopravy je nutné sestavit matematicky model. Pti
matematickém modelovani pfevadime realny systém do exaktni matematické reprezentace
s jeho konstantami, proménnymi a zdkonitostmi mezi nimi. Jinak tomu neni ani u
optimalizace fizeni dopravy. K matematické reprezentaci dopravni sité se zpravidla pouziva

jejich reprezentace v grafu a nasledny zéapis do matice.

Matematicka modelace dopravnich siti se dale dé€li podle pristupti k modelovani. Jednim
z nejvétsich rozdili je to, zda je vysledny model makroskopicky ¢i mikroskopicky. V
ptipadé mikroskopického modelu jsou tucastnici provozu uvazovani jako samostatné
elementy. U makroskopického modelu dochézi ke zjednoduSeni a ucastnici provozu
v dopravni siti nejsou uvazovany jako samostatné jedine¢né elementy [14]. Dal$im rozdilem
mezi modely dopravnich siti je pojeti Casu, a to bud’ jako spojitou nebo nespojitou veli¢inu.
Vsechny modely pro ucely optimalizace svételného tizeni dopravni sité s kiizovatkami vSak
obsahuji, bez rozdilu na pfistup k modelu a jednotlivym zjednodusenim, sadu pojmi

vztahujicich se jmenovité k fizeni dopravy.

3.1 Pojmy

Pro definici pojmt vztahujicich se k fizeni provozu na pozemnich komunikacich jsme v této
praci vychazeli pievazné z dokumentu, ktery byl vydan Ministerstvem dopravy Ceské

republiky [1].

3.1.1 Signalni plan

Jedné se o Casové cyklicky se opakujici rovrzeni délky signald zelena (volno), oranzova
(pozor) a ervena (stop). Pro signdlni plan jsou dany urcité ¢asové podminky, jako naptiklad

minimalni délka signalu volno ¢i minimalni délka signalu pozor.

3.1.2 Dopravni proud

Dopravni proud je je souvisly ¢i nesouvisly pohyb vozidel, jez jsou v pohybu a maji stejny
smér. Za jeden dopravni proud se povazuje i jizda stejnym smerem ve vice dopravnich

pruzich.
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3.1.3 Faze

Jde o cast signalniho planu. Tato Cast je takova, ze je v jejim ¢asovém prubéhu signal volno

pro vice pruhi, které spolu museji byt zpravidla nekolizni.

3.1.4 Mezicas

Mezicasem se rozumi soucet délky signalu pozor na konci jedné faze s délkou signalu pozor
na zacatku faze nésledujici. Mezicas je dualezity z hlediska bezpecnosti, aby vSechna vozidla

mohla bez ohrozeni opustit oblast kiizovatky.

3.1.5 Kolizni pruh

Koliznim pruhem P; k druhému pruhu P, je takovy dopravni pruh, ktery pruh P, piimo
protind, nebo se s nim slucuje takovym zpiisobem, Ze v jednom z pruhti museji davat vozidla

prednost vozidlim v pruhu druhém.

3.1.6 Zacpa

Jedna se o stav v dopravni siti, kdy je v daném Case provoz vyssi neZ kapacita cesty. Zacpa

se v§ak nemusi tvofit v celé siti, nybrZ pouze v jednom pruhu.

3.2 Relevantni modely dopravnich siti

V prubéhu vytvareni literarni reSerSe pred navrhem a realizaci této bakalaiské prace bylo
nalezeno vétsi mnozstvi relevantnich praci ([17],[18],[9],[4]) prezentujici rGznorodé
matematické modely dopravnich siti. Z téchto byly vybrany ty, které se ve svém bodu zajmu
nejvice blizi problematice feSené v této praci, a také ty, jejichz zjednoduseni ¢i ¢ast postupu
realizace modelu vyuzivame dale pfi sestavovani modelu pro sit’ feSenou v praktické casti

této prace.

3.2.1 Hydrodynamické modely dopravniho toku

Hydrodynamické modely miZeme klasifikovat obecné jako pfistup k feSeni optimalizacnich
uloh, ve kterych se vyskytuje tok kapaliny, nebo kde muizeme jistou idealizaci nebo
zjednoduSenim takovyto tok do systému zavést. V pifipadé¢ hydrodynamickych modelil
v dopravé se jednd o modely makroskopické, pfi¢emz jako tok je vniman dopravni proud
[18]. Cely model je zalozen na mechanice tekutin. Je Zadouci, aby se idealizovany aspekt,

v tomto piipad¢ dopravni proud, poupravil tak, aby co nejvérnéji odpovidal toku tekutiny.
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Zpravidla je na n¢j proto nahlizeno jako na spojitou veli¢inu. Vyhodou hydrodynamickych
modelll obecné je, Ze v nich mizeme uplatiiovat jasné dané fyzikalni zakony vztahujici se

k mechanice tekutin.

o 4

3.2.2 Model mezibunécného prechodu

V pivodnim dokumentu [17] je tento model oznacovan jako Cell-Transmition model. Jedna
se 0 popis a optimalizaci provozu na jednosmérné dalnic¢ni cesté. Pii sestavovani modelu
autor do urcit¢ miry vychédzel zhydrodynamického modelu. Zavedl vSak nékolik
zjednoduSeni a modifikaci. Jednim zproblémi, které autor spatfoval v Cisté
hydrodynamickém modelu bylo to, Ze byl zndmy pouze pocatek cesty a jeji konec, respektive
pocet vozi (u hydrodynamického modelu 1épe feeno hustota toku), ktery na dalnici vjizdi
a pocet vozi, ktery vyjizdi. Tento ptistup byl do jisté miry zachovan, ale byl aplikovan na
nckolik mensich ¢asti ddlnice s konstantni délkou, které se v této praci nazyvaji buniky. Pro
tvorbu bunék jako takovych byl pouzit pristup ¢asového skenovani celé¢ délky uvazované
vozovky. Pomoci tohoto skenovani byl stanoven ¢asovy iteracni krok t. Tato iteracni Casova
veli¢ina v sou¢inu s odhadnutou primérnou rychlosti v vozu na dalnici se svételnou
signalizaci udava dréhu S kazdé z bunck, kterd je konstantni, stejné jako rychlost a casovy
krok. Je kladen diiraz na uvazlivy vybér Casového kroku v zéavislosti na dané rychlosti,

jelikoZ miZe ovlivnit pfesnost dalSich méfent.

Buiiky jsou znaceny jako iy...i,, pfi¢emZ i je index, ktery za€ina pro bunky naleZici cesté
Cislem 1. Pro kazdou buriku udava parametr n;(t) pocet vozidel v bufice i a ¢ase t. Bufika
n, slouzi jako vstup na dalnici a je pfedchazena dal$i bunkou, ktera obsahuje nekonecné
mnoho vozidel N_;(t) = oo. Parametr maximalniho poctu aut v buiice i v Case ¢,
definovany jako N;(t), je taktéz definovan pro kazdou buiiku. Pro tpravu hustoty dopravy
se méni parametr kapacity dopravniho toku této bunky Q;(t), ktery je definovan jako
maximalni pocet vozidel, ktery mize vstoupit do buiiky n; pii zmén¢ ¢asu z t na t + 1.
Tento parametr je definovan u vSech bunck v systému. Volné misto v buice je
charakterizovano jako N;(t) —n;(t). Pomoci téchto proménnych probiha aproximace
ptistupu hydrodynamického modelu, jelikoz parametr Q;(t) odpovida toku a parametr
N;(t) — n;(t) zastupuje veli¢inu hustoty. S kazdou zménou ¢asu jsou pak aktualizovany

hodnoty vSech bun¢k.

Na model mezibunééného prechodu navazovala mimo jiné i prace [2], ktera méla za cil

pfizpusobit a upravit feSeni pro pouziti modelu v dopravni siti m X n jednosmérnych cest
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s kiizovatkami a jeho pouziti pfi adaptivnim fizeni a predpovéd svételné signalizace
vredlném case. Autora prace jsme pii reSerSni Cinnosti pro tuto bakalafskou praci
kontaktovali. Ten nds mimo jiné upozornil na kriticky aspekt aplikace piistupu
mezibunécného prechodu na dopravni sit’ s kiizovatkami, ktery mu byl pfi prezentaci zavéra
jeho prace vy¢itan. Jednd se o to, ze na hranici kazdé kiizovatky v kazdém pruhu musi
zaroven existovat i hranice buiiky a to tak, ze spolu splyvaji. V opa¢ném ptipadé model ztraci

na presnosti a moznostech pouzitelnosti.
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II. PRAKTICKA CAST
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4 ZNAZORNENI DOPRAVNI SITE

Cilem této prace je vytvorit matematicky model idealizované sit¢ kiizovatek fizenych
svételnou signalizaci za ucelem minimalizace ¢ekaciho ¢asu. Pifed samotnym sestavenim
matematického modelu vSak musime sestavit model graficky, za Ucelem zndzornéni
problému. Tento model poté reprezentujeme v grafu a poté z n¢€j budeme vychazet pti

samotné matematické modelaci.

4.1 Graficky model sité krizovatek

Objektem z&jmu je sit’ dvou kiizovatek. Jedna se o idealizovanou sit’ kiizovatek. Rychlostni
limit na vSech tfech znazornénych silnicich v daném rozsahu je 50 km/h. V modelu
neuvazujeme odbocovaci pruhy. V obrazku (Obrazek 5) jsou zachyceny i ukazkové faze

ktizovatek a oznaceni jizdnich pruh vstupujicich do kiizovatek.

I
150m | | 150m
I
:
P, Py
Y °
. ® k. ® K -
> P . Ps .
200m A 300m ® oom
"py Pa
:
150m | 150m
I
I
[}

Obrazek 5. Graficky model sité kiizovatek
I kdyZ v modelu neuvazujeme odbocovaci pruhy, vozidla v daném jizdnim pruhu mohou na
kazdé kiizovatce volit mezi cestou rovné po stejné cesté, nebo odbocenim do ptilehlého
pruhu, nesmi vSak odbocit do kolizniho sméru s rovné jedoucimi vozidly. Propojenim mezi
pruhy v kiiZzovatkach se budeme dale vénovat v kapitole 5.1.2. Pro kazdou z dvojice
kiizovatek dale uvazujeme pouze dvé faze: volno (zelend) pro dvojici pruhti vstupujicich do

kiizovatky v horizontalnim sméru a volno ve sméru vertikalnim.
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4.1.1 Staticky signalni plan

Pti modelovani statického signalniho planu jsme vychazeli z prace [19].Signalni plan nasi
sit¢ kiizovatek tedy bude obsahovat dohromady ctyfi faze, pro kazdou kiizovatku dve.
V obrazku (Obrazek 6. Staticky signalni plan modelované ktizovatky) je zachycena jedna
zmoznych podob signdlniho planu. Hodnotu casového kroku v naSem modelovém
signalnim planu jsme pro jednoduchost zvolili 2,5 s. Délka mezicasu je stanovena jako jeden
casovy krok na konci kazdé jedné faze a zacatku kazdé nasledujici faze ve stejné kiizovatce.
Mezicas na kifizovatce tak dohromady déva dva casové kroky, coz je dilezité z hlediska
bezpecnosti. Doba signalu volno je potom ve vSech fazich konstantni hodnota rovna péti

sekundam. Celkovy cCas signalniho planu je roven dvaceti péti sekundam.

Cas
Pruh
P1
P2
P3
P4
P5
P6
p7
P8

2,5 5 7,5 10 12,5 15 17,5 20 22,5 25

Obrazek 6. Staticky signalni plan modelované kiizovatky
Uvedeny signalni plan pravdépodobné nebude velmi efektivni. Jednak jsou vSechny signély
typu ,,volno* stejné¢ dlouhé, druhak se pro obé kiizovatky spousti faze ve stejné frekvenci,
jen s obracenym vertikdlnim a horizontalnim smérem pro dvojici pruhl vstupujicich do

ktizovatky.

4.1.2 Spojitost mezi pruhy v kfiZovatce

Na kazdé z kiizovatek v jakémkoliv pruhu miize vozidlo ptejet pravé z jednoho pruhu do
jednoho ze dvojice jinych pruhil. Do zadného z dané dvojice pruhli nesmi vést cesta kolizni
s cestami k obdobné dvojici pruhti pro opacny smér. V podstaté to znamend, ze pro kazdé
vozidlo na kazdé¢ kiizovatce plati, ze ze svého pohledu mlize pokracovat bud’ rovn¢, nebo
doprava. Jelikoz pro obé dvé ktizovatky v nasi siti plati stejnd pravidla pro odbocovani,

muzeme toto pravidlo zndzornit pouze na jedné z nich.
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Obrazek (Obrazek 7. Spojitost mezi pruhy v kfizovatce) popisuje mnozinu pruhil
v kfizovatce P;-Pg a mozné ptrechody h,-hg mezi nimi v rdmci kiizovatky. Pfechody mezi
pruhy v ramci této kiizovatky se stejnou barvou (skupina hi-h, a hs-hg) znazornuji jednu
fazi kiizovatky. Timto rozdélenim f4zi a s nimi souvisejicimi moznymi piechody mezi pruhy
jsme dosahli toho, Ze spolu zadna dvojice prechodlt mezi pruhy v jedné fazi nekoliduje, ¢ili

se v tomto kontextu vzajemn¢ nekiizi.
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Obrazek 7. Spojitost mezi pruhy v kiizovatce
Pokud bychom napftiklad v jedné fazi dali zelenou pruhu P; a zaroven pruhu P, ¢ili pfi
stavajicim rozdéleni by s takovou fazi byly prichozi hrany hs, hy, h,, hg, mizeme jasné
vidét, ze hrana h; je v piimé kolizi s hranou h-, jelikoz se hrany navzajem protinaji. Zaroven
by vozidla odbocujici z pruhu P, po hrané hg do pruhu P, musela i pfesto, ze by m¢la ve

svém pruhy signdl volno, ¢ekat nez projedou vozidla z pruhu P; po hrané h; do pruhu P,.

Kdyby mnozina ptipustnych ptechodli mezi pruhy toto kritérium nesplitovala, vznikaly by

¢ekaci Casy pii odbocCovani zpiisobené prednosti protijedoucich vozidel a s tim souvisejici
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blokace jinych vozidel. Diky tomuto kritériu také mizeme pracovat pouze se dvémi fazemi

pro kazdou z dvojice kiizovatek.
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5 REPREZENTACE DOPRAVNI SITE V GRAFU

Problematika modelovani dopravnich siti a jejich procest vyzaduje pro své korektni
odzrcadleni a ztoho plynouci pouzitelnost pokud mozno co nejpiesnéjsi modelaci sité
samotné. K této modelaci se v praxi pouzivaji témer vylucné grafy, které maji vysokou
vypovédni hodnotu pii relativné nizkém datovém objemu, jsou snadno editovatelné a
rozsifitelné[3]. Navic, pokud jsou interpretovany v matici, respektive v soustaveé pottebnych
matic, jde s nimi pomoci matematického aparatu elegantn¢ zachézet a optimalizaénimu
softwaru (napt. Matlab, GAMS, Pyomo...) nedéla problém s daty v takovémto formatu

pracovat.

Z tohoto diivodu pfistupujeme ke grafové reprezentaci sité kiizovatek i v této praci. Cilem
je vytvofeni orientované¢ho grafu, ktery bude co nejveérnéji reprezentovat ndmi zvolenou

dopravni sit’.

5.1 Graf sité bez podgrafi kiriZzovatek

Pti modelovani dopravnich siti do grafu existuje n¢kolik pfistupti. Ty mizeme urcit podle
miry abstrakce jednoho uzlu. V nékterych ptipadech, pokud je snaha vymodelovat velkou a
komplexni dopravni sit, se pfistupuje k relativn€ vysoké mife abstrakce. V tomto kontextu
muzeme za vrcholy grafu dosazovat napiiklad celd mésta, poptipadé dokonce jen metropole.

Pfi niZ8i Grovni abstrakce pak pracujeme s uzlem jako jednou kiiZovatkou.

Jelikoz v této praci modelujeme pouze dvojici kfizovatek, mizeme zachytit jesté¢ detailné;si
rozvrzeni uzld, a to tak, ze kazdou ktizovatku vyjadiime jako dal$i mnozinu vrcholl grafu.
Abychom ale zachytili celistvy proces vytvareni grafu, tak nejdiive uvedeme postup
modelace, pii které uvazujeme kazdou kiiZzovatku pouze jako samostatny uzel. Graf
vzniknuvsi timto pfistupem je neorientovany, abychom zachytili obousmérnost kazdé ¢asti
trojice cest. Pfi modelaci budeme vychéazet z obrazku vlozeného vyse v této praci (Obrazek
5. Graficky model sité kiizovatek). Na (Obrazek 8. Graf sité¢ bez reprezentace podgraft
ktizovatek) niZe je zobrazena modelova soustava kiiZovatek, pticemz kazda z kiizovatek je
reprezentovana pouze jednim uzlem. Abychom zajistili obousmérnost kazdé z hran,
zakreslujeme je jako neorientované, z cehoz vyplyva, Ze se da po dané hrané putovat obéma

smery.
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Jak vidime na Obr. 8, pii zapisu kiizovatek jako jednotlivych vrcholii dostavame
neorientovany graf tvofeny osmi uzly a sedmi hranami, pti¢emz uzly i a ig jsou znazornény

puvodni kiizovatky.

Obrazek 8. Graf sité bez reprezentace podgrafu kiizovatek
5.2 Graf sité s podgrafy kriZovatek

Abychom mohli v grafu zachytit situaci pro kazdy z pruhti v siti, musime v§echny koncové
body grafu iy, i,, i4, i5, i7 a ig zdvojit a uzly kiizovatky i3, i nahradit dvojici novych uzli
pro kazdou hranu nalezici k uzlu kiiZzovatky. Provedeni této modifikace ja zndzornéno na
obrazku (Obrazek 9. Graf sité s reprezentaci kiizovatek podgrafy). Pro tuto upravu grafu

jsme se inspirovali praci[20].
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Obrazek 9. Graf sité s reprezentaci kiizovatek podgrafy
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Pomoci této modifikace grafu ziskdvame dva podgrafy sité k, a k,, pomoci kterych miizeme

popsat moznosti volby sméru v ramci kiizovatky. Cely graf jsme také doplnili o orientované

hrany vypovidajici o sméru jizdy v jednotlivych pruzich a moZnostech odboceni v

kiizovatkach.

Kazdé hrané v grafu h,-h,, budeme piitazovat metriku jeji délky, neboli vzdalenosti mezi

uzly, které spojuje. Vyjimkou jsou hrany v kfiZzovatkdch (na Obrazek 9. Graf sité s

reprezentaci kiiZzovatek podgrafy oznaCeny zelenou barvou), pro které v ramci zjednoduseni

neuvazujeme Zzadnou délku, ale pouze smér.
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6 PROCES MODELOVANI DOPRAVNI SITE

6.1 Aplikované zjednodusSeni a postupy

Pted samotnym modelovanim systému sité kizovatek se vSemi jeho ndlezitostmi v této praci
pristupujeme k nekterym zjednoduSenim realného systému. Tato zjednoduseni nadm jednak
pomohou usnadnit proces samotné modelace, druhak diky nim mtzeme zkratit vypocetni

¢as modelu a snizit komplexnost vypocti.

6.1.1 Rychlost jako konstanta

Jelikoz modelujeme dopravni sit’ ve mésté, mizeme predpokladat, Ze maximalni povolena
rychlost vozidel je vy,,, = 50 km/h . Dal§im ptedpokladem je, Ze vozidla, pokud nejsou
zastavena svételnou signalizaci v kiiZzovatkach, udrzuji konstantné maximalni rychlost.
Zastavi-li vozidlo na kiiZzovatce a poté se znovu rozjizdi, je narust rychlosti spojity a
postupny a to az do doby, dokud znovu nenabyde maximalni povolené rychlosti. Jelikoz
jsme pii modelovani hran vstupujicich do kfiZovatek neuvazovali jejich délku, miZzeme
systém idealizovat a pfedpokladat, Ze vozidla dosdhnou maximalni rychlosti uz b&hem
prechodu uzlu ktizovatky do jiného ptipustného uzlu kfiZovatky. To samé zjednoduSeni poté
aplikujeme také na vSechny uzly pfedchazejici uzlim ktizovatek, které mohou byt teoreticky
zastaveny v dusledku zaplnéni kapacity pfimo v uzlu kiizovatky, coz jsou vlastné vSechny
zbyvajici uzly v siti. NeuvaZzujeme tak zddné postupné rozjizdéni ¢i zpomalovani vozidel,

ale pouze konstantni rychlost 50 km/h, nebo rychlost nulovou.

6.1.2 Omezeni poctu signali na dva

Pro dalsi zjednoduseni musime jest¢ jednou poupravit pifistup k hrandm v kiizovatkach.
Zatim jsme pro n¢ uvazovali pouze nulovou délku. Nicméné v disledku nulové délky
musime do zjednoduseni piidat také nulovy cas, za ktery vozidla hranou projedou.
V disledku tohoto zjednoduSeni si mizeme dovolit vynechat signal ,,pozor®, jelikoz jeho
existence je podlozena pfedevSim bezpecnostnimi ditvody vtom smyslu, aby vozidla
vstoupivsi do kiizovatky stihly kfizovatku také bezpecné opustit. V modelu proto budeme

pouzivat pouze signal ,,volno* a signal ,,stat*.

6.1.3 Rozsireni grafu za ucelem ¢asové diskretizace

Ucelem této prace bylo vytvofit model s diskrétnim pojetim Gasu. Abychom toto dodrzeli,

zavadime pojem casovy krok. Pouziti diskretizace modelu v ¢ase nam poskytuje odlisnou a
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jednodussi moznost reprezentace grafu a jeho celkové pojeti pti zachovani stejné vypoveédni

hodnoty.

Pro modifikaci grafu na zéklad¢ Casové diskretizace je neméné diilezité jedno z nasich
predchozich zjednodusenti, a to pojeti rychlosti jako konstanty. Diky tomu mizZeme nastavit
casovy krok presné podle potteb modelované sit¢ ve smyslu optimalni ujeté vzdalenosti za
casovy krok. Jelikoz je nutné, abychom rozdélili cestu na stejné velké ¢asti, jejichz velikost
bude dana soucinem casového kroku a rychlosti, ktera je v naSem ptipadé¢ 50 km/h, a
abychom zéaroven zachovali pravidlo, ze hranice kazdého useku vstupujiciho do kiizovatky
musi splyvat shranou kifizovatky, pficemz mdame Ctvefici riznych vzdalenosti
(100 m, 150 m, 200 m, 300 m) mezi hranicemi kiiZzovatek, poptipad¢ hranici kfizovatky a
zacatkem nebo koncem dopravni sité, pfistupujeme pro Casovy krok k hodnoté 3,6 s,
abychom dostali délku ¢asti cesty rovnu nejvy$§Simu moznému spolecnému déliteli
vzdalenosti v dopravni siti, tedy 50 m. Tato hodnota c¢asového kroku byla lehce
zaokrouhlena, diky ¢emuz vznikne lehka odchylka mezi délkami v grafickém modelu a
délkami v matematickém modelu. Tato odchylka je vSak velmi mal4 a neni rozhoduyjici,

proto ji miiZeme zanedbat.

Postup modifikace grafu pomoci ¢asové diskretizace je zachycen na obrazku (Obrazek 10.

Znézornéni postupu pii ¢asové diskretizaci).

150m

b U4
‘;b uz

50m 50m 50m

Obrazek 10. Znazornéni postupu pii ¢asové diskretizaci
Provedenou upravou sité jsme ziskali mnoZzinu stejn¢ dlouhych usekii. Nyni miZzeme piejit
k modifikaci grafu samotného. Provedeme to tak, ze kazdy z useki budeme reprezentovat
uzlem. Diky tomu, Ze maji vSechny useky stejnou délku, neni uz diivéjsi pouzitd metrika
vzdalenosti u hran potieba, jelikoz hodnotu vzdalenosti touto Gpravou prevzali samotné uzly.

Kazdy tak reprezentuje padesatimetrovy tisek cesty. Proto mizeme ptikrocit 1 k Gipravé hran
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tak, ze nebudeme vibec uvazovat jejich délku, ale pouze jejich smér. Provedena operace

v grafu je naznacena na obrazku (Obrazek 11. Ptepis uzli konstantni délky do grafu).

150m
U4 Us Us
O O O
Ui U2 us
O O O

Obrazek 11. Prepis uzli konstantni délky do grafu

Touto modifikaci grafu se rozsifil celkovy pocet uzli v grafu z piivodnich 28 (Obrazek 9.

Graf sit¢ s reprezentaci kiizovatek podgrafy) na 62 uzla.

6.2 MnoZiny

I

Inoend
Iinput
IinK
InoK nokE
Rl,]

K

F

T

6.3 Parametry
Cmax

L
krizfaz, r
krizflow; j ¢ (t)

turnR

mnozina vSech bun¢k (uzli)

mnozina vSech bunék, které nejsou konecné

mnozina vSech bunék, které vstupuji do site

mnozina vSech bunék vstupujicich do kiizovatky
mnoZina bunék, které nejsou v kiiZovatce ani na konci
mnozina propustnosti bunék z i do j

mnozina vSech kfizovatek

mnozina vSech fazi

mnozina vSech ¢asovych iteraci

maximalni pocet vozil v burice i
prislusnost krizovatka-faze
indikator pruchodu z i do j ve fazi f a Case

pomér odbocujicich vozidel pro buniky v kiizovatce jako konstanta
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6.4 Proménné

randCount promeénna pro popis poctu vozl vjizdéjicich do sité
C;(t) pocet vozidel v bufice i a Case t
statey s (t) aktualni faze v kiizovatce a Case, binarni proménna
fij(®) pocet aut piejizd&jicich z buniky i do buriky j
fijak(®) pocet aut piejizdejicich z burnky v kiiZzovatce
6.5 Model
N N
min Z Z Ci(t) — fi; () + Z C;(t) (L,j) ERy (1.1)
ie[noKnoE =1 ielink  t=1
— fijark(®) (L,g) ER;;
teT
s.t.
C;(t) < z Cimax teT (1.2)
ieynoend ie[noend Ci(t) > 0
z krizfaze () = 1 keKLtET (13)
fEF
C;(t) = randCount teT (1.4)

i € ImPut ¢ =1
randCount € (5,8)

Ci(t)=0
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C;(t) = min {[C[*** — C;(t — 1)], randCount} i € [inPut ¢ > 2 (1.5)
teT
Ci(t) =0
£, @) = min{C/*™ - ; (1), C;(1)} LjelLteT (1.6)
(i,j) ERy;j
fij(©) =0
fijare® =min{C"™ — C;(1), C;(t) i € [inK (1.7)

. turnR,statek,f(t),krizflowi,j,k,f(t)} keEK fEFtET
+ min{Cg"ax — C4(0), C; (1)

- (G(®

- turnR), statey, ;(¢), krizflow; g 1 ;(t)}

(ilj)l (lr Q) € Ri'j

fijarx@® =0
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7 POPIS MODELU

Vyse navrzeny model je, diky provedeni fady zjednoduSeni nad idealizovanou siti
kiizovatek, linearni s diskrétnim pojetim casu. Pomoci tc¢elové funkce (1.1) minimalizujeme
pocet vozii v buiikach a v Case, které v dalsim ¢asovém kroku ziistavaji ve stejné bunce.
Tento vyskyt mize v modelu zplsobit pouze Cervena na semaforu a ztoho plynouci
postupné plnéni dalSich bunék. Prvni omezeni (1.2) zabezpecuje, ze v zadné z bunék se
nemuze v jednom cCase vyskytovat véts§i mnozstvi vozii, nez je udané maximum pro danou
buiku. Rovnost (1.3) zabezpecuje, Ze na kazdé kiizovatce v kazdém Case muze byt aktivni
pouze jedna faze. V rovnici (1.4) pro inicializaci modelu plnime bunky vstupujici do
kiizovatky ndhodnym poctem od 5 do 8 v ¢ase 1. Dalsi vztah (1.5) ur€uje, Ze do vstupnich
bunck v kazdé Casové iteraci vjizdi nahodny pocet vozl. Rovnost (1.6) definuje mnozstvi
vozu piejizdéjicich mezi dvéma bunikami. Posledni omezeni (1.7) upravuje definici mnoZzstvi
ptejizdéjicich vozli mezi buiikami pro buiky v kfizovatce, pricemz zohledituje moznost
odboceni. K tomuto modelu byl v rdmci této bakaldiské prace vypracovan také hruby navrh

mozné implementace modelu v prosttedi GAMS.
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ZAVER

Cilem této prace bylo navrhnout pfistup pro optimalizaci a koordinaci provozu v méstské
dopravé. Tento pfistup, stejné jako jednotliva zjednoduSeni k nému nalezici, byl popsan
v praktické ¢asti této prace. Ta také obsahuje matematicky model pro danou sit’, ktery odrazi

zvoleny pfistup.

Naznacené feSeni za pouziti zjednoduseni sit¢ pomoci metod prezentovanych v této praci by
se dalo uplatnit i na jiné, vétsi dopravni sité. Toto pfeneseni metod a modifikaci sit€ a modelu
by mohlo byt pfedmétem nasledujici prace. Aplikace modelu by byla mozna i na §irsi silnice

ve smyslu naptiklad téch ctytproudovych.

Pokud bychom chtéli metody popsané v této praci uplatnit naptiklad pro tfidu Tomase Bati
ve mésté Zlin¢, musel by model projit jistou modifikaci. Pfedev§im bychom museli ptidat
moznost odbocovani na kiizovatkach i doleva, poptipadé rozsitit model o faze, kdy ma
zelenou naptiklad jen odbocCovaci pruh. V redlu na této silnici dochézi také ke koliznim
kiizenim tras v jedné fazi, coz bychom taktéZ nesméli opomenout. Dale bychom poté museli
také vzit v ivahu pfechody pro chodce a k nim pfisluSejici stfedové ostriivky. Nesméli
bychom zapomenout ani na odboCovaci pruhy a vhodné vymodelovat jejich postupné
zaplnéni se zvySujicim se provozem. Do modelu bychom také mohli zandSet redlné

naméfena data, poptipadé¢ data, kterd byla vypozorovany na této konkrétni ceste.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

LP Linear programming
MILP Mixed-integer linear programming

GAMS General Algebraic Modeling System
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PRILOHA P I: ZDROJOVY KOD Z PROGRAMU GAMS

I~

10
11
12

13

14

15
16
17

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

Seolcom //

* ok Kk kK sets * ok Kk kK

set i mnozina vsech bunek / il * 148 /;

alias(i,J,q);

set iinkriz (i)

/ i4, il0, 114, i20, i27, 133,

set iinput (i)

/ i1, 113, 125, 131, i37, 143 /;

set Inkriz (i)
/ 12,
i18,

i3, 1i5, 1ie6, i7,

i23,

ig, 19, i11,

i19, i21, i22, iz4, iz2e,

i34, i35, 136, 138, 140, i41, i42,

set inoknoe mnozina vsech bunek,
krizovatce;

set inoend mnozina vsech bunek,

set k mnozina vsech krizovatek / k1,

i39,

mnozina vsech bunek vstupujicich do krizovatky

i45 /;

mnozina vsech bunek vstupnich do site

mnozina vsech bunek mimo krizovatku

ilz, i15, ile, 117,

iz28, 129, 130, 132,

i44, i4e6, 147, i48 /

ktere nejsou konecne a nejsou

ktere nejsou konecne;

k2 /;

set t mnozina vsech casovych kroku / tl1*t50 /;

set f mnozina fazi / fl1*f4 /;

set bunkyVazba (i, ])
/

il.i2

i2.13

i3.14

i4.(15,128)

i5.16

i6.17

i7.18

i8.19

i9.1i10
i10.(4i11,140)
ill.i12
i13.114

i14.(115,146)

'vazba mezi bunkami'

v



33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62

63

64

i15
il6.
117
i18
i19.
i20.
i21
i22
i23.
i25.
i26.
i27.
i28.
i29.
i31.
132
133.
i34.
i35.
i37.
i38
i39.
i40.
i41.
i43.
i44
145.
i46.
i47.
/;

table pruchod (i, j)

a.

O O O O O k-

.116

i17

.118
.119

i20
(121,134)

.122
.123

iz24
i26
i27
(128,121)
i29
i30
i32

.133

(134,15)
i35
i36
i38

.139

(140,115)
i41
id42
i44

.145

(146,1i11)
147
148

il
i9
il7
i25
i33
i41

© ocoooo

i2
i10
il8
i26
i34
i42

o O O o

'pruchodnost bunek’

i3
ill
i19
i27
i35
i43

[eoNoNeoNe)

i4
i12
120
i28
i36

i44

[oNeoNeNe]

i5
il13
i21
i29
i37

i45

o oo oo

i6
il4
122
i30
i38
146

oo o oo

i7
il5
i23
i31
i39
i47

oNeoNoNeNe]

i8
il6
i24
i32
140
148

O O O oo



i2

65

i3

66

id

67

i5

68

i6

69

i7

70

i8

71

i9

72

i10

73

ill

74



il12

75

i13

76

i14

77

i15

78

ilé6

79

il7

80

i18

81

i19

82

i20

83



i21

84

i22

85

i23

86

iz24

87

i25

88

i26

89

i27

90

i28

91

i29

92

i30

93



i31

94

i32

95

i33

96

i34

97

i35

98

i36

99

i37

100

i38

101

i39

102



140

103

i41

104

i42

105

i43

106

i44

107

i45

108

i46

109

i47

110

148

111

112



113

114
115
116

117

118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150

table krizFaz (k, f)

k1
k2

a.

f1l

£3

1
0

4

table bunkaFaze (f,ikriz)

fl
£2
£3
f4

a.

i4

o o o =

i10

***** parameters,

parameter tLen delka casoveho kroku / 3.6 /;

parameter maxCount (i)

/11
i2
i3
id
i5
i6
i7
i8
i9
ilo0
i1l
i12
i13
il4
il5
il6
i17
i18
i19
120
i21
i22
i23
i24
i25
126

15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
INF
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
INF
15
15

o B O O

il4

tables,

o B O O

i20

o o o =

i27

scalars **x**x*

o O = O

i33

'prislusnost fazi ke krizovatkam'

o O = O

i39

'maximalni pocet vozidel v bunce'

= O O O

145
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151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181

182

183
184

185
186
187
188

i27 15
i28 15
i29 15
i30 INF
i31 15
i32 15
i33 15
i34 15
i35 15
i36 INF
i37 15
i38 15
i39 15
i40 15
i41 15
i42 INF
i43 15
i44 15
i45 15
id6 15
i47 15
i48 INF/

parameter cellInStage (ikriz, f);

cellInStage (ikriz, f)$bunkaFaze (f,ikriz)=yes;
parameter stageInKriz(k,f);
stageInKriz (k, f)$krizFaz (k, f)=yes;

parameter krizFlowBun(i,j,k,£f,t);

parameter turnR pro pomer odbocovani;

x*kkk* yariables **kE*

positive variable c(i,t) pocet vozu v bunce i case t; //rozhodovaci
promenna

positive variable in(iinput,t) pocet vozu ve startovnich bunkach a
case t

positive variable flow (i, j,t) pocet aut prejizdejicich z i do j

positive variable flowKriz(i,j,q,k,f,t) vyjadreni toku ruynzmi smery
v krizovatce

binary variable state(k,f,t) krizovatka faze cas 1 nebo 0;
variable u ucelova funkce;
***** objective function, equations ****x*

equation initFlow (iinput,t);



189
190
191

192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203

204
205

206
207
208
209
210

initFlow(iinput,'l').. in(iinput,'l')=e=uniformint (4,8);
equation inputFlow (iinput, t);

inputFlow (iinput,t)$ ((ord(t)>1) and (c(iinput,t)<=14))..
in(iinput, t)=e=in(iinput,t-1) - out(iinput,t-1) + uniformint(2,8);

equation flowNoKriz (inkriz,t);
flow(i,j,t)..min((maxCount(j)-c(j,t)),c(i,t)) * pruchod(i,]);
equation outflow (i, j,t);

outflow(i,j,t).. out(i,j,t)=e=min (maxCount(j)-c(j,t),c(i,t));
equation maxCountInCell (i,t);
maxCountInCell..sum(i,c (i, t))=1l=sum(i,maxCount (i)):;

equation oneStage(k,f,t);

oneStage (k, f,t)..sum(f,state(k, £, t))=1;

equation flowBetween (i, 7, t);
flowBetween..flow (i, j,t)=min (maxCount (j)-c(j,t),c(i,t));
equation flowInIntersection(i,j,q,k,t);

flowInIntersection(iinkriz,j,q,k,t)..flowKriz=min ( (maxCount (j) -
c(j,t)*turnR),state(k,f,t), krizFlowBun (i, j,k, f,t)) +min ( (maxCount (q)
-c (g, t) *turnR),state(k,f,t),krizFlowBun(i,q, k, £,t));

equation ucelovaFce(i,j,q,f,k,£,t);

ucelovaFce(i,3,q,f,k,£,t)..u=sum(i,sum(t,c(i, t) -
flow(i,j,t)))+sum(i,sum(t,c(i,t)-flowKriz (i,]J,q,k,£,t)));

option optcr=0.15;
option resLim=100000;
option iterlim=10000000;
model schenk model/all/;

solve schenk model minimizing u using mip;
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