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ABSTRAKT 

Cílem této bakalářské práce bylo vytvoření kompletního popisu kinematiky existujícího 

robotického ramena se 3 stupni volnosti. Dalším cílem bylo pomocí tohoto popisu odvodit 

pohybové rovnice se zvoleným břemenem zátěže. Následovalo  vytvoření dynamického 

modelu uvedeného uspořádání a na tomto modelu byla experimentálně ověřena možnost 

řízení pohybu pomocí autonomního řízení kloubů. Správnost výpočtu kinematického a 

dynamického modelu byla ověřena simulací v prostředí SolidWorks a Dynast.  

Klíčová slova: 

Kinematika, Denavit-Hartenberg, dynamika, pohybové rovnice, robot, SolidWorks, Dynast 

 

ABSTRACT 

 

The aim of my bachelor thesis was to create a complete description of the kinematics of an 

existing robotic arm with 3 degrees of freedom. Using this description, deduce motion 

equations with the selected load burden. Then create a dynamic model of this layout and 

experimentally verify the motion control capability with autonomous joints control on this 

model. 

Verify the accuracy of the kinematic and dynamic model calculation by simulation in Solid-

Works and Dynast. 

 

Keywords: 

Kinematics, Denavit-Hartenberg, Dynamics, Motion Equations, Robot, Solidworks, Dynast 
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ÚVOD 

Společnost se obecně posouvá od informační společnosti ke společnosti vědění a od 

společnosti vědění ke společnosti „všudypřítomného vědění”. Ve společnosti 

všudypřítomného vědění bude úloha, kterou mají hrát inteligentní a autonomní stroje, 

představovat klíčovou otázku pro tvůrce politik. Mechatronika většinu z těchto problémů 

řeší pomocí kombinace mechaniky, elektroniky a softwarového inženýrství.  

Mechatronika studuje:  

 kinematiku ideálně tuhých těles vázaných kinematickými dvojicemi v prostoru 

(přímá a inverzní kinematická úloha),  

 dynamické chování ideálně tuhých těles vázaných kinematickými dvojicemi 

v prostoru (přímá a inverzní dynamická úloha),  

 analýzu a návrh elektromechanických akčních členů a jejich řízení,  

 zákony řízení pohybu pro tyto systémy, vestavěné distribuované řídicí systémy 

reálného času,  

 využití principů umělé inteligence pro orientaci a plnění zadaných úloh autonomních 

systémů s řízením pohybu v 3D prostoru. 

 analýzu a návrh pro vnitřní a vnější senzorické systémy včetně signal processingu. 

 

Při analýze (studiu činnosti) a následné syntéze (návrhu nových částí) technických systémů 

(např. řízení pohybu mechanických soustav pomocí elektrických nebo elektro-

hydraulických pohonů) jsme nuceni pracovat se systémy s nezanedbatelnou interakcí 

různých nosičů energie (elektromagnetické pole, tuhá nebo pružná mechanická tělesa, 

kapalina, plyn). 

Jednou ze součástí mechatroniky je robotika. 

A právě robotikou se zabývá strategie EU Robotika 2020 a nastiňuje současný vývoj takto: 

„Technologie robotiky bude hrát v nadcházejícím desetiletí prim. Bude ovlivňovat každý 

aspekt práce a domova. Robotika má potenciál transformovat životy a pracovní postupy, 

zvyšovat úrovně efektivity, bezpečnosti a poskytovaných služeb a vytvářet pracovní místa. 

Její vliv bude postupem času růst stejně jako interakce mezi roboty a lidmi” (The future of 

work: robotics). 
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Stejně jako nyní budou ve světě všudypřítomných technologií lidé komunikovat mezi sebou 

(člověk - člověk) a stroje budou komunikovat s lidmi (člověk - stroj), avšak stroje (včetně 

robotů) budou také komunikovat mezi sebou (stroj - stroj). Očekává se, že počet zařízení 

zapojených do komunikace stroj - stroj bude exponenciálně růst a že do roku 2020 počet 

„inteligentních předmětů” schopných vzájemně komunikovat a spolupracovat s lidmi 

dosáhne přibližně 50 milionů a to přesně zapadá do moderních konceptů informační 

společnosti, jako jsou Průmysl 4.0 (Industry 4.0) nebo Internet věcí (Internet of Things). 

Cílem této bakalářské práce je na zadaném robotickém rameni: 

 vyřešit základní kinematické úkoly (přímou a inverzní kinematickou úlohu); 

 s pomocí takto vyřešených úloh sestavit pohybové rovnice pro jednotlivé články; 

 zobrazit robotickou paži v 3D programech Geogebra a SolidWorks; 

 správnost výpočtu kinematického modelu a dynamických rovnic ověřit simulací v 

prostředí Dynast; 

 na základě modelu v programu Dynast navrhnout jednoduché regulace pro motory v 

kloubech robotické struktury. 
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I.  TEORETICKÁ ČÁST 
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1 KINEMATIKA 

Kinematika je část mechaniky, která se zabývá klasifikací a popisem různých druhů pohybu, 

ale nezabývá se jeho příčinami. Kinematika se tedy zaměřuje na geometrické sledování 

pohybu v robotice. 

Pohybem budeme rozumět jakoukoliv změnu polohy nebo orientace tělesa. Pro popis 

pohybu můžeme používat tyto fyzikální veličiny  (Halliday, Resnick, Walker, 2013): dráhu, 

rychlost, zrychlení a ryv (jerk).  

Dráha je definována jako délka trajektorie, kterou hmotný bod opíše za určitou dobu 

(fyzikální vektorová veličina, značka s, jednotka metr-m). 

Rychlost je charakteristika pohybu, která určuje, jakým způsobem se mění poloha 

tělesa (hmotného bodu) v čase (fyzikální vektorová veličina, značka v, derivace dráhy podle 

času, jednotka 
𝑚

𝑠
). 

Zrychlení jako  charakteristika pohybu určuje, jakým způsobem se mění rychlost 

tělesa (hmotného bodu) v čase (fyzikální vektorová veličina, značka a, derivace rychlosti 

podle času, druhá derivace dráhy podle času jednotka 
𝑚

𝑠2). 

Ryv (jerk) udává, jakým způsobem se mění zrychlení tělesa (hmotného bodu) v čase 

(fyzikální vektorová veličina, značka j, derivace zrychlení podle času, jednotka 
𝑚

𝑠3). 

Polohování je přenesení koncového efektoru do libovolného bodu v pohotovostním 

prostoru, zatímco orientace je pohyb koncového efektoru do požadované orientace v dané 

poloze. Polohování je úloha ramene (manipulátoru) a orientace je úlohou zápěstí. Kvůli 

zjednodušení kinematické analýzy můžeme oddělit polohování od orientace koncového 

efektoru. 

„Pokud jde o uspořádání v kinematickém smyslu, 6DOF (stupňů volnosti) robota obsahuje 

šest postupných pohyblivých článků a 6 kloubů, kde u nejméně dvou posledních článků je 

nulová délka článku. Obecně je téměř každý kinematický problém interpretovatelný jako 

sčítání vektorů. Nicméně, každý vektor ve vektorové rovnici musí být transformovaný 

a vyjádřený v společné souřadnicové soustavě” (Úředníček, 2012, str. 26).  

https://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanika
https://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanick%C3%BD_pohyb
https://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanick%C3%BD_pohyb
https://cs.wikipedia.org/wiki/Poloha_t%C4%9Blesa
https://cs.wikipedia.org/wiki/Poloha_t%C4%9Blesa
https://cs.wikipedia.org/wiki/Soustava_sou%C5%99adnic
https://cs.wikipedia.org/wiki/%C4%8Cas
https://cs.wikipedia.org/wiki/Pohyb
https://cs.wikipedia.org/wiki/Rychlost
https://cs.wikipedia.org/wiki/T%C4%9Bleso
https://cs.wikipedia.org/wiki/Hmotn%C3%BD_bod
https://cs.wikipedia.org/wiki/%C4%8Cas
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1.1 Základní úlohy kinematiky 

Kinematika v robotice řeší tyto základní úlohy:  

Přímá kinematická úloha nastává tehdy, jsou-li známá kinematické data pro kloubové 

souřadnice a jsou použita pro nalezení souřadnic v základní soustavě souřadnic. 

Inverzní kinematická úloha nastává tehdy, jsou-li známá kinematické data pro koncový 

efektor v kartézské souřadné soustavě a máme nalézt kinematická data pro kloubové 

souřadnice. 

„Inverzní kinematická úloha je většinou nelineární a obyčejně mnohem komplikovanější 

problém než přímý kinematický problém. Jestliže byl problém inverzní polohy vyřešen, 

inverzní rychlost a zrychlení jsou lineární a mnohem jednodušší. Říká se, že iterativní poloha 

má uzavřenou formu, není-li iterativní” (Úředníček, 2012, str. 26).  

Souřadnicový systém a souřadnice  

V robotice každému článku robota a každému objektu okolí robota přiřazujeme jednu nebo 

více souřadných soustav. Komunikace mezi souřadnými soustavami (nazývaná 

transformace referenčních systémů) je při modelování a programování robotů základní 

pojem.  

Rotace tuhého tělesa může být popsána jedním z více způsobů. Nejznámější jsou:  

 Množina rotací v globálně pevném pravotočivém kartézském souřadném systému. 

 Množina rotací v pohyblivém pravotočivém kartézském souřadném systému.  

 Úhlové otáčení okolo pevné osy v prostoru.  

Pevný (globální) referenční systém je nepohyblivý souřadnicový systém spojený s rámem. 

Tedy pohyb robota se uskutečňuje v pevném referenčním systému nazvaném globální 

referenční systém. 

Pohyblivý referenční systém je referenční systém nazvaný lokální (tělesový) referenční 

systém a je pevně spojen s daným tuhým tělesem. 

Poloha a orientace článku vzhledem k rámu je popsána jako poloha a orientace jeho 

lokálního referenčního systému v globálním referenčním systému. 
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Při analýze robota umístíme globální referenční systém na rám a spojíme lokální referenční 

systém s každým jednotlivým článkem. Nejčastěji používaný je v robotice kartézský 

souřadnicový systém, ale používají se i cylindrický (válcový), sférický, angulární a další.  

1.2 Pravotočivá soustava souřadnic  

V (třírozměrném) eukleidovském prostoru tvoří kartézskou soustavu souřadnic tří navzájem 

kolmé osy. Souřadnice bodu jsou jeho vzdálenosti od tří rovin, které se protínají v osách x, 

y, z. Podle toho, v jakém pořadí se osy uvádějí, se někdy rozlišuje pravotočivá a levotočivá 

soustava souřadnic. Osa x nechť směřuje přímo vpřed, osa y nechť směřuje vlevo a osa  z 

nechť směřuje vzhůru. Taková soustava se nazývá pravotočivá souřadná soustava. 

Zaměníme-li osy x a y, získáme souřadnou soustavu levotočivou. 

Obrázek 1 Zobrazení pravotočivé a levotočivé souřadné soustavy 

 

 

 

 

 

 

 

 

Zdroj: vlastní tvorba 

1.3 Zavedení souřadných systémů podle Denavit - Hartenberga  

Nejvíce rozšířenou metodou používanou při zavedení souřadných soustav v kinematice 

sériových robotů je metoda založena na Denavit - Hartenbergově (DH)  notaci pro 

definování souřadných soustav prostorového mechanismu a vytvoření homogenních 

transformací bodů. Pro reprezentaci prostorových transformací polohového vektoru bodu je 

použita matice 4 x 4 nebo homogenní transformace. Metoda transformační matice je 

nejčastěji používanou technikou pro kinematický popis pohybu robota. Následující obrázek 

ukazuje zadané kinematické uspořádání robota a souřadné soustavy zavedené k jednotlivým 

tělesům ve shodě s tzv. DH pravidly 
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Obrázek 2 Kinematické uspořádání robota a souřadné soustavy 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Zdroj: vlastní tvorba 

. 

Výzkumníci v kinematice robota zkoušeli i alternativní metody reprezentace transformací 

tuhého tělesa založené na matematických či fyzikálních konceptech. Takové jsou Šroubová 

teorie, Lie-ova algebra, Y-algebra. I když Šroubová teorie a Lie-ova algebra mohou být 

úspěšně použity pro analýzu robota, stejně jejich výsledek by měl být nakonec vyjádřený 

maticově. 

1.4 Denavit-Hartenbergova symbolika 

Sériový robot s n klouby má n+1 článků. Očíslujme články počínajíc (0) pro nepohyblivý 

základní, se zemí spojený článek a postupně až po (n) pro článek koncového efektoru. 

Očíslujme klouby počínajíc 1 pro kloub spojující první pohyblivý článek s nepohyblivým 

základním, se zemí spojeným článkem a postupně až po n. Tedy článek (i) je spojen s před-

chozím článkem blíže základnímu (i-1) prostřednictvím kloubu i a s následujícím blíže k 

efektoru kloubem i+1 
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 Obrázek 3   Efektor s kloubem. 3                                                  Obrázek 4  Sériový robot s klouby                                      

 

 

 

 

 

 

Zdroj: Úředníček, 2018, online      Zdroj: Úředníček, 2018, online  

Denavid - Hartenbergova symbolika (notace): 

 Osa zi je spojena s osou i +1 kloubu. 

 Osa xi je definována podél společné normály os zi-1 a zi směřuje od zi-1 k zi . 

 Osa yi je definována pomocí vektorového součinu.  yi=
𝑧𝑖⊗𝑥𝑖

|𝑧𝑖⊗𝑥𝑖|
 . 

Délka článku ai je vzdálenost mezi osami zi-1 a zi podél osy xi. Délku článku ai nazýváme 

kinematická délka článku (i).  

Zkroucení článku αi je rotace osy zi-1 okolo osy xi, aby se stala paralelní s osou zi.  

Vzdálenost kloubu di je vzdálenost mezi osami xi-1 a xi podél osy zi-1 . Vzdálenost kloubu 

je někdy nazývaná offset článku.  

Úhel článku Θi je požadované otočení osy xi-1 okolo zi-1, aby se stala paralelní s osou xi . 

Tyto parametry určují jednoznačně transformační matici mezi souřadnými soustavami i  

a i-1. Pro náš případ jsou parametry DH notace uvedeny v tabulce 1. 

Tabulka 1 DH notace  

Zdroj: vlastní tvorba 

Určíme transformační homogenní kinematické transformační matice pro přepočet souřadnic 

libovolného bodu v s.s. i do s.s. i-1: 

parametr 

číslo čl. 

ai αi di Θi 

1 z0→z1 podél x1=> 0 z0→z1 okolo x1=>90° x0→x1 podél z0=> h x0→x1 okolo z0=> Θ 

2 z1→z2 podél x2=>-b z1→z2 okolo x2=> 0° x1→x2 podél z1=> 0 x1→x2 okolo z1=> -α 

3 z2→z3 podél x3=> r z2→z3 okolo x3=>90° x2→x3 podél z2=> 0 x2→x3 okolo z2=> 180+ α 

4 z3→z4 podél x4=> 0 z3→z4 okolo x4=> 0°  x3→x4 podél z3=> -s x3→x4 okolo z3=> 0 
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i-1Ti=[

cos⁡(θ𝑖⁡) −cos⁡(α𝑖 ⁡)sin⁡(θ𝑖) sin⁡(α𝑖)sin⁡(θ𝑖) a𝑖cos⁡(θ𝑖)

sin⁡(θ𝑖) cos⁡(α𝑖)cos⁡(θ𝑖) − sin(α𝑖) cos⁡(θ𝑖) a𝑖sin⁡(θ𝑖)
0 sin⁡(α𝑖) cos⁡(α𝑖) d𝑖 ⁡
0 0 0 1

] 

Zdroj: Úředníček, 2018, výukové materiály 

1.5 Transformační matice  

Pro vytvoření transformační matice vycházíme ze dvou shodných souřadných systémů A𝑖-1 

a A𝑖. Následně provedeme takové pohyby, které soustavu A𝑖 překryjí se soustavou  

A𝑖-1. Soustava A𝑖-1 slouží jako globální soustava a všechny tyto pohyby a rotace se provádějí 

kolem A𝑖 podle globálních os. 

 

0T1=

[
 
 
 
 cos⁡(θ) −cos⁡(

π

2
)sin⁡(θ) sin⁡(

π

2
)sin⁡(θ) 0

sin⁡(θ) cos⁡(
π

2
)cos⁡(θ) −sin⁡(

π

2
)cos⁡(θ) 0

0 sin⁡(
π

2
) cos⁡(

π

2
) h

0 0 0 1]
 
 
 
 

=[

cos⁡(θ) 0 sin⁡(θ) 0
sin⁡(θ) 0 −cos⁡(θ) 0

0 1 0 h
0 0 0 1

] 

 

1T2=[

cos⁡(−α) −cos⁡(0)sin⁡(−α) sin⁡(0)sin⁡(−α) −bcos⁡(−α)
sin⁡(−α) cos⁡(0)cos⁡(−α) −sin⁡(0)cos⁡(−α) −bsin⁡(−α)

0 sin⁡(0) cos⁡(0) h
0 0 0 1

]=

[

cos⁡(α) sin⁡(α) 0 −bcos⁡(α)
−sin⁡(α) cos⁡(α) 0 bsin⁡(α)

0 0 1 h
0 0 0 1

] 

1.6 Poloha hmoty kladky a pohonu na konci ramene  

Poloha hmoty kladky a pohonu na konci ramene v souřadné soustavě Ox2y2z2 je 

[

0
0
0
1

] 

Absolutní poloha hmoty kladky a pohonu na konci ramene je 
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[

𝑥𝑘𝑙

𝑦𝑘𝑙

𝑧𝑘𝑙

1

] = [

cos⁡(θ)cos⁡(α) cos⁡(θ)sin(α) sin⁡(θ) −bcos⁡(θ)cos⁡(α)
sin⁡(θ)cos⁡(α) sin⁡(θ)sin⁡(α) −cos⁡(θ) −bsin⁡(θ)cos⁡(α)

−sin⁡(α) cos⁡(α) 0 h + bsin⁡(α)
0 0 0 1

] ∗ [

0
0
0
1

]

= [

−bcos⁡(θ)cos⁡(α)
−bsin⁡(θ)cos⁡(α)

h + bsin⁡(α)
1

] 

 

2T3=

[
 
 
 
 cos⁡(π + α) −cos⁡(π + α)sin⁡(

π

2
) sin⁡(π + α)sin⁡(

π

2
) rcos⁡(α)

sin⁡(π + α) cos⁡(π + α)cos⁡(
π

2
) −sin⁡(π + α)cos⁡(

π

2
) −rsin⁡(α)

0 sin⁡(
π

2
) cos⁡(

π

2
) 0

0 0 0 1 ]
 
 
 
 

⁡= 

=⁡[

−cos⁡(α) cos⁡(α) −sin⁡(α) rcos⁡(α)
−sin⁡(α) 0 0 −rsin⁡(α)

0 1 0 0
0 0 0 1

] 

 

3T4=[

cos⁡(0) −cos⁡(0)sin⁡(0) sin⁡(0)sin⁡(0) 0
sin⁡(0) cos⁡(0)cos⁡(0) −sin⁡(0)cos⁡(0) −rsin⁡(0)

0 sin⁡(0) cos⁡(0) −s
0 0 0 1

]⁡=⁡[

1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 −s
0 0 0 1

] 

 

Transformace 0T2=
 

0T1*
1T2=[

cos⁡(θ) 0 sin⁡(θ) 0
sin⁡(θ) 0 −cos⁡(θ) 0

0 1 0 h
0 0 0 1

]*[

cos⁡(α) 0 −sin⁡(α) −bcos⁡(α)
−sin⁡(α) 0 cos⁡(α) bsin⁡(−α)

0 1 0 0
0 0 0 1

]= 

=[

cos⁡(θ)cos⁡(α) cos⁡(θ)sin(α) sin⁡(θ) −bcos⁡(θ)cos⁡(α)
sin⁡(θ)cos⁡(α) sin⁡(θ)sin⁡(α) −cos⁡(θ) −bsin⁡(θ)cos⁡(α)

−sin⁡(α) cos⁡(α) 0 h + bsin⁡(α)
0 0 0 1

] 
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Transformace 0T3=
 0T1*

1T2*
2T3= 

=[

cos⁡(θ)cos⁡(α) cos⁡(θ)sin(α) sin⁡(θ) −bcos⁡(θ)cos⁡(α)
sin⁡(θ)cos⁡(α) sin⁡(θ)sin⁡(α) −cos⁡(θ) −bsin⁡(θ)cos⁡(α)

−sin⁡(α) cos⁡(α) 0 h + bsin⁡(α)
0 0 0 1

]*

[

−cos⁡(α) 0 −sin⁡(α) −rcos⁡(α)
−sin⁡(α) 0 cos⁡(α) −rsin⁡(α)

0 1 0 0
0 0 0 1

]= 

=[

−cos⁡(θ) sin⁡(θ) 0 − rcos(θ) − bcos⁡(θ)cos⁡(α)

−sin⁡(θ) −cos⁡(θ) 0 − rsin(θ) − bsin⁡(θ)cos⁡(α)
0 0 1 h + bsin⁡(α)
0 0 0 1

] 

 

Transformace 0T4=
 0T1*

1T2*
2T3 *

3T4= 

[

−cos⁡(θ) sin⁡(θ) 0 − rcos(θ) − bcos⁡(θ)cos⁡(α)

−sin⁡(θ) −cos⁡(θ) 0 − rsin(θ) − bsin⁡(θ)cos⁡(α)
0 0 1 h + bsin⁡(α)
0 0 0 1

]*[

1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 −s
0 0 0 1

]= 

 

=[

−cos⁡(θ) sin⁡(θ) 0 − rcos(θ) − bcos⁡(θ)cos⁡(α)

−sin⁡(θ) −cos(θ)) 0 − rsin(θ) − bsin⁡(θ)cos⁡(α)

0 0 1 h + bsin(α) − s
0 0 0 1

] 

po úpravách vzorců cos(θ + α) + cos(θ − α)= (cos(θ)cos(α) - sin(θ)sin(α)) +

((cos(θ)cos(α) + ⁡⁡sin(θ)sin(α)) = 2 cos(θ)cos(α) 

po úpravách vzorců sin(θ + α) + sin(θ − α)= (sin(θ)cos(α) + cos(θ)sin(α)) +

((sin(θ)cos(α) − ⁡⁡cos(θ)sin(α))=2 sin(θ)cos(α) 

 

=

[
 
 
 
 −cos⁡(θ) sin⁡(θ) 0 −

1

2
(2 bcos(θ) cos(α) 2 rcos(θ))

−sin⁡(θ) −cos(θ) 0 −
1

2
(2 rsin(θ) + 2bsin(θ) cos(α))

0 0 1 h + bsin(α) − s
0 0 0 1 ]

 
 
 
 

= 
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=

[
 
 
 
 −cos⁡(θ) sin⁡(θ) 0 −

1

2
((b(cos(θ + α) + cos(θ − α)) + 2 rcos(θ)))

−sin⁡(θ) −cos(θ)) 0 −
1

2
((b(sin(θ + α) + sin(θ − α)) + 2 rcos(θ)))

0 0 1 h + bsin(α) − s
0 0 0 1 ]

 
 
 
 

 

 

[

𝑥𝑀

𝑦𝑀

𝑧𝑀

1

] =

[
 
 
 
 
 −cos⁡(θ) sin⁡(θ) 0 −

1

2
((b(cos(θ + α) + cos(θ − α)) + 2 rcos(θ)))

−sin⁡(θ) −cos(θ)) 0 −
1

2
((b(sin(θ + α) + sin(θ − α)) + 2 rcos(θ)))

0 0 1 h + bsin(α) − s
0 0 0 1 ]

 
 
 
 
 

∗ [

0
0
0
1

] = [

− rcos(θ) − bcos⁡(θ)cos⁡(α)

− rsin(θ) − bsin⁡(θ)cos⁡(α)

h + bsin(α) − s
1

] 

 

Pomocí těchto homogenních matic jsme schopni určit globální homogenní souřadnice (index 

G) libovolného bodu P  i-tého tělesa (index B) mechanické struktury zadaného robota 

pomocí rovnice 













































1

z

y

x

1

z

y

x

P
B

P
B

P
B

i
1i

2
1

1
G

P
G

P
G

P
G

TTT   

1.7 Inverzní kinematická úloha 

Je metoda nebo proces využívaný v oblasti mechatroniky. V případě, že je známa poloha 

manipulátoru na konci robotického ramena a je zadána nová požadovaná poloha, je třeba 

pohnout různými klouby v robotickém rameni. Princip inverzní kinematické úlohy je dopo-

čítání úhlu natočení jednotlivých kloubů ze stávající polohy a následné dopočítání, jak musí 

být klouby natočeny v požadované pozici.  
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 Inverzní kinematická úloha: 

 

 














































1

ssinbh

rcosbsin

rcosbcos

1

z

y

x

M

M

M







 

Rovnice umocníme na druhou a sečteme 

     

b

ryx
cosyxrcosb

rcosbrcosbsinrcosbcosyx

2
M

2
M2

M
2
M

222222
M

2
M










 

a pomocí vzorce sin(α) = ±√1 − co s(α)2;  

 

 












 














 


2

22222
2

22 2
11sin

b

ryxryx

b

ryx MMMMMM 
  

    2
M

2
M

MM

2
M

2
M

MM

yx

y

rcosb

y
sin;

yx

x

rcosb

x
cos











 





  

 sinbhszssinbh M   

Obecné řešení pro více stupňů volnosti viz příloha PIII. 
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1.8 Pracovní oblast robota 

Provedl jsem simulaci pro různé hodnoty s a h v programu 3D-Geogebra: 

Obrázek 5 Pracovní oblast robota  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Zdroj: vlastní tvorba  
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2 DYNAMIKA 

Dynamika je část mechaniky, která se zabývá studiem systémů, které jsou podrobeny změ-

nám stavu v čase. V mechanických systémech jako jsou roboty, změny stavu zahrnují pohyb.  

Hlavním krokem pro dynamickou analýzu systému je odvození pohybových rovnic systému, 

protože pohybové rovnice jsou podstatné pro návrh, analýzu a řízení systému.  

Dynamické pohybové rovnice popisují dynamické chování. Mohou být použity pro počíta-

čovou simulaci pohybu robota, návrh vhodných zákonů řízení a vyhodnocení dynamické 

výkonnosti návrhu. Podobně jako v kinematice, problém dynamiky robota lze dělit na přímý 

a inverzní dynamický problém. V přímém dynamickém problému bychom měli určit pohyb 

robota při daných počátečních podmínkách a momentech (obecných silách) v aktivních klou-

bech.  

V inverzním dynamickém problému bychom měli vypočítat síly a momenty potřebné pro 

generování požadované trajektorie pro danou množinu poloh, rychlostí a zrychlení.  Problém 

řízení pohybu robota lze charakterizovat jako požadovaný pohyb koncového efektoru. Po-

žadovaný pohyb je specifikován jako trajektorie v kartézské soustavě souřadnic, zatímco 

řídicí systém vyžaduje požadované hodnoty v kloubových souřadnicích.  

„Senzory pohybových stavů generují data určující aktuální stav robota v prostoru kloubů. 

To vyvolává požadavek vyjádření kinematických proměnných z kartézské soustavy souřadnic 

do odpovídajících kloubových souřadnic. Tyto transformace jsou závislé na geometrii 

kinematiky manipulátoru. Tedy řízení pohybu robota obsahuje tři výpočtové problémy ”  

 Určení požadované trajektorie v kartézském souřadnicovém systému.  

 Transformace kartézské trajektorie do odpovídajících kloubových souřadnic.  

 Generování zobecněných sil pro uskutečnění pohybu po žádané trajektorii.  

(Úředníček, 2012, str. 26). 

2.1 Newtonovy pohybové zákony  

Newtonovy pohybové zákony jsou fyzikální zákony formulované Isaacem Newtonem. 

Popisují vztah mezi pohybem tělesa a silami, které na toto těleso působí. 

První pohybový zákon – zákon setrvačnosti 

Každé těleso setrvává v klidu nebo v rovnoměrném přímočarém pohybu, dokud není 

přinuceno tento stav změnit působením jiné síly. První zákon platí v inerciálních 
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soustavách, a systémy v nichž neplatí, nazýváme neinerciální. 

Druhý pohybový zákon – zákon síly 

Translační zrychlení pohybu tělesa je přímo úměrné výslednici působících sil a nepřímo 

úměrné jeho hmotnosti.  

 F=
𝑑𝑝

𝑑𝑡
, kde p je hybnost hmotného bodu   

pro konstantní hmotnost 𝐹 = 𝑚
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑚𝑎⁡ => ⁡𝑎 =

𝐹

𝑚
 

Časová změna hybnosti hmotného bodu (derivace hybnosti podle času) je rovna síle, která 

na hmotný bod působí. Tato vztah platí i v případě, že hmotnost závisí na rychlosti (tj. pro 

rychlost, která není zanedbatelná vzhledem k rychlosti světla c). 

Třetí pohybový zákon – zákon akce a reakce 

Působí-li jedno těleso na druhé silou F, působí druhé na první silou F´ , která je stejně 

velká a má opačný směr, 

 

2.2 Lagrangeovy rovnice 

Pro pohyb hmotného bodu Mi ležícího v místě o souřadnicích [xi;yi;zi] v kartézské soustavě 

souřadnic Oxyz vyvolaném působením síly o souřadnicích Fxi, Fyi,  Fzi platí Newtonovy 

rovnice: 

Fxi= m𝑥̈i; ,   Fyi= m𝑦̈i ;  Fzi= m𝑧̈i 

Tyto vztahy určují složky výsledné síly, která působí na hmotný bod a to ve směru os x, y, 

z, kde m je hmotnost, 𝑥̈ je zrychlení (druhá derivace dráhy podle času) ve směru osy x, 𝑦̈i je 

zrychlení (druhá derivace dráhy podle času) ve směru osy y a 𝑧̈i je zrychlení (druhá derivace 

dráhy podle času) ve směru osy z. 

Lagrangeovy rovnice II. druhu pro pohybové rovnice soustavy hmotných objektů se 

zobecněnými souřadnicemi q1, q2, ……qn 

Tato rovnice nám umožní získat soustavu pohybových rovnic pro popis mechanické 

soustavy, která je tvořená hmotnými tělesy umístěnými v konzervativním poli.  

Lagrangeova rovnice II. druhu má tvar: 

n,2,1i;F
q

L

q

L

dt

d
i

ii





















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kde L je Lagrangeova funkce a je rovna Wk - Wp, kde Wk je celková kinetická energie mínus 

celková potenciální energie soustavy, 𝑞⁡̇ popisuje rychlost, která je rovna časové derivaci 

polohy q, F je výslednice vnějších nekonzervativních sil způsobující změnu souřadnice qi. 

V dynamice budeme ověřovat nebo přímo počítat v Maximě, ale z důvodů úspory místa 

výpisy z programu Maxima nebudu zobrazovat. 

2.3 Kinetická energie 

Pro výpočet Lagrangeových rovnic II. druhu je potřebné určit kinetickou a potenciální 

energii.  

Kinetická energie (též pohybová energie) je jeden z druhů mechanické energie, kterou má 

pohybující se těleso. Je to tedy práce, kterou musíme vykonat, abychom urychlili těleso na 

určitou rychlost. Velikost kinetické energie tělesa, vykonávajícího posuvný pohyb závisí na 

jeho hmotnosti a rychlosti. Vykonává-li těleso rotační pohyb, závisí jeho energie na úhlové 

rychlosti a momentu setrvačnosti. Je-li těleso v klidu, má nulovou kinetickou energii. 

Protože pohyb těles je relativní, záleží hodnota kinetické energie na tom, z jaké vztažné 

soustavy těleso pozorujeme. Soustava se skládá ze sloupu, ramene, pohonu lana a zátěže. 

V následujícím textu jsou uvedeny výpočty pro tyto jednotlivé části. 

Kinetická energie sloupu: 

Wk_sloup = 
1

2
𝐽 (

𝑑𝜃

𝑑𝑡
)2 = 

1

2
J𝜃̇2 

 

Kinetická energie ramene: 

Je-li rameno homogenní, pak pro jeho hustotu a hmotu m platí: 

ρ=
𝑚

š.𝑣.(𝑎+𝑏)
 a tedy dm= ρ.š.v.dx=

𝑚

š.𝑣.(𝑎+𝑏)
.š.v.dx=>dm=m.⁡

𝑑𝑥

𝑎+𝑏
. 

 

Poloha dm v absolutní soustavě souřadnic Ox0y0z0 je: 

 

[

cos⁡(θ)cos⁡(α) cos⁡(θ)sin(α) sin⁡(θ) −bcos⁡(θ)cos⁡(α)
sin⁡(θ)cos⁡(α) sin⁡(θ)sin⁡(α) −cos⁡(θ) −bsin⁡(θ)cos⁡(α)

−sin⁡(α) cos⁡(α) 0 h + bsin⁡(α)
0 0 0 1

]*[

𝑥
0
0
1

]=

[

(x − b)cos⁡(α)cos⁡(θ)
(x − b)cos⁡(α)sin⁡(θ)
h − (x − b)sin(α)

1

] 
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Druhá mocnina absolutní rychlosti elementu dm: 

Musíme získat absolutní složky rychlosti tak, že polohu bodu dm z derivujeme podle času 

pomocí parciálních derivací všech proměnných. Proměnné v čase v tomto případě jsou 

(θ)⁡a⁡(α). Tedy: 

v2 = vx
2 + vy

2 + vz
2 

Vx= 
d((x−b)cos(α) cos(θ))

dα
+

d((x−b) cos(α) cos(θ))

dθ
=(x − b) (−sin(α)) cos(θ)

d∝

dt
+

(x − b) cos(α) (− sin(θ))
dθ

dt
 

Vy= 
d((x−b)cos(α) sin(θ))

dα
+

d((x−b)cos⁡(α)sin⁡(θ))

dθ
= (x − b) (− sin(α)) sin(θ)

d∝

dt
+

(x − b) cos(α) cos(θ)
dθ

dt
 

Vz= 
d(h−(x−b)sin(α))

dα
+

d(h−(x−b)sin(α))

dθ
=(x − b)cos(α)

d∝

dt
 

Po dosazení do vzorce absolutní rychlosti: 

V2=[(x − b) (−sin(α)) cos(θ)
d∝

dt
+ (x − b) cos(α) (−sin(θ)

dθ

dt
]
2

+ [(x −

b) cos(α) (−sin(θ)
d∝

dt
+ (x − b) cos(α) (− cos(θ)

dθ

dt
]
2

+ [(x − b)cos(α)
d∝

dt
]
2

= 

= (x −

b)2 [(−sin(α)) cos(θ)
d∝

dt
+ cos(α) (− sin(θ)

dθ

dt
]
2

+ ⁡(x − b)2 [(−sin(α)) sin(θ)
d∝

dt
+

+cos(α) cos(θ)
dθ

dt
]
2

+[(cos(α)
d∝

dt
+ 0]

2

= 

=(x − b)2 [( sin⁡(α)2 cos⁡(θ)2 (
d∝

dt
)
2

) + 2 sin(α) cos(θ) cos(α) sin(θ)
dθ

dt

d∝

dt
+

( cos⁡(α)2 sin⁡(θ)2 (
dθ

dt
)
2

+

( sin⁡(α)2 sin⁡(θ)2 (
d∝

dt
)
2

)−2 sin(α) sin(θ) cos(α) cos(θ)
dθ

dt

d∝

dt
+

( cos⁡(α)2 cos⁡(θ)2 (
dθ

dt
)
2

+ cos⁡(α)2 (
d∝

dt
)
2

]= 

=(x − b)2 [( sin(α)2 cos(θ)2 (
d∝

dt
)
2

+ ( cos(α)2 sin(θ)2 (
dθ

dt
)
2

⁡+

( sin(α)2 sin(θ)2 (
d∝

dt
)
2

+ ( cos(α)2 cos(θ)2 (
dθ

dt
)
2

+ cos(α)2 (
d∝

dt
)
2

]= 

=(x − b)2 [( sin⁡(α)2 (
d∝

dt
)
2

( cos⁡(θ)2 + ⁡sin⁡(θ)2) +

( cos⁡(α)2 (
dθ

dt
)
2

(sin⁡(θ)2 +cos⁡(θ)2) + cos⁡(α)2 (
d∝

dt
)
2

)]=(x − b)2 [( sin⁡(α)2 (
d∝

dt
)
2

+
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( cos⁡(α)2 (
dθ

dt
)
2

+ cos⁡(α)2 (
d∝

dt
)
2

]=(x −

b)2 [( (
d∝

dt
)
2

(sin(α)2 +cos(α)2)) + ( cos⁡(α)2 (
dθ

dt
)
2

)]= 

= (x − b)2 [(
d∝

dt
)
2

+cos⁡(α)2 (
dθ

dt
)
2

)]= 

=
1

2
(x − b)2 [2 (

d∝

dt
)
2

+⁡( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

)] 

Za použití vztahů cos⁡(α)2 +⁡sin⁡(α)2 = 1 

cos(2α) = cos(α)2 −sin(α)2 

Kinetická energie elementu dm je: 

dWk=
1

2
dmv2=

1

4
dm(x − b)2 [2 (

d∝

dt
)
2

+(cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

]= 

1

4
m

dx

a + b
(x − b)2 [2 (

d ∝

dt
)
2

+( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

)] 

 

Celková kinetická energie ramene je: 

∫
1

4
m

1

a + b
(x − b)2 [2 (

d ∝

dt
)
2

+( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)

2

] dx

a+b

0

= 

1

12
m

1

a+b
(a + b − b)3 [2 (

d∝

dt
)
2

+( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

] −
1

12
m

1

a+b
(0 −

b)3 [2 (
d∝

dt
)
2

+( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

]= 

=
1

12
m

1

a+b
(a)3 [2 (

d∝

dt
)
2

+⁡( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

] +

1

12
m

1

a+b
(b)3 [2 (

d∝

dt
)
2

+⁡( cos⁡⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

] = 

=
1

12
m

1

a+b
(a3 + b3) [2 (

d∝

dt
)
2

+⁡( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

] 

 

Kinetická energie pohonu lana (x=0): 

Wk_pohon=Wkrotace+Wkposuv 

 

Wk_pohon=
1

2
Jkladka ⁡(

dφ

dt
⁡)⁡2 +

1

2
m

1

2
(b)2 [2 (

d∝

dt
)
2

+⁡( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

)]= 

=
1

2
Jkladka⁡(ω)⁡2 +

1

4
mb2 [2 (

d∝

dt
)
2

+⁡( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

)] 
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A pro ω =
v

r
 a⁡⁡v =

ds

dt
 

Platí: 

1

2

Jkladka

r2
⁡(

ds

dt
⁡)⁡2 +

1

2
m

1

2
(b)2 [2 (

d ∝

dt
)
2

+( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

)] 

 

Kinetická energie zátěže: 

 

Poloha hmoty zátěže jako hmotného bodu o hmotě M v absolutní soustavě souřadnic 

[

𝑋𝑀

𝑌𝑀

𝑍𝑀

1

]=[

−cos⁡(θ) sin⁡(θ) 0 − rcos(θ) − bcos⁡(θ)cos⁡(α)

−sin⁡(θ) −cos(θ) 0 − rsin(θ) − bsin⁡(θ)cos⁡(α)

0 0 1 h + bsin(α) − s
0 0 0 1

] ∗

[

0
0
0
1

]=[

− cos(θ) (bcos(α) + r)

− sin(θ) (bcos(α) + r)

h + bsin(α) − s
1

] 

 

Musíme získat absolutní složky rychlosti tak, že polohu hmoty zátěže derivujeme podle 

času pomocí parciálních derivací všech proměnných. Proměnné v čase v tomto případě 

jsou (θ), (α)⁡a⁡s. 

 

vx= 
𝑑(−cos(θ)(bcos(α)+r)

𝑑𝑡
+

d(−cos(θ)(bcos(α)+r))

dt
+

d(−cos(θ)(bcos(α)+r))

dt
= 

= −cos(θ) b(− sin(α))
d ∝

dt
+ (sin(θ) (bcos(α) + r)

dθ

dt
+ 0

ds

dt
 

vy= 
d(−sin(θ)(bcos(α)+r))

dt
+

d(−sin(θ)(bcos(α)+r))

dt
+

d(−sin(θ)(bcos(α)+r))

dt
= 

=⁡− sin(θ) b(−sin(α))
d ∝

dt
+ (−cos(θ) (bcos(α) + r)

dθ

dt
+ 0 s

dθ

dt
 

vz= 
d(h+bsin(α)−s)

dt
+

d(h+bsin(α)−s)

dt
+

d(h+bsin(α)−s)

dt
= 

= bcos(α)
d∝

dt
+0 -⁡1

ds

dt
 

 

v2 = vx
2 + vy

2 + vz
2 

 

Po dosazení do vzorce absolutní rychlosti: 
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v2 = [−cos(θ) b(− sin(α))
d∝

dt
+ (sin(θ) (bcos(α) + r)

dθ

dt
]
2

+

[− sin(θ) b(− sin(α))
d∝

dt
+ (−cos(θ) (bcos(α) + r)

dθ

dt
]
2

+[bcos(α)
d∝

dt
−

ds

dt
⁡]

2

=

[( b2 sin(α)2 cos(θ)2 (
d∝

dt
)
2

⁡+ 2 cos(θ) b sin(α)(sin(θ) (bcos(α) + r)
dθ

dt

d∝

dt
+

sin(θ)2 (bcos(α) +

r)2 (
dθ

dt
)
2

]+[( b2 sin(α)2 sin(θ)2 (
d∝

dt
)
2

−2 cos(θ) b sin(α)(sin(θ) (bcos(α) + r)
dθ

dt

d∝

dt
+

cos(θ)2 (bcos(α) + r)2 (
dθ

dt
)
2

]+[( b2 cos(α)2 (
d∝

dt
)
2

−2bcos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

] =

( b2 sin(α)2 (
d∝

dt
)
2

( cos(θ)2 + sin(θ)2) + (bcos(α) + r)2 (
dθ

dt
)
2
(sin(θ)2 +

cos(θ)2)+ b2 cos(α)2 (
d∝

dt
)
2

−2bcos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

= [b2 sin(α)2 (
d∝

dt
)
2

+

(bcos(α) + r)2 (
dθ

dt
)
2

+b2 cos(α)2 (
d∝

dt
)
2

−2bcos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

] =

b2 (
d∝

dt
)
2
[(sin(α)2 + cos(α)2] + (bcos(α) + r)2 (

dθ

dt
)
2

−2b cos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

=

b2 (
d∝

dt
)
2

+ (bcos(α) + r)2 (
dθ

dt
)
2

−2b cos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

= b2 (
d∝

dt
)
2

−

⁡−2b cos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

+ (
dθ

dt
)
2

(b2cos α2 + 2brcos(α) + r2)=⁡b2 (
d∝

dt
)
2

−

⁡−2b cos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

+ (
dθ

dt
)
2

(b2cos α2 + 2brcos(α) + r2)=⁡b2 (
d∝

dt
)
2

−

⁡−2b cos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

+ (
dθ

dt
)
2

(
1

2
b2(2cos α2 + 1 − 1) + 2brcos(α) +

r2)=⁡b2 (
d∝

dt
)
2

−⁡−2b cos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

+ (
dθ

dt
)
2

(
1

2
b2 (cos(2α) + 1) + 2brcos(α) +

r2) 

Za použití vztahů cos⁡(α)2 +⁡⁡sin⁡(α)2 = 1 

cos(2α) = cos(α)2 −sin(α)2 

Kinetická energie hmoty zátěže je: 

Wk_load=
1

2
M(b2 (

d∝

dt
)
2

−2b cos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

+ (
dθ

dt
)
2

(
1

2
b2 (cos(2α) + 1) +

𝟐brcos(α) + r2)) 

 

Celková kinetická energie soustavy je: 

Wk= Wk_sloup+ Wk_ramene+ Wk_pohon+ Wk_load 
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Wk= 
1

2
Jθ̇2 + 

+ 
1

12
m

1

a+b
(a3 + b3) [2 (

d∝

dt
)
2

+⁡( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

]+ 

+
1

2

Jkladka

r2 ⁡(
ds

dt
⁡)⁡2 +

1

2
m

1

2
(b)2 [2 (

d∝

dt
)
2

+⁡( cos⁡(2α) + 1) (
dθ

dt
)
2

)]+ 

+
1

2
M(b2 (

d∝

dt
)
2

−2b cos(α)
d∝

dt

ds

dt
+ (

ds

dt
)
2

+ (
dθ

dt
)
2

(
1

2
b2 (cos(2α) + 1) + 𝟐brcos(α) +

r2)) 

2.4 Potenciální energie 

Tíhová potenciální energie a její změny souvisí s prací, kterou vykoná tíhová síla při pohybu 

tělesa v tíhovém poli Země. Soustava se skládá ze sloupu, ramene, pohonu lana a zátěže. 

V následujícím textu jsou uvedeny výpočty pro tyto jednotlivé části. 

Potenciální energie ramena 

Potenciální energie elementu dm je 

     dxsinxbhg
ba

1
mdxsinxhgdmdW

xp



  

Celková potenciální energie ramena je: 

 











 



h
ab

gmdWW

ab

pp xrameno
sin

2
0

 

 

Potenciální energie pohonu lana 

 sin_  bhgmW pohpohonp  

Potenciální energie zátěže 

 sbhgMW loadp  sin_  

Celková potenciální energie soustavy je 

load_ppohon_ppp WWWW
rameno

  

Wp=
 












 h

ab
gm sin

2
+  sin bhgmpoh

+  sbhgM  sin  

Lagrangeova funkce L: 

pk WWL   
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L=
1

2
J𝜃̇2 + 

+
1

12
𝑚

1

𝑎+𝑏
(𝑎3 + 𝑏3) [2 (

𝑑∝

𝑑𝑡
)
2

+⁡( cos⁡(2α) + 1) (
𝑑θ

𝑑𝑡
)
2

]+ 

+
1

2

𝐽𝑘𝑙𝑎𝑑𝑘𝑎

𝑟2 ⁡(
𝑑𝑠

𝑑𝑡
⁡)⁡2 +

1

2
𝑚

1

2
(𝑏)2 [2 (

𝑑∝

𝑑𝑡
)
2

+⁡( cos⁡(2α) + 1) (
𝑑θ

𝑑𝑡
)
2

)]+ 

+
1

2
𝑀(𝑏2 (

𝑑∝

𝑑𝑡
)
2

−2𝑏 cos(α)
𝑑∝

𝑑𝑡

𝑑𝑠

𝑑𝑡
+ (

𝑑𝑠

𝑑𝑡
)
2

+ (
𝑑θ

𝑑𝑡
)
2

(
1

2
𝑏2 (cos(2α) + 1) + 𝟐brcos(α) +

𝑟2))-( 
 












 h

ab
gm sin

2
+  sin bhgmpoh

+  sbhgM  sin ) 

2.5 Pohybové rovnice 

Pomocí vztahu pro Lagrangeovy rovnice sestavíme pohybové rovnice pro jednotlivé články 

soustavy. 

n,2,1i;F
q

L

q

L

dt

d
i

ii





















 

Pohybová rovnice pro první článek:

      

 
    

     

   

      

 
    

 
 

 

 
 

    

   
 

 































2sin
3

1
sin2

12cos
3

1

2

1
cos

2

1

)(

2sin
3

1
sin2

12cos
6

1

12cos
2

1
cos212cos

2

1

)(

2sin
3

1
2sin

3

1

2sin
3

1
2sin2sinsin2

12cos
6

1

12cos
2

1
cos212cos

2

1

)(

33
2

3322

1

33
22

33

222

1

2

222

33

222

1





























































































ba

ab
mbmMrbM

abm
ba

bmMJrbMrM

ftQ

ba

ab
mbmbMrbM

abm
ba

bmJrbbrM

ftQ

amabm

bmbmbMrbM

abm
ba

bmJrbbrM

LL
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Pohybová rovnice pro druhý článek: 
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Pohybová rovnice pro 3 článek: 
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2.6 Maticová forma pohybových rovnic 

  

Maticová forma pohybových rovnic pro sériový robotický manipulátor má obecně tvar:  

D(q)q̈ + H⁡(q, q̇) +G (q) =Q 

D(q)q̈= Q − H⁡(q, q̇) − G (q)  

D−1(q)D(q)q̈= D−1(q)(Q − H⁡(q, q̇) −  G⁡(q))  

q̈=D−1⁡(q)(Q̅ − H⁡(q, q̇) −  G (𝑞)) 

Kde D(q) je symetrická matice setrvačnosti,⁡H⁡(q, q̇) je vektor rychlostních vazeb a G (q)  

 je vektor gravitační síly. 
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Odvozením získáme: 
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II.  PRAKTICKÁ ČÁST 
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3 SOLIDWORKS - 3D CAD  

SolidWorks je v současné době nejúspěšnější strojírenský 3D CAD systém na českém trhu, 

což dokazuje také každoroční nárůst počtu prodaných licencí. Zároveň je SolidWorks jediný 

CAD systém na českém trhu, který je kompletně lokalizován přímo výrobcem, tedy společ-

ností Dassault Systèmes SolidWorks. Jako parametrický 3D modelář nám SolidWorks na-

bízí výkonné objemové i plošné modelování, vertikální nástroje pro plechové díly, svařence 

a formy, práci s neomezeně rozsáhlými sestavami a automatické generování výrobních vý-

kresů. Pokud mluvíme o SolidWorks, mluvíme v prvé řadě o snadném a vizuálně přehled-

ném ovládání. Uživatelské rozhraní SolidWorks je velmi intuitivní a nabízí pohotové pra-

covní postupy, rapidně snižuje nutné pohyby myší a umožňuje okamžitou, kontextově zá-

vislou interakci s uživatelem. Ovládání je založené na technologii SWIFT, která redukuje 

potřebu opakujících se úkonů, manuálních zásahů i takových operací, kde si ani zkušený 

uživatel není dopředu jist postupem a často sahá po metodě pokus omyl. SWIFT dokáže 

ušetřit významné množství času a umožní se více věnovat samotnému procesu navrhování a 

ne ovládání systému a právě toho jsem využil k sestrojení modelu (https://www.solidvi-

sion.cz/solidworks/). 

3.1 Popis Solidworksu – úvodní menu 

Obrázek 6 SolidWorks 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Zdroj: vlastní tvorba 
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3.2 Sestavení funkčního modelu a ověření pohyblivosti  

V připojených snímcích obrazovky a videu můžeme vidět model robotického ramena – So-

lidWorks (Robotické rameno) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Zdroj: vlastní tvorba  
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4 DYNAST 

Program DYNAST je simulačně programové prostředí vytvořené pro jednoduché a efektivní 

modelování fyzikálních a elektrických jevů. Zadávání do programu probíhá graficky nebo 

textovou formou. Pomocí vestavěných knihoven Dynastu můžeme rychle vytvářet modely 

reálných situací a dokonce nemusíme psát rovnice, stačí vytvořit bloky a pospojovat je. Pro-

gram si sám vygeneruje potřebné rovnice, 

Konfigurace programového prostředí 

4.1 Popis Dynastu – úvodní menu 

Výpočtové jádro programu DYNAST (DYNAST Solver) umožňuje řešit: 

 Nelineární a nestacionární problémy 

 Automatickou formulaci a řešení rovnic zadané pomocí grafického návrhu 

 Řešení soustav zadaných textově 

 Řešení rovnic zadaných graficky s pomocí blokového schématu 

 Výpočet závislosti ustáleného řešení na změnách parametrů 

 Linearizaci schémat v okolí pracovního bodu 

 Linearizované úlohy zadané v podobě grafického zadání 

 Výpočet nul a pólů přenosové funkce 

 Vyjádřeni časové odezvy 

Obrázek 7 Menu programu Dynast 
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Na obrázku je vyznačených 6 oblastí, které jsou pro práci s programem Dynastem důležité. 

Oblast číslo 1 je ikona Analysis, pomocí kterého se dostaneme do menu, kde si můžeme 

vybrat z následujících možností  - Nonlinear, Numerical Frequency a Semisymbolic Linear. 

Nejdůležitější část menu Analysis je Nonlinear. 

Oblast číslo 2 označuje ikona, které vyvolá okno číslo 2 – knihovna modelů součástek, které 

jsou přeprogramované  DYNASTu. Knihovnu je možné stále rozšiřovat o další vlastní 

modely. 

Vyznačená oblast číslo 3 je ikona umožňující spustit řešitele, které dokáže spustit řešitele. 

V této chvíli se spustí výpočet zadaného problému. 

Konečně oblasti číslo 4 a 6 jsou rozhraní grafického pro zadávání grafického nebo textového 

modelu tvaru. Je možné měnit případně do něho doplnit dodatečné informace  

4.2 Sestavení funkčního modelu  

Pro sestavení programu využijeme tyto rovnice: 
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Okno Diagram programu: 

 

Závislosti proměnných: dTheta_dt, dAlfa_dt, s, ds_dt, Jmen_11, Tau_theta, alfa_deg, 

Theta_deg, Tau_alfa, vliv_g2: 
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Okno Text programu (výpis v příloze):  
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4.3 Použitá regulace  

 

 

 

 

 

 

Obrázek 8 Blokové schéma použité regulace 

Obrázek 8 ukazuje blokové schéma použité regulace. Autonomní regulátory reguluji žáda-

nou polohu   a , zatímco délka závěsu s je ponechána „napospas“ vlivu dynamiky sys-

tému. 

Obrázek 9 ukazuje zadání problému do systému Dynast. Je vidět, že zatímco   a  jsou 

regulovány (odezvy na skok žádaných hodnot), síla fs je nulová. Tedy chování zátěže je jen 

vlivem gravitace a zrychlení ramene. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obrázek 9 Schéma použité regulace v systému Dynast 
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Obrázek 10 Odezva mechaniky manipulátoru na sekvenci skoků žádaných hodnot   a 

 
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4.4 Závěr 

Cílem této bakalářské práce bylo na zadaném robotickém rameni: 

 vyřešit základní kinematické úkoly (přímou a inverzní kinematickou úlohu); 

 s pomocí takto vyřešených úloh sestavit pohybové rovnice pro jednotlivé články; 

 zobrazit robotickou paži v 3D programech Geogebra a SolidWorks; 

 správnost výpočtu kinematického modelu a dynamických rovnic ověřit simulací v 

prostředí Dynast; 

 na základě modelu v programu Dynast navrhnout jednoduché regulace pro motory v 

kloubech robotické struktury. 

V průběhu bakalářské práce byly odvozeny a vysvětleny všechny matematické vztahy, 

které byly použity při odvození kinetických a dynamických rovnic. Následně byly 

sestaveny modely v programech  3D Geogebra, Solidworks a Dynast. Výstupem této 

práce je kinematický popis, sestavení dynamických rovnic reálného robotického ramene 

a modely v programech 3-D Geogebra, SolidWorks. V programu Dynast byl vytvořen 

model bez regulace a s regulací. Cíl bakalářské práce byl splněn. 
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P III:   Obecné řešení inverzní úlohy pro více stupňů volnosti 

P IV: Výpis programu robotického ramene v programu Dynast (s regulací) 

  



 

 

 

Příloha P I: Výpis programu robotického ramene v programu Dynast 

(bez regulace) 

*: Robot 

*SYSTEM; 

a=0.3;b=1.2;sirka=0.07;vyska=0.05;r=0.075;J_sloup=5e-2;m=7800*(sirka*vy-

ska*(a+b));MM=3;m_poh=5;:Parametry 

m_kladka=7800*(1pi*r**2*0.05);J_kladka=1/2*m_kladka*r**2; 

: 

cit_theta /POLY/ 1; 

jm_theta /POLY/ 1,1/(2pi*100); 

cit_alfa /POLY/ 1; 

jm_alfa /POLY/ 1,1/(2pi*100);: Přenosy 

cit_s /POLY/ 1; 

jm_s /POLY/ 1,1/(2pi*100); 

: 

I1 > @Int dTheta_dt,Theta; 

I2 > @Int d2Theta_dt,dTheta_dt; 

I3 > @Int dAlfa_dt,alfa; 

I4 > @Int d2Alfa_dt,dAlfa_dt; 

I5 > @Int ds_dt,s; 

I6 > @Int d2s_dt,ds_dt; 

BS1 Jmen_11 = J_sloup+1/2*MM*r**2+MM*b*r*cos(alfa)+1/2*(( 

  MM+m_poh)*b**2+m/3*((b**3+a**3)/(a+b)))*(1+cos(2*alfa)); 

BS2 Jmen_22 = -(MM**2)*(b**2)*((cos(alfa))**2)+(MM+ 

  J_kladka/(r**2))*((MM+m_poh)*(b**2)+(m/3)*((b**3+a**3)/(a+ 



 

 

  b))); 

BS7 Jmen_1 = 1/Jmen_11; 

BS8 Jmen_2 = 1/Jmen_22; 

: 

BS3 u_r1 = 1*(time>=0.2); 

BS4 u_r2 = 0.3*(time>=0.3); 

BS5 u_r3 = 0; 

 

BT1 Tau_theta_m = cit_theta/jm_theta * u_r1; 

BT2 Tau_alfa_m = cit_alfa/jm_alfa * u_r2; 

BT3 f_s_m = cit_s/jm_s * u_r3; 

BS6 Cor_alfa_theta = 2*MM*b*r*sin(alfa)+((MM+m_poh)*b**2+m/ 

  3*((b**3+a**3)/(a+b)))*sin(2*alfa); 

 

MU1 > @Multiplier dTheta_dt,dAlfa_dt,1; 

SU1 > @Summator 2,Tau_theta,3; 

prev1 > @Scalor Tau_theta_m,Tau_theta / 75; 

prev2 > @Scalor Tau_alfa_m,Tau_alfa / 75; 

prev3 > @Scalor f_s_m,f_s / 50; 

MU2 > @Multiplier 1,Cor_alfa_theta,2; 

MU3 > @Multiplier Jmen_1,3,d2Theta_dt; 

MU4 > @Multiplier dTheta_dt,dTheta_dt,d_theta_kvadrat; 

MU5 > @Multiplier dAlfa_dt,dAlfa_dt,d_alfa_kvadrat; 

BS9 Odst_theta2 = -(MM+J_kladka/(r**2))*(((MM+m_poh)*b**2+ 

  m/3*((b**3+a**3)/(a+b)))*sin(2*alfa)+M*b*r*sin(alfa)); 

BS10 Odst_alfa = -1/2*(MM**2)*(b**2)*sin(2*alfa); 



 

 

BS11 vliv_g2 = 9.81*cos(alfa)*((MM**2)*b-(MM+J_kladka/(r**2))*((MM+m_poh)* 

  b+m/2*(a+b))); 

SC1 > @Scalor Tau_alfa,4 / (MM+J_kladka/(r**2)); 

SC2 > @Scalor f_s,5 / MM*b*cos(alfa); 

MU6 > @Multiplier Odst_theta2,d_theta_kvadrat,6; 

MU7 > @Multiplier Odst_alfa,d_alfa_kvadrat,7; 

SU2 > @Summator 6,7,8; 

SU3 > @Summator vliv_g2,8,9; 

SU4 > @Summator 4,5,10; 

SU5 > @Summator 9,10,11; 

MU8 > @Multiplier Jmen_2,11,d2Alfa_dt; 

BS12 Odst_theta3 = -MM*b*cos(alfa)*(((MM+m_poh)*b**2+m/3*(( 

  b**3+a**3)/(a+b)))*sin(2*alfa)+M*b*r*sin(alfa)); 

BS13 vliv_g3 = 9.81*MM*((MM+m_poh)*(b**2)+(m/3)*((b**3+a**3)/( 

  a+b))-(b*(cos(alfa))**2)*((MM+m_poh)*b+m/2*(a+b))); 

MU9 > @Multiplier d_theta_kvadrat,Odst_theta3,12; 

SU6 > @Summator 7,12,13; 

SU7 > @Summator 13,vliv_g3,14; 

MU10 > @Multiplier 15,Jmen_2,d2s_dt; 

SU8 > @Summator 14,10,15; 

SC3 > @Scalor alfa,alfa_deg / 180/1pi; 

SC4 > @Scalor Theta,Theta_deg / 180/1pi; 

*TR; 

TR 0 2; 

PRINT dTheta_dt, dAlfa_dt, s, ds_dt, Jmen_11, Tau_theta, 

   alfa_deg, Theta_deg, Tau_alfa, vliv_g2; 



 

 

INIT I1.out=0, I3.out=0, I5.out=0.2, 

   Jmen_11=J_sloup+1/2*MM*r**2+MM*b*r*cos(alfa)+1/2*(( 

  MM+m_poh)*b**2+m/3*((b**3+a**3)/(a+b)))*(1+cos(2*alfa)), 

   Jmen_22=-(MM**2)*(b**2)*(cos(alfa))**2*+(MM+ 

  J_kladka/(r**2))*((MM+m_poh)*b**2+m/3*((b**3+a**3)/(a+ 

  b))), 

   Odst_theta2=-(MM+J_kladka/(r**2))*(((MM+m_poh)*b**2+ 

  m/3*((b**3+a**3)/(a+b)))*sin(2*alfa)+M*b*r*sin(alfa)), 

   Odst_alfa=-1/2*(MM**2)*(b**2)*sin(2*alfa), 

   vliv_g2=9.81*cos(alfa)*((MM**2)*b-(MM+J_kladka/(r**2))*((MM+m_poh)*b+m/ 

  2*(a+b))); 

RUN MIN=1e6, MAX=1e5, WPRINT=1000; 

*END; 

  



 

 

Příloha P II:  Výpis některých výpočtů z programu Maxima 

Výpočet transformačních matic: 

 

  



 

 

  



 

 

Příloha P III:  Obecné řešení inverzní úlohy pro více stupňů volnosti 

[

𝑥𝑀

𝑦𝑀

𝑧𝑀

1

] = 

=

[
 
 
 
 
 −cos⁡(θ) sin⁡(θ) 0 −

1

2
((b(cos(θ + α) + cos(θ − α)) + 2 rcos(θ)))

−sin⁡(θ) −cos(θ)) 0 −
1

2
((b(sin(θ + α) + sin(θ − α)) + 2 rcos(θ)))

0 0 1 h + bsin(α) − s
0 0 0 1 ]

 
 
 
 
 

∗ [

0
0
0
1

]

= [

− rcos(θ) − bcos⁡(θ)cos⁡(α)

− rsin(θ) − bsin⁡(θ)cos⁡(α)

h + bsin(α) − s
1

] 

Pro úhel 𝛼 postupujeme následovně - rovnici 1 a 2 umocníme a sečteme 

xM
2 = (−cos(θ)(r + bco s(α)))2 

yM
2 = (−sin(θ)(r + bco s(α)))2 

xM
2 + yM

2 = (r + bco s(α))2(cos(θ)2 + sin(θ)2) 

xM
2 + yM

2 = (r + bco s(α))2 

±√xM
2 + yM

2=(r + bco s(α)) 

co s(α) = ±⁡
√xM

2 + yM
2

b
−

r

b
 

takže α = arccos⁡(±
√xM

2+yM
2

b
−

r

b
) 

sin(α) = ±√1 − co s(α)2;  

sin(α) = ±√1 ± (
√xM

2 + yM
2

b
−

r

b
)2 

Pro s: 

s = h + bsin(α) − zM 

s = h + b√1 ± (
√xM

2 + yM
2

b
−

r

b
)2 −zM 



 

 

s = h + √b2 ± (√xM
2 + yM

2 − r)2 −zM 

Pro výpočet úhlu  𝜃: 

xM = −rcos(θ) − bco s(θ) co s(α) = ⁡− cos(θ)(r + bco s(α)) 

yM = −rsin(θ) − bsin⁡(θ)cos⁡(α) = ⁡− sin(θ)(r + bco s(α)) 

Pro výpočet 𝜃 první rovnici vynásobíme cos(𝜑) a druhou sin(𝜑) 

A zavedeme substituci: 

Obrázek 11 Vztahy mezi 𝜑, r, a, b 

 

 

 

 

Zdroj: vlastní tvorba 

𝑟 = √𝑎2 + 𝑏22
 

sin(𝜑) =
𝑎

√𝑎2 + 𝑏22  

cos(𝜑) =
𝑏

√𝑎2 + 𝑏22  

Tedy: 𝑎 = 𝑥ℎ, 𝑏 = 𝑦ℎ, 

Dostaneme: 

𝑥𝑀 cos(𝜑) ⁡= (− rcos(θ) − bco s(θ) co s(α)) cos(𝜑) 

𝑦𝑀 sin(𝜑) = (− rsin(θ) − bsin(θ) cos(α)) sin(𝜑) 

Rovnice sečteme: 

𝑥𝑀 cos(𝜑) +𝑦𝑀 sin(𝜑) =⁡(− rcos(θ) − bco s(θ) co s(α)) cos(𝜑) 

+(−rsin(θ) − bsin(θ) cos(α)) sin(𝜑) 

 

𝑥𝑀 cos(𝜑) +𝑦𝑀 sin(𝜑) =−rcos(θ) cos(𝜑) − bco s(θ) co s(α) cos(𝜑) 

−rsin(θ) sin(𝜑) − bsin(θ) cos(α) sin(𝜑) 
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+sin(θ) sin(𝜑)) 

𝑥𝑀 cos(𝜑) + 𝑦𝑀 sin(𝜑) = ⁡ (cos(θ) cos(𝜑) + sin(θ) sin(𝜑))(−𝑟 − bco s(α)) 

Pomocí vztahu:  cos(θ − 𝜑) = cos(θ) cos(𝜑) + sin(θ) sin(𝜑) 
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A postupným řešením – nejdříve určíme α , 𝜑 a pak dosazením s a 𝜑 vypočteme 𝜃 

α = arccos⁡(
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√𝑥ℎ
2 + 𝑦ℎ
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s = h + √b2 ± (√xM
2 + yM

2 − r)2 −zM 

θ = 𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠(±2𝑥𝑀𝑦𝑀) + arcsin
𝑥ℎ

√𝑥𝑀
2 + 𝑦𝑀
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Příloha P IV: Výpis programu robotického ramene v programu Dynast 

(s regulací)  

Program DYNAST started on May 8, 2019 at 20:16:41 

 

 *: Robot 

 *SYSTEM; 

 a=0.3;b=1.2;sirka=0.07;vyska=0.05;r=0.075;J_sloup=5e-2;m=3500*(sirka*vy-

ska*(a+b));MM=2;m_poh=2;:Parametry 

 m_kladka=7800*(1pi*r**2*0.05);J_kladka=1/2*m_kladka*r**2; 

 : 

 cit_theta /POLY/ 1; 

 jm_theta /POLY/ 1,1/(2pi*100); 

 cit_alfa /POLY/ 1; 

 jm_alfa /POLY/ 1,1/(2pi*100);: Přenosy 

 cit_s /POLY/ 1; 

 jm_s /POLY/ 1,1/(2pi*100); 

 : 

 I1 > @Int dTheta_dt,Theta; 

 I2 > @Int d2Theta_dt,dTheta_dt; 

 I3 > @Int dAlfa_dt,alfa; 

 I4 > @Int d2Alfa_dt,dAlfa_dt; 

 I5 > @Int ds_dt,s; 

 I6 > @Int d2s_dt,ds_dt; 

 BS1 Jmen_11 = J_sloup+1/2*MM*r**2+MM*b*r*cos(alfa)+1/2*(( 

   MM+m_poh)*b**2+m/3*((b**3+a**3)/(a+b)))*(1+cos(2*alfa)); 

 BS2 Jmen_22 = -(MM**2)*(b**2)*(cos(alfa))**2+(MM+J_kladka/( 



 

 

   r**2))*((MM+m_poh)*b**2+m/3*((b**3+a**3)/(a+b))); 

 BS7 Jmen_1 = 1/Jmen_11; 

 BS8 Jmen_2 = 1/Jmen_22; 

 : 

 BS3 u_r1 = u_r_theta/5; 

 BS4 u_r2 = u_r_alfa/1; 

 BS5 u_r3 = 0; 

  

 BT1 Tau_theta_m = cit_theta/jm_theta * u_r1; 

 BT2 Tau_alfa_m = cit_alfa/jm_alfa * u_r2; 

 BT3 f_s_m = cit_s/jm_s * u_r3; 

 BS6 Cor_alfa_theta = 2*MM*b*r*sin(alfa)+((MM+m_poh)*b**2+m/ 

   3*((b**3+a**3)/(a+b)))*sin(2*alfa); 

  

 MU1 > @Multiplier dTheta_dt,dAlfa_dt,1; 

 SU1 > @Summator 2,Tau_theta,3; 

 prev1 > @Scalor Tau_theta_m,Tau_theta / 75; 

 prev2 > @Scalor Tau_alfa_m,Tau_alfa / 133; 

 prev3 > @Scalor f_s_m,f_s / 50; 

 MU2 > @Multiplier 1,Cor_alfa_theta,2; 

 MU3 > @Multiplier Jmen_1,3,d2Theta_dt; 

 MU4 > @Multiplier dTheta_dt,dTheta_dt,d_theta_kvadrat; 

 MU5 > @Multiplier dAlfa_dt,dAlfa_dt,d_alfa_kvadrat; 

 BS9 Odst_theta2 = -(MM+J_kladka/(r**2))*(((MM+m_poh)*b**2+ 

   m/3*((b**3+a**3)/(a+b)))*sin(2*alfa)+M*b*r*sin(alfa)); 

 BS10 Odst_alfa = -1/2*(MM**2)*(b**2)*sin(2*alfa); 



 

 

 BS11 vliv_g2 = ((MM**2)*b-(MM+J_kladka/(r**2))*((MM+m_poh)* 

   b+m/2*(a+b)))*9.81*cos(alfa); 

 SC1 > @Scalor Tau_alfa,4 / (MM+J_kladka/(r**2)); 

 SC2 > @Scalor f_s,5 / MM*b*cos(alfa); 

 MU6 > @Multiplier Odst_theta2,d_theta_kvadrat,6; 

 MU7 > @Multiplier Odst_alfa,d_alfa_kvadrat,7; 

 SU2 > @Summator 6,7,8; 

 SU3 > @Summator vliv_g2,8,9; 

 SU4 > @Summator 4,5,10; 

 SU5 > @Summator 9,10,11; 

 MU8 > @Multiplier Jmen_2,11,d2Alfa_dt; 

 BS12 Odst_theta3 = -MM*b*cos(alfa)*(((MM+m_poh)*b**2+m/3*(( 

   b**3+a**3)/(a+b)))*sin(2*alfa)+M*b*r*sin(alfa)); 

 BS13 vliv_g3 = 9.81*MM*((MM+m_poh)*b**2+m/3*((b**3+a**3)/( 

   a+b))-(b*(cos(alfa))**2)*((MM+m_poh)*b+m/2*(a+b))); 

 MU9 > @Multiplier d_theta_kvadrat,Odst_theta3,12; 

 SU6 > @Summator 7,12,13; 

 SU7 > @Summator 13,vliv_g3,14; 

 MU10 > @Multiplier 15,Jmen_2,d2s_dt; 

 SU8 > @Summator 14,10,15; 

 SC3 > @Scalor alfa,alfa_deg / 180/1pi; 

 SC4 > @Scalor Theta,Theta_deg / 180/1pi; 

 BS14 Theta_ref = 5; 

 BS15 alfa_ref = 3*(time>=0.7); 

 SC5 > @Scalor 16,17 / 10/20; 

 SC6 > @Scalor 18,19 / 10/20; 



 

 

 DF1 > @Difference Theta_ref,Theta_deg,16; 

 DF2 > @Difference alfa_ref,alfa_deg,18; 

 PID_contr1 > @PID_contr 17,u_r_theta / K=25,TAU=3e-1, 

   KD=1.35; 

 PID_contr2 > @PID_contr 19,u_r_alfa / K=40,TAU=1e-2,KD=0.52; 

 *TR; 

 TR 0 1.5; 

 PRINT(5001) dTheta_dt, dAlfa_dt, s, ds_dt, Jmen_11, Tau_theta, alfa_deg, Theta_deg, 

Tau_alfa, vliv_g2, Theta_ref, alfa_ref, u_r_alfa; 

 INIT I1.out=0, I3.out=0, I5.out=0.2, 

Jmen_11=J_sloup+1/2*MM*r**2+MM*b*r*cos(alfa)+1/2*(( 

   MM+m_poh)*b**2+m/3*((b**3+a**3)/(a+b)))*(1+cos(2*alfa)), Jmen_22=-

(MM**2)*(b**2)*(cos(alfa))**2*+(MM+ 

   J_kladka/(r**2))*((MM+m_poh)*b**2+m/3*((b**3+a**3)/(a+ 

   b))), Odst_theta2=-(MM+J_kladka/(r**2))*(((MM+m_poh)*b**2+ 

   m/3*((b**3+a**3)/(a+b)))*sin(2*alfa)+M*b*r*sin(alfa)), Odst_alfa=-

1/2*(MM**2)*(b**2)*sin(2*alfa), 

    vliv_g2=((MM**2)*b-(MM+J_kladka/(r**2))*((MM+m_poh)* 

   b+m/2*(a+b)))*9.81*cos(alfa), s=0.1; 

 RUN MIN=1e6, MAX=5e4, WPRINT=1000; 

 *END; 
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