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ABSTRAKT

Ciel'om tejto bakalarskej prace je predstavit’ dynamicky matematicky software Geo-
Gebra a jeho aplikaciu v matematike a inych predmetoch. V prvej Casti prace je popisané
prostredie a jeho ovladanie. Dalej je rozobraté vyuZitie aplikacie v oblasti matematickej ana-
lyzy. Predmetom praktickej Casti je vytvorenie dynamickych modelov z vybranych oblasti

matematiky a fyziky. Obsah tedrie apletov je ur€eny najma pre vyuku na vysokych skoléach.

Kli¢ova slova: GeoGebra, dynamicky software, aplet, vyuka

ABSTRACT

The aim of this bachelor thesis is to present using and application of dynamic mathematical
software GeoGebra in math and other subjects. In first part of thesis is described software
and its control. Next part is oriented to usage of GeoGebra in mathematical analysis. Purpose
of practical part is to create dynamic applets from chosen parts of math and physics. The

content of models is dedicated mainly for universities.

Keywords: GeoGebra, dynamic software, applet, education
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UvVOD

Rozvoj informac¢nych technoldgii v sucasnosti neustale napreduje, co ma za nasledok
Coraz popularnejSie vyuzivanie pocitacovej techniky nielen v oblastiach informatiky, ale aj

vo vyuke rdéznych inych predmetoch.

Této bakalarska praca je rozdelena na teoreticku a prakticku cast’. V teoretickej Casti
opisuje vlastnosti a prednosti dynamickej geometrie a jej vyuzitia pri Studiu Sirokého spektra
predmetov. Dalej sa Gitatel stretne v tejto Gasti s predstavenim softwaru dynamickej geomet-
rie GeoGebra, kde sa zozndmi s prostredim, intaldciou a zakladnym nastavenim. Dalej
praca ukazuje pouZzivanie nastrojov pre animovanie konstrukcii a ich dynamické ovladanie.
Ako posledna Cast’ spojena s popisom programu je zameranie sa na vyuZzitie GeoGebry v ob-
lasti matematickej analyzy. Obsah teoretickej Casti som volil tak, aby bolo poukdzané na
vedomosti potrebné pre zostrojenie a porozumenie modelov v praktickej ¢asti. Sposob pou-
Zivania programu, popisany v tejto Casti prace, povazujem za efektivny, pricom zahtna uka-

zanie hlavnych vyhod takéhoto prostredia.

Praktickd Cast’ je zamerand na vytvorenie apletov z vybranych oblasti matematiky
a fyziky a ich popisu pouzitia. Skonstruované interaktivne modely sluzia pre grafické zna-
zornenie danej problematiky. Modely reaguji na spravanie urcitych objektov v ich konstruk-
cii v zavislosti vzt'ahov popisanych v teoretickej Casti, ku ktorym sa vybrané aplety odka-
zuju.

Vybranymi modelmi chcem poukazat’ na Siroké vyuzitie GeoGebry a jej aplikaciu.
Ugelom tejto prace je nielen poskytnut’ §tudentom uZito&né aplety pri vyuke matematiky &i
fyziky ale aj ukdzat’ moznost’ pouZzitia GeoGebry pri vytvarani modelov podla vlastnych
poziadaviek a potrieb. Materidly uvadzané v tejto praci st uloZzené na CD, ktoré je mozné

najst’ v prilohe prace.
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UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 10

1 DYNAMICKA GEOMETRIA

S matematikou sa kazdy z nés stretol na zakladnej, strednej i vysokej Skole. Ako
predmet vo vyuke plni nenahraditel'nt tlohu. Zaujem v nej Studenti nachadzajt prirodzene,
s pomocou vyucujuceho, vysvetlovanim mozno nezvyc¢ajnou, zaujimavou formou, alebo sa
najdu typy, ktoré k danému predmetu chovaji nepriazen, ¢i dokonca povazuji matematiku
pre nich ako najtazsiu prekdzku v Studiu. Fakt, Zze zdujem o matematiku zo strany Studentov
je veelku Clenity, stavia ucitel'a do nelahkej pozicie, kedy ostdva na jeho Sikovnosti ako
zostavit’ vyuku a podat’ dané ucivo Studentom. Talentovanych zaujat’ este viac, pre tych ktori
maji problémy s pochopenim latky hladat metdédy a spdsoby k lepSiemu porozumeniu
matematickym principom a Studentom bez zjavného zaujmu ukazat' obcas asponl nieco
zaujimavé. Vybornd pomocka, ktord ucitelovi ulahéi snaZenie mdze byt préve pocitac

s nainstalovanym vhodnym softwarom dynamickej geometrie. [1]

1.1 Vyvoj technologii a dynamicka geometria vo vyuke

Stadie zaoberajiice sa implementaciou technoldgii vo vyuke matematiky sa postupom
Casu zaoberali roznymi témami, ktoré stiviseli najmé s prinosom danej technolégie. V 2. po-
lovici 20. storocia sa vo vyuke matematiky postupne zacali stretavat’ s prvymi vypocetnymi
zariadeniami ako pocitac, ¢i kalkulatory. PouZivanie tychto zariadeni viedlo odbornikov
k skiimaniu, ¢i dany sposob ul'ahc¢enia numerickych vypoctov nevedie Studentov a Ziakov
k poklesu ich pocetnych zru¢nosti. Postupny vyvoj vypocetnej techniky neskor priniesol
dalSie technolodgie a to hlavne z oblasti pocitatovej grafiky. Do $kdl sa zacala integrovat’
vizualizacia abstraktnych geometrickych ttvarov. Tuto dobu sa vyskumy zas museli orien-
tovat’ a poukazat’ na vplyv vizualizacie z hl'adiska pojmotvorného procesu a vedomosti Stu-

dentov 1 Ziakov. [2]

Ucenie postavené na baze pocitacovych prostredi sa stava ¢oraz atraktivnejsie a Casto
vyuzivané vo vyuke matematiky. Poctivo navrhnuté softwary ako napr. GeoGebra zabezpe-
¢uju pre ucitel'ov stiCasne ukdzanie a pre ziakov l'ahSie porozumenie matematickych aspek-
tov, teda nieCo, ¢o za okolnosti inej formy vysvetlovania moze uniknut alebo byt nespravne
pochopené. Dynamic geometry software (angl. ,,software dynmickej geometrie®) d’alej len

»DGS* ;,umoziiuje vytvarat’ a realizovat’ dynamické zmeny v uZivatel'om vytvorenych ob-
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jektoch, utvaroch ¢i rysoch. Pomocou vlastnosti DGS, m6zeme skimat’ atributy matema-
tickych objektov a overit’ ich vzdjomné vizby. Softwary daného typu sprostredkivaju Stu-
dentom a ziakom moznost’ experimentovat’, pricom pocas pouzivania zaroven dostavaji

spatna vizbu. [3]

1.2 Vlastnosti DGS

Rozlicné formy atypy DGS povicSine zdielaju isté klacové vlastnosti. Jedna
vlastnost’, ktora stoji za odliSnost'ou od jednoduchych vykresl'ovacich programov je moz-
nost’ presne urcit’ geometrické vztahy medzi vytvorenymi objektami ako body, priamky,
kruznice a pod. Téato skutocnost’ je Specifikovana tym, Ze napr. dany bod je na urcitej
priamke a t4 sama priamka modze byt paralelna k d’alSej priamke. Druhd vlastnost’ a v pod-
state vlastnost’ definujuca takéto prostredie je moznost’ nasledne graficky preskimat’ dopad
geometrickych vztahov platnych v konstruovanom objekte. To zvycajne dosiahneme pou-

¢

zitim funkcie ,,drag” (angl. ,,tahat*), ktora umoziuje ,,uchytit* dané prvky geometrického
objektu, ¢o jednoducho vykoname pohybom pocitacovej mysi. Tymto pozorujeme ako rézne
Casti objektu dynamicky odpovedaju na presuvanie daného elementu. Zatial’ ¢o pouzivame
tato funkciu, na obrazovke sledujeme nepretrziti deformaciu objektu, no sticasne st zacho-
vané nami definované geometrické vizby povodného objektu. To znamena, Ze napr. pri pre-

stivani priamky p ku ktorej sme priradili priamku g ako rovnobeznu, plati bez ohl'adu na

vonkajSie okolnosti, ze p || q. [3]
Potencial dynamickych prostredi pozostava z:

- poskytovanie Studentom okamzitej odpovede geometrickej tedrie a tymto spdsobom
teda poukdzat’ o vSetko tieZ moZe byt nestastné odlucenie medzi geometrickou kon-
Strukciou objektu a samotnou dedukciou.

- umoznit’ Studentom zamerat’ sa na Casti geometrického utvaru a skimat’, ktoré st
stale a ktoré premenlivé.

- schopnost’ nabrat’ zo strany Studenta zmysluplny nédzor dokazu a dokazovania. [3]
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2 GEOGEBRA

GeoGebra, je interaktivne prostredie urcené pre vyuku v Skolach od zakladnej Skoly az
po univerzity, kde sa uplatnuje napr. ako pomocka grafického zobrazenia roznych oblasti
matematiky [7]. Software je navrhnuty a postaveny na Castiach matematiky a to, ako uz z na-
zvu vyplyva na geometrii (GeoGebra), algebre (GeoGebra), Statistike a aplikacii vypocet-
nych metdd. Na jednej strane moézeme vytvarat’ konstrukcie pomocou bodov, priamok, tse-
¢iek, vektorov, kruznic, kuzel'oseSiek, mnohouholnikov atd’., na druhej strane je mozné
vkladat’ a pocitat’ nami definované rovnice, funkcie s presne stanovenymi stiradnicami. Geo-

Gebra ma teda schopnost’ pracovat’ s premennymi hodnotami pre ¢isla, body, ¢i vektory.

2.1 Historia

Zakladatel’, Markus Hohenwarter zacal Studentsky projekt v roku 2001 na univerzite
v Salzburgu, ako sti¢ast’ jeho diplomovej prace, pokracujlc na ,,Florida Atlantic University*,
dalej ,,Florida State University a v sti€asnosti na univerzite v Linzi, v Rakusku. Za uply-
nulé roky sa stala GeoGebra open-source projektom, na ktorom sa v aktudlnej verzii Geo-
Gebra 5 podiel'a 47 spolupracovnikov (dobrovol'nikov), 19 vyvojarov, mnoho vyskumnych
pracovnikov rdéznych univerzit a tim prekladatel'ov umoziujlci pouzivanie prostredia v 63
jazykoch [5]. Takéto zoskupenie l'udi prinasa Skolstvu po celom svete jeden z najlepSich
moznych dynamickych matematickych softwarov. Dnes uz GeoGebra UspesSne rozSiruje

svoje moznosti pouZzitia aj do aplikacii tvorené pre mobilné zariadenia a tablety. [4], [6]

2.2 Dostupnost’ a inStalacia

GeoGebra je freeware program a spadd pod GPL (General Public License) licenciu,
¢o znamena, ze pre nekomercné pouzitie je dostupna pre kohokol'vek [6]. Oficidlna stranka
je https://www.geogebra.org, kde ndjdeme vSetko potrebné pre inStalaciu ale aj manualy,

navody a mozZnost’ zapojit’ sa do fora plného uzitocnych hotovych modelov [1].

Z oficidlnej stranky mdzeme stiahnut’ subory pre inStaldciu PC verzie na Windows,
Linux a MAC OS, dostupna je aj verzia pre tablety, kde je na vyber stiahnutie z Windows
store, App store a Google play, z ktorych ako jediny Android podporuje kompatibilitu aj pre
mobilné telefony. Na stranke mdézeme zmenit jazyk pokial’ je potrebné. Tento program je
napisany v Jave, preto pre funkcnost’ je nutné aby nas operacny systém obsahoval podporu
Java Runtime Environment [6]. InStalacia je jednoduchd, nastavenie jazyka na zaciatku in-

Staldcie znamend, Ze v tomto jazyku sa aj spusti program. Na strdnke moZeme taktiez zvolit’
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inStalaciu priamo do néasho internetového prehliadaca, kedy je vSak na pouzivanie potrebny

internet.

2.3 Zoznamenie sa s prostredim

Vzhl'ad GeoGebry je prehl’adny, o zarucuje jednoduché ovladanie a pracu. Prostredie
pozostava z niekol’kych okien, pomocou ktorych je mozné konstruovat’ a zasahovat’ do ob-
jektov roznymi spdsobmi. Po spusteni programu sa zobrazi okno uvedené na obr. 1.

Stibor Upravy Vzhlad Nastavenia Nastroje Okno Népuveda! Hlavna ponuka Prihldseny(a) ako valekd

[l 2l oo, 40 N2 4) panel nastrojov

» Algebraické okno X | » Nakresia X
: ™

Algebraické
okno o

Vstup ]

Vstupné pole

Obr. 1. Vzhlad prostredia GeoGebra.

2.3.1 Hlavna ponuka

Hlavna ponuka nachadzajuca sa nad panelom nastrojom vid obr. 1 zahfiia niekol'’ko
zéaloziek pomocou ktorych je mozné pracovat’ so sibormi (uloZenie, exportovanie do grafic-
kych formatov, dynamickej webovej stranky, tlacenie...), nastavovat’ vzhlad prostredia
podla naSich potrieb, teda aktivovat’ a deaktivovat’ zobrazenie potrebnych okien (napr. uka-
zat’ postup konstrukcie), vybrat’ jazyk, spravovat’ nastroje programu ako napr. prispdsobenie
panelu nastrojov a pristupovat’ k napovede. Dalej si popiseme niektoré uZitoéné moznosti

nastavenia GeoGebry. [1]
V ponuke Upravy je mozné :

e Spdt' — vrati poslednt prevedenti zmenu v konstrukeii.

e Znova — prevedie krok dopredu.
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e Vlozit obrazok z — vlozime obrazok do nakresne z pocitaca.

V ponuke Nastavenia je mozné nastavit napr.:

e Zaokruhlovanie — poskytuje nastavenie k zobrazeniu poctu desatinnych miest.
o Jelkost pisma — nastavime vel'kost’ pisma v celom prostredi (12 — 48 bod).
o Jazyk
e Pokrocilé
o Jednotka uhla — zvolime ¢i chceme velkost' uhla zobrazovat’ v stupiioch
alebo radianoch.
o Styl pravého uhla — pravy uhol moze byt rozpoznany pomocou §tvoréeka,
bodky alebo mo6zeme vypnut’ odliSovanie od ostatnych uhlov.

o Suradnice — su 3 typy zobrazeniaato 4 = (x, y), A(x | y) alebo 4:(x, y).
V ponuke Ndstroje mozeme:

e Prisposobit paletu nastrojov — umoziuje prisposobit’ panel nastrojov presne podla
potrieb uzivatel’a, ktory si sém moéze zadefinovat’, ktoré zoskupenie néstrojov sa zob-
razi po kliknuti na jednotlivé odvetvia tohto panelu. Pre pokrocilejsich je moznost’

vytvarat’ dokonca svoje vlastné nastroje.

2.3.2 Panel nastrojov

XA D @O Ll N2 b

Obr. 2. Panel nastrojov.

Na obr. 2 vidime, Ze na paneli st zobrazené ikony jedného z néstrojov danej tema-
tickej skupiny (naposledy pouZity). Pre zobrazenie celej sady danych néstrojov klikneme na
maly trojuholnik v pravom dolnom rohu. Panel obsahuje sady néstrojov pre konstruovanie
a manipulovanie s objektami. Pri ukézani kurzoru mysi na dany nastroj uvidime napovedu

ktora informuje uzivatel'a ako spravne v poradi vybrat’ objekty. [1]
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D OO LN =

Mnohouholnik
Vyznac postupne vsetky vrcholy, a potom este raz prvy!

Obr. 3. Napoveda v paneli nastrojov.

Informacie k jednotlivym funkcidm néstrojov st dostupné v uzivatel'skom manuali

GeoGebry dostupnom na http://www.geogebra.org.

2.3.3 Grafické okno

Grafické okno alebo taktiez nakresia je najcastejSie pouzivané okno pre komunika-
ciu s programom a naSou pracou. Rozmedzie os teda mierku nakresne menime kolieCkom
mysi a pohyb najpraktickejsie tlacidlom na koliecku mysi alebo po vybrati nastroju Pohyb.
Pravym klikom na nakresiiu mézeme nastavit’, ¢i chceme mat’ zobrazené osi, mriezku, zme-
nit’ pomer x-ovej osi k y-ovej osi alebo pristipit’ do rozsiahlejSich nastaveni kliknutim na

Ndakresna, kde moézeme prisposobit’ vzhl'ad, rozmedzie ¢i jednotky os a pod.

2.3.4 Algebraické okno

Definicie objektov z ndkresne je mozné vidiet' v podobe textového zéapisu v algebra-
ickom okne, ktoré je umiestnené nal'avo. Tu ndjdeme aj skryté objekty, ktorych grafické
zobrazenie v ndkresne nevidime. Z algebraického okna mo6zeme objekty rychlo vybrat’, me-
nit’ stradnice vol'nych objektov, skryt’ z ndkresne kliknutim na modrt gul’ku nal'avo a pokial’
si nie sme isti, o dany objekt reprezentuje, ukdzanim kurzora mysi na objekt zistime presnu

definiciu a nasledne ho mdézeme premenovat’ na zrozumitel'ny nazov. [1]
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¥ Algebraické okno = | X| | ¥ Nakresna

| - J{; - -
~ Bod 41
..... ® A= (3, 0)

..... B =(0, 3) 34
@ C= (0, 0)

Trojuholnik 21 o )
@ mojTrojuholnik = 4.5 mojTrojuholnik
~ Usetka 1
..... ® a=3
""" ® b=3 0 'C .

P ® c=424 -1 0 1 2 3 4 5

Obr. 4. Algebraické okno.

Na obr. 4. vidime, Ze objekty st rozdelené do kategoérii bod, trojuholnik a usecka.
Bod B mé prazdnu gul’ku, ¢o znamend, ze ho na nikresni nevidime, taktiez vidime vlastny

nazov trojuholnika ,mojTrojuholnik‘, ku ktorému GeoGebra automaticky vypocita obsah.

2.3.5 Vstupné pole

Do vstupného pola vkladame prikazy v textovej podobe. Pomocou tohto prikazo-
vého riadku mame pristup aj k funkcidm nad ramec panelu néstrojov, kde st uvedené len
najpouZzivanejSie nastroje. Prostrednictvom vstupného pola teda moéZeme vycisl'ovat’ vy-
razy, vytvarat’ objekty, ktoré nasledne vlozime do konstrukcie pomocou prikazov, ktoré su
alternativou grafickych néstrojov a l'ahko ich najdeme vo Vstupnej ndpovede, kliknutim na
otaznik v pravom dolnom rohu vid’ obr. 5. Téato ndpoveda je vel'mi prehl'adna a pod zozna-
mom rovno vidime aj presne uréenu syntax daného prikazu. Vstupné pole je silny a jediny
mozny spdsob pracovania v oblasti matematickej analyzy, kde mézeme definovat’ funkcie
a k nim napr. pocitat’ derivacie alebo urcity integral, comu sa budeme venovat’ v samostatne;j

kapitole matematickej analyzy. [1]
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¥ Algebraické okno X|| ¥ Nékresia X |Vstupna napoveda
- FIEuLliauzajuLerivutisiv ~
| v Jxv v - PrehratVzuk
Bod Premenovat
® A=(30) Priamka
~@ B=(0,3) - Priblizit
@® Cc=(0,0) Priemer
Priamka PriemerKuzelosecky
@ mojaPriamka: -x -y = -3 - PriemerX
Trojuholnik PriemerY
@ mojTrojuholnik = 4.5 Prienik
Usetka - PrienikCiest
~@ a=3 PrienikovaKuzelosecka ©
®b=3 E 2
®c=424 Priamka[ <Bod>, <Bod> ] "
5 4 & | Priamka[ <Bod>, <Rovnobeina
priamka> |
Priamka[ <Bod>, <Smerovy vektor> ]
v
< >
Vlozit ukazat on-line napovedu =
Vstup: PriamkalA, E]| a ¢

Obr. 5. Vstupné pole.

Na obr. 5 si predvedieme jednoduchtl ukézku pouzitia vstupného pola. Povedzme,
ze chcem vytvorit’ priamku prechadzajucu bodmi A4, B. V napovede vyhladdme prikaz
Priamka, vyberieme vhodnu syntax a zadame do vstupného pol'a. Algebraické okno navyse

ponuka vyjadrenie priamky v niekol’kych tvaroch (napr. parametrické vyjadrenie).

2.3.6 Vlastnosti objektov

Prispdsobenie vzhladu alebo spravania sa je moZzné objektom v GeoGebre nastavo-
vat’ pomocou ich vlastnosti, ku ktorym moZeme pristupovat’ pravym tlacitkom mysi na dany
objekt z nakresne alebo z algebraického okna, kde je vidite'ny prehl'adny zoznam konStruk-

cie. Rozny typ objektov prinasa taktiez rozdielne vlastnosti, ktoré sa daji menit.
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"THia ERH® =
Bod Z3Kladné Sty Gl skriptovani ?
@ A Farba Stil Algebra Pokrofilé skriptovanie
Mazov. A
Definicia: [(2, 2)

Legenda: bodA

Zobrazit objekt

! 181 hodA
Zobrazit' popis: |Popis w
MNazow
[] Zobrazit stopu  |Pomenovanie a hodnota
Hodnota o

[] Upevnit objekt

[] Pomocny objekt

Obr. 6. Vlastnosti objektov.

Ako ukéazku vidime na obr. 6 vlastnosti objektu typu bod. Okno vlastnosti obsahuje

niekol’ko zéloziek, zatial’ si popiSeme najpouzivanejsie:

e Zakladné — slizi na nastavenie hlavnych vlastnosti objektu ako nazov, definicia a le-
genda teda popis objektu. Definicia jasne urcuje vdzbu kam objekt patri. V nasom
pripade je objekt definovany stiradnicami 4 = (x, y), teda objekt nie je viazany k Ziad-
nemu d’alSiemu objektu. Navyse v tejto zalozke mdzeme zmenit’ typ popisu, zobrazit’

stopu pri animadcii alebo objekt upevnit’.

e Farba —nastavenie farieb pre lepSiu prehl'adnost’ objektov. GeoGebra ponuka vyber
zakladnych predefinovanych farieb alebo uzivatel’ pouzije RGB (Red, Green, Blue)
paletu.

e Syl — poskytuje zmenu velkosti bodu (v nasom pripade), alebo napr. hribku
priamky, Gsecky atd’. ako aj §tylbodu: e x 0 + €@ O A ¥ > <«



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 19

e Algebra — sluzi pre zmenu typu suradnic : kartesianske, polarne, 3D kartesianske,
sférické suradnice alebo ako komplexné ¢islo.

2.4 Nastroje pre animaciu a interaktivitu

GeoGebra obsahuje niekol'’ko nastrojov, ktoré robia prostredie dynamickym a interak-
tivnym, o znamena schopnost’ reagovat’ na podnety uzivatel'a ako napr. pohyb, stlacenie
tlacidla alebo slovné zadanie. Sluzia prave pre animaciu konstrukcii, kedy uzivatel’ moze
pozorovat’ zmeny vykonané na definované matematické vzt'ahy. GeoGebra umoziuje ani-
movat nie len vol'né ¢isla alebo uhol v rovnakom Case, ale aj body, ktoré st viazané na objekt
(usecka, priamka, funkcia, krivka, atd’.). Za ucelom automatickej animécie, napr. uhlu, je
potrebné vytvorit’ tzv. posuvnik. Pre celkové ovladanie a animovanie konstrukcie slizia d’al’-

Sie nastroje (obr.7) : tlacidlo, zaskrtavacie policko, textové pole.

Cl=ZAN = &3
a=2

Makresia .
Posuvnik

posuvnik

Text @

Obrazok

. tlacidlo
Tlacidlo

Zadiarkavacie policko

o 2B &

\/ zagkrtavacie politko

a=1 Vot textové pole

textove pole 0

Obr. 7. Nastroje animacie.

2.4.1 Posuvnik

Po zvoleni posuvniku z panelu nastrojov kliknutim na 'ubovol'né miesto v nakresni
vytvorime posuvnik. Dialégové okno (obr. 8) definuje vlastnosti posuvnika. Zvolime typ
¢islo, uhol alebo celé ¢islo. Okno obsahuje d’alSie zalozky kde nastavime pozadovany inter-

val rozsahu [min, max], krok (pre plynulost’ animadcie), vertikalnu alebo horizontalnu polohu,
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Sirku posuvniku v pixeloch, rychlost’ animacie a typ modulécie (oskuldcia, rastuci, klesa-

Jjuci, rastuci len raz). Pozicia posuvnika ale aj ostatnych nastrojov v kapitole moze byt’ upev-

nena alebo absolutna na obrazovke (nema vplyv pohyb v prostredi).

* Algebraické okno
‘ v fiv

-~ Bod

. A=(1,0)

X

» Nakresia

posuvnik=-1

®

@ B=(1,113)
Funkcia

x2

@ f(x) = 8 +1

- Priamka
L g:x=-1

- Vektor Nazov

@® Cislo
O Uhal
Oceléfisle  [nghodné

_{ 0
e u=1113)

posuvnik
- Cislo
@ posuvnik=-1

Interval  Pgsuvnik  Animdcia

min: -5 max: |5 krok: |0.01

OK Zrusit’

Obr. 8. Nastavenie a pouzitie posuvnika.

Ukézka pouZitia na obr. 8 je vytvorena bodmi 4, B, funkciou f{x), priamkou g, vek-
torom 1, a posuvnikom.
Plati :
1) Bod 4 = (x, y) : A (posuvnik, 0).
2) Bod B : priesecnik f(x) a g.
3) Priamka g : g € 4, g L x(Os) (v programe oznacenie os ,,x, y(Os) ).
4) Vektor u: U (4,B).

Pri manipulovani s posuvnikom sa bod 4 pohybuje v zavislosti od hodnoty posuv-
nika na osi x. To ma za nésledok vzajomnti zmenu polohy bodu B podl'a uvedenych vzt'a-
hov. Pravym klikom na posuvnik je mozné cez ,,animdcia na “ spustit’ a pozastavit’ anima-

ciu.

2.4.2 Tladidlo

Pouzivanie tlacidiel zaistuje napr. celkové ovladanie konstrukcie vykonévanim pri-
kazov GeoGebra scriptu, kliknutim na dané tlac¢idlo. Vyznamnt tlohu plni pre Start, poza-

stavenie alebo resetovanie animadcii alebo nastavenie viacerych hodndt roznych objektov.
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* Algebraické okno x| | » Nakresiia
=lclv fivw g

Bod = I posuvnik=10
@ B=(0,1) 41

Funkcia

2 {
- @ fx) = 8 +1

- Priamka

. g:x:{]

- Vektor

el u = l\‘lf.ll
- Cislo

@ posuvnik =0

"THe BEE®

A o 1 2 3 4
e EUdA Zakladné Text Farba
. ® B Stil Pokrodilé skriptovanie

Funkcia nakliknutie  Aktualizicia Globalny JavaScript -1

Priamka 1 | ZadatAnimaciu[posuvnik false]
@ g 2 | posuvnik=10
- Tladidlo 2
- @ Tagidio1
~- @ Tiatidlo2
Vektar

- . u GeoGebra Script ~ OK Zrusit -3
Cislo v

£ >

Obr. 9. Definicia a pouzitie tlacidiel.

Po vytvoreni tlacidla sa ndm naskytne dialogové okno, kde nastavime ndzov a sa-
motny GeoGebra script, ku ktorému moZeme neskor pristupovat’ aj cez vlastnosti daného
tlac¢idla. Suhrn prikazov je dostupny na odkaze https://wiki.geogebra.org/en/Scrip-
ting Commands. Na obr. 9 je vidiet’ okno s vlastnostami tlacidla Reset, v zalozke skripto-
vanie a podzalozke na kliknutie vkladdme GeoGebra script. Tento script je prelozeny do
jazykov dostupnych v programe, teda napr. prikaz ,,StartAnimation “, je funkény aj v slo-
venskom jazyku ,.,ZacatAnimdaciu “. Tlac¢idlom Reset chceme zastavit’ animaciu a dosiah-
nut’ nami zvolené pociatocné hodnoty danych objektov konstrukcie. Syntax v tomto pri-
pade je nasledovna: Prikaz[objekt, log. hodnota] = ZacatAnimaciu[posuvnik, false]. Na-
sleduje prikaz posuvnik = 0. Po kliknuti sa animécia zastavi a posuvnik nadobudne hod-

noty 0. V pripade tla¢idla Start je logicka hodnota nastavena na ,true.

2.4.3 ZaSkrtavacie policko

Zaskrtavacie policko je nastroj, pomocou ktorého moéZeme tvorit' prehladnost

a vzhl'ad konstrukcie. SlUzi na zapinanie a vypinanie zobrazenia jednotlivych objektov. Po


https://wiki.geogebra.org/en/Scripting_Commands
https://wiki.geogebra.org/en/Scripting_Commands

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 22

vytvoreni poli¢ka zvolime ndzov a vyber objektov, ktoré sa zobrazia alebo skryju po klik-
nuti. Pri vybere je treba byt dosledny, nakol’ko program neumoziuje editovanie zoznamu
zvolenych objektov vo vlastnostiach poli¢ka po jeho vytvoreni. Na ukézku zvolime pre po-
licko Zobraz objekty funkciu f{x) a vektor #. Obr. 10 znazorfuje policko Zobraz s hodnotou

Htrue“aobr. 11 s hodnotou ,, false .

* Algebraické okno x| | » Nakresna
| v [~

- Bod

@ A=(1.38,0)

@ B=(1.381.24)
Funkcia

posuvnik=1.38

.

| Start| | Reset | (V)2

f

- Logicka hodnota
@ Zobraz=true

Priamka

------ ® g:x=138
Vektor

O U= 0g)
Cislo

Obr. 10. Zaskrtavacie poli¢ko — ,,true®.

* Algebraické okno > | ¥ Makresna

| =1= fe~ g
Bod = 1 posuvnilkk=1.38
@ A=(1.380) | Start || Resetl |__JZobraz : Y

@ B=(1.381.24) *
Funkcia
%2
fi(x) = 3 +1
- Logicka hodnota
@ Zobraz=false
- Priamka
Ll grx=1.38 5
Weltor

_{ 0 i
U= |\\1.24.—'| x
- Cislo ]
@ posuvnik =1.38

Obr. 11. Zaskrtavacie policko — ,,true®.

2.44 Textové pole

Textove pole plni funkciu definicie objektu zvolen¢ho v dialogovom okne. Pole teda

prepojime napr. s funkciou ktort moZeme predefinovat’ zadanim iného predpisu. Na obr. 12
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vidime zmenu pdvodnej funkcie v textovom poli zadaj f(x). Obr. 13 ukazuje pridanie tlacidla

original, ktorého definicia na kliknutie je vratenie funkcie do pévodného stavu.

w Algebraické okno >/ | » Nakresha
= i - X g

Llod f = \ posuvnik= 0.45
@ A=(0.45,0) | Start I | Resetl (V] zobraz -

B =(0.45, 0.99)
Funkq Bod A (posuvnik, 0:|

S f(x):_*3+1

- Logicka hodnota
@ Zobraz = true
Priamka

Cislo

|
[
—¢
1
i
H
|
L 1
original :
)
)
i
zada) f(x) = (-x7) /8 + 1 -2 :
h
i
i
:
-3 4 h
e I o
Obr. 12. PouZitie textového pola.
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8 4]
-~ Logickd hodnota
@ Zobraz = true
Priamka
L@ gix =045 2
- Vektor
H ' A
H _ 0
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@ posuvnik = 0.45 ]
. i TRl IE B e 2
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I - Logickd hodn
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Obr. 13. Pouzitie textového pol’a s tlacidlom.

2.4.5 Prikaz,If*

Pokial' pozadujeme riadenie naSej konstrukcie urcitymi podmienkami, GeoGebra

umoznuje jednoduché programovanie v okne vlastnosti objektov, v zalozke ,,skriptovanie
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a jej podzalozke ,,Aktualizacia“ pomocou GeoGebra scriptu. Povedzme, ze v nasej kon-
Strukcii uvedenej na obr. 8 az obr. 13 chceme, aby animécia bola funkénd len na kladnej x-
ovej osi. X-ova suradnica bodu A4 teda : x(4) < 0. Animécia by sa teda mala zastavit’ po
nesplneni danej podmienky. Na obr. 14 vidime okno vlastnosti bodu 4, kde méZeme zadat’
nas prikaz.

o= ]
"l BFEY
Bod

0

Zakladné Farba Stjl Algebra Pokrodilé Skriptovanie
‘@ B na kliknutie Aktualizacia Globalny JavaScript

el f 1 | Akf(A) == 0, ZatatAnimaciu[posuvnik,false]]

- TextovéPole

‘@ textovéPole1

- Tiaéidlo

@ Tiatidlo1

Tiagidlo2

‘@ Tlatidlo3
YWektor

- Cislo
‘@ posuvnik

GeoGebra Script ~ oK Zrugit’

Obr. 14. Prikaz If.

Syntax prikazu je nasledovna : If/podmienka, potom]. Ako pomodcku pre logické
spojky uvediem, ze potrebné znaky v GeoGebre je mozné skopirovat’ zo vstupného pol’a cez
ikonu ,,a‘ v pravom dolnom rohu, kde sa po kliknuti zobrazia Specialne znaky. Kompletnti
Struktiru a d’alSie typy syntaxe ajej pouzitia su uvedené na odkaze https://wiki.geo-

gebra.org/en/If Command.

2.5 Ukladanie a export dat

V poslednej Casti opisu GeoGebry si predstavime moznosti uloZenia a exportu vytvo-
renych modelov. Program vyuziva vlastny typ suboru s priponou .ggb, ktory je mozny otvo-
rit’ len v nainstalovanej GeoGebre. Vel'mi uc¢inny spdsob je export do webovej verzie, kedy

nepotrebujeme mat’ nainStalovany program na pocitaci. V internetovom prehliadaci je vSak
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nutné mat’ nainStalované rozhranie Java (k dispozicii na http://java.com). Pre bezproblé-
movy chod, odporic¢am prehliadac¢ Google Chrome, ktory podporuje spustanie GeoGebra

apletov uz v zéklade. [8]

Pokial’ potrebujeme vytvoreny model pouzit’ inde ako v programe, napr. ako doku-

ment pre tla¢, je mozny export v hlavnej ponuke subor a export do nasledujicich formatov:

e Dynamicka konstrukcia ako webova stranka (html)
e Nakresnia ako obrazok (png, eps)

e Geometrické okno ako animovany GIF

e Vlozit nékresiiu do schranky

e Nakresna ako PSTricks

e Nékresna ako PGF/TiKz

e Geometricky vzhl'ad ako asymptote

V praktickej Casti budem vyuzivat' export ako dynamickt konstrukciu webovej
stranky. Jedinou podmienkou je prihldsenie sa na stranke GeoGebry https://www.geo-
gebra.org/, pomocou uctu Google, Office 365, Microsoft, Facebook, Twitter alebo vytvorit’
ucet priamo na oficidlnej strdnke. Po prihlaseni je mozné vkladat’ hotové konStrukcie na
vlastny ucet a nahraté dokumenty d’alej spravovat’ (pridat’ nazov, popis, prava pristupu pre
verejnost’...), no po nahrati, uz nieje mozné zasahovat’ do konstrukcie a menit’ objekty, ex-

port slizi len na pouzivanie.


http://java.com/
https://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 26

3 MATEMATICKA ANALYZA

Matematicka analyza (,,kalkulus “) patri medzi zakladné discipliny matematiky. Hlav-
nymi a zakladnymi pojmami tohto odvetvia s funkcia, limita, derivacia, integral. Predme-
tom skumania su zakladné oblasti tedrie diferencialneho a integralneho poctu, postupnosti
a limit na mnozine realnych a komplexnych ¢isel. Dalej sem patria teérie diferencidlnych
a parcialnych rovnic, integralnych rovnic, funkcii komplexnej premennej, diferencidlnej
geometrie a d’alSich oborov. Aplikacia matematickej analyzy ma velky vyznam v prirodo-

vednych a technickych vedach, hlavne vo fyzike. [9]

3.1 Kalkulus v GeoGebre

Geogebra je prostredie, ktoré ma dant oblast’ ve'mi detailne spracovanu a jej nastroje
funkcii a analyzy dévaju uzivatelovi Siroky priestor na vytvaranie a skimanie limitnych
uvach, derivécii a ich vyznam v priebehu funkcie, modely urc€itého integralu a jeho vyuzitie
k vypoctu plochy obmedzenej grafmi funkcii a pod. Pre taktto pracu GeoGebra v ndpovede
zahrnuje pestry zoznam prikazov ¢i funkcii, ktoré do konstrukcie priddvame pomocou vstup-
ného pola. Kompletné moznosti pouzitia prikazov analyzy najdeme na odkaze
http://wiki.geogebra.org/en/Functions_and Calculus Commands, my si vSak teraz predsta-
vime zékladné prikazy a ich syntax v praxi, z ktorych niekol'’ko bude vyuzitych aj v praktic-
kej Casti tejto bakalarskej prace.

3.1.1 Funkcie a analyza

e Asymptota :

o Asymptota[kuZelosefka], vytvori obidve asymptoty kuzel'osecky.
Pr.: Asymptota[x? — y? = 1] vrati priamky —x +y = I; —x—y = 0.
o Asymptota[funkcia]
o Pr.: Asymptota[(2x? — x?> —x + 1) / (2x*> — 2)] vypiSe zoznam { y = x — 0.5,
x=-1,x=1}
e Derivacia :
o Derivacia [funkcia, premenn4, ¢islo] spocita derivaciu danej funkcie podla

uréenej premennej a parametru cislo, ktoré urcuje n-tu derivaciu. Parametre
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premennd a cislo su volite'né a prikaz ich nemusi obsahovat’. Funkcia méze
byt nahradena parametrom krivka.
o Pr.: Derivacia[3x3y? + y2 + 2xy, X, 2] vrati tvar 18x)°.
e Dolny a horny integralny sucet
o DolnylIntegralnySucet[funkcia, a, b, n], spocita dolny sucet plochy » ob-
diznikov danej funkcie na zadanom intervale <a, b> € x(Os) kde parameter
n predstavuje pocet obdiznikov. Prikaz taktieZ vykresli do nakresne obdiz-
niky odpovedajuce prikazu. Analogicky prinédlezi rovnakej syntaxi prikazu
horny integralny sucet: HornySucet[funkcia, a, b, n].
e Extrém
o Extrém[polynom], vytvori vSetky lokélne extrémy polyndmu ako body
a zobrazi na grafe funkcie.
o Extrém[funkcia, a, b], vyhodnoti extrémy spojitej funkcie na danom inter-
vale <a, b> € x(Os).
e Funkcia
o Funkcia[funkcia, a, b], vykresli graf funkcie na intervale <a, b> € x(Os).
e Implicitna krivka
o ImplicitnaKrivka[funkcia(x, y)], vytvori implicitne zadant krivku
f(x, y) =0, kde obidve premenné x, y musia byt polynomy.
Pr.: ImplicitnaKrivka[x* + 2xy + y? + 4], ur¢i a vykresli implicitna krivku
'+ 2y +yP=-4
e Inflexny bod
o InflexnyBod[polynom], urc¢i inflexné body funkcie mnohoc¢lenu.
Pr.: InflexnyBod[x3], Bod(0, 0).

e Integral medzi
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o IntegralMedzi[funkcia f, funkcia g, a, b], vypocita urcity integral f— g jed-
nej premennej na intervale <a, b> € x(Os) a vyplni plochu medzi grafmi
funkcii.

e Integral

o Integral[funkcia, premennd], vypocita neurcity integral podl’a danej pre-
mennej. Bez parametru premennd spocita neurcity integral jednej premenne;.

o Integral[funkcia, a, b], integral funkcie jednej premennej na intervale
<a, b> € x(0s).

e Integralny stucet

o IntegralnySucet[funkcia, a, b, n, d], vypocita na intervale <a, b> € x(Os)
stiget ploch n obdiznikov so $tartovaciou poziciou obiznika d (0 <d < 1), kde
d = 0 uréuje lavy sudet a d = I pravy sucet n obdiznikov danej funkcie.

o LichobeznikovySucet[funkcia, a, b, n], vypocita lichobeznikovy stucet na
intervale <a, b> € x(0Os), pre dant funkciu pomocou # lichobeznikov.

e Korene

o Korene[polynom], ur¢i vSetky korene polynému ako body priese¢nikov s x-
ovou 0SOU.

o Korene[funkcia, a, b], korene funkcie na intervale <a, b> € x(Os).

e Limita

o Limita[funkcia, hodnota], spocita limitu funkcie pre zadant hodnotu, ktora
predstavuje hodnotu hlavnej premennej funkcie.

o LimitaZDava[funkcia, hodnota], LimitaZPrava[funkcia, hodnota], spo-
¢ita limitu zl'ava a sprava danej funkcie.

e Parcidlne zlomky
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o ParcialneZlomky[funkcia], ak je mozné, prevedie dant funkciu na sucet

parcialnych zlomkov.

o Pr.: ParcidlneZlomky|x? / (x2 — 2x + 1)], prevedie na tvar 1 + ﬁ + ﬁ

e Priesecnik
o Priese¢nik[objekt, objekt], vytvori vSetky prisecniky dvoch zadanych ob-
jektov.
o Priese¢nik[funkcia f, funkcia g, a, b], vypocita vSetky priesecniky funkcii
fa gnaintervale <a, b> € x(0Os).
e Taylorov polynom
o TaylorovPolyném|funkcia, a, n], pre zadant funkciu vytvori Taylorov roz-

voj stupna z so stredom v bode a.

[51, [10]
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4 VYBRANA TEORIA K PRAKTICKEJ CASTI

Pre pochopenie a pozorovnie konstrukcii v praktickej Casti si teoreticky v tejto kapitole
popiSeme matematické Ci fyzikalne vzt'ahy z vybranych oblasti ako urcity integral, optika

a dynamika.

4.1 Definicia urcitého integralu

Nech funkcia f(x) je ohranicend a definovana na uzavretom intervale <a, b>, a < b.
Povedzme ze takéto funkcia f(x) je integrovatel'nd, teda mé urcity integral na intervale

< a,b >, pokial existuje ¢islo / € R s nasledujucou vlastnost'ou:

K T'ubovolnému ¢islu ¢ > 0 je mozné najst’ Cislo 0 > 0 tak, ze pre 'ubovolné delenie
D intervalu <a, b> také, ze v(D) < 0, a pre l'ubovol'ny vyber reprezentantov ¢ tohoto delenia

plati |p(f, D, &) — 1| <e.

Cislo I potom nazyvame hodnotu uréitého integralu a piseme

b
j f(x)dx =1
a
kde ¢islo a nazyvame dolnd a Cislo b horna medza, interval <a, b> integracny obor a funk-
ciu f(x) integrand.

Nech funkcia f: (<a, b>) €R je spojitd na <a, b> ,tak vieme najst’ primitivnu funkciu
F pomocou Newtonovho-Leibnizovho vzorca

b
[ reax=ro) - Fea@

[11]

4.2 Priblizny vypocet urcitého integralu

MoézZe nastat’ situdcia, kedy primitivnu funkciu F nie je mozné vyjadrit’ pomocou ele-
mentarnych funkcii, alebo je F natol'ko zlozita, ze vypocet jej hodnot je vel'mi narocny, resp.

v praxi nezrealizovatelny.

Velky vyznam preto zastupuji numerické metédy pre vypocet integfalu
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fbf(x)dx

pri ktorych priblizna hodnota tohto integralu je vyjadrena pomocou niektorych hodnot funk-
cie f- [12]

Vseobecne pri numerickom vypocte integralu dant funkciu f': (<a, b>) € R substi-
tujeme jednoduchsou funkciou g: (<a, b>) €R, ktorej funkcné hodnoty st priblizne rovnaké
ako integrand f, ale jej vypocet je z pohl'adu vypoctu urcitého integralu jednoduchsi. Na-

kol'ko geometricky urcity integral urcuje (u nezapornych funkcii) obsah pod krivkou grafu,

mozeme predpokladat’, Ze integral f; g(x)dx da priblizne rovnaky vysledok. [12], [11]

b b
j f(x)dx = j g(x)dx + R,
a a
kde tzv. chyba R predstavuje malé ¢islo, ktoré je mozné zanedbat’. Numerické vypocty cel-

kovo obsahuju chybu, ktora je dand chybami metdd, zaokrithl'ovanim, vstupnych dat.

Predpokladajme, Ze interval <a, b> rozdelime na n rovnako dlhych dielikov, kde n € N
(ekvidistanéné delenie). Dizku jedného dielika (norma delenia) ozna¢ime 4 > 0, a deliace

bodyx;,i=0,..., n (uzly). Funkéné hodnoty v uzloch ozna¢ime ako y; . Teda

h = , X; = a + ih, yvi = f(xp), i=0,..,n

Najjednoduchs§im rieSenim je volit’ konStantnu funkciu g(x). Funkcia g(x) je kon-
Stantna po Castiach a na kazdom intervale ma int hodnotu y;. KonStanta bude predstavovat’
napr. funk¢éni hodnotu integrandu v lavom konci intervalu < xi,xi + 1>, teda

g(x) = f(xi) = yi. Integraciou ziskame jednoduchii obdiznikova formulu.
xi+1 xp+1 xXi+1 1
X
[ x| geodxt [ yidr =yl = G — 50 = vih
Xi Xi Xi

kdex;y; —x;=a+ ({+1h—(a+ih)=h

z toho vyplyva
X

fabf(X)dx ~ fxl f(x)dx+j:2 f(x)dx+...+f " FO)dx =

x0 1 Xn—1

po tprave a zanedbani chyby R(%) dostaneme obdiznikovu formulu
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b
f FOOdx ~ h(yo + 1 + -+ yn_).
a

Geometrické zndzornenie pre n = 6 je uvedené na obr. 15 Jedna sa o sucet ploch

obdiznikov o zakladniach rovnakej dizky # a vyskach yo, yi, ..., yu1.

Tato metoda tzv. konverguje pre akiikol'vek integrovatelnu funkciu f{x). Co zna-

mena, zZe pre n — oo, tj. pre h — 0 je ;lirr(%R(h) = 0.

Zvycajne nas zaujima aj nejaky odhad chyby. Je mozné dokazat’, ze pokial’ ma funk-

cia f(x) na intervale <a, b> spojiti prvu derivaciu, existuje Cislo & € <a, b> také, ze

h
R = 5(b—a)f (©).

Vzorec mézeme pouzit’ len tak, Ze ur¢ime odhad chyby v absolutnej hodnote zhora,

teda |f(< )| nahradime maximom absolttnej hodnoty derivacie |f“(x)| na intervale <a, b>.

’ y=f(x)

a = xp x X3 x

L
r

(4 X35 Xy = b

Obr. 15. Obdiznikova metada. [11]

Podobne, pokial’ zvolime x; ako pravy krajny bod, alebo stred intervalu (x;, xi+r), od-
vodime i d’alsie obdiznikové metody. Naviac sa pre numericky vypocet integrélu pouZiva aj

tzv. lichobeznikovad metoda, ktora je dana vztahom:

b
h
[ 7edx = 300+ 234+ 29s + 30
a
[11)

4.3 Teleso na naklonenej rovine

Teleso na naklonenej rovine zobrazenej na obr. 16. méZe ostat’ v kl'ude alebo po rovine

zadat kizat’ smerom nahor alebo nadol. Pri dotyku medzi rovinou a telesom dochadza k tzv.
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trreniu, ktoré zavisi predovsetkym na materiali povrchu telies a na uhle naklonenej roviny

a. Tieto parametre rozhodnu, ¢i teleso bude uvedené do pohybu alebo ostane v kl'ude.

Obr. 16. Teleso na naklonenej rovine.
Trecia sila je pdsobi vzdy proti pohybu telies a mézeme je ju vyjadrit’ vztahom
F. =fN,
kde fje koeficient trenia a N je kolma tlakova sila medzi telesami. PrisluSny koeficient sa
vztahuje k pohybu telies, preto sa ¢asto oznacuje aj ako dynamicky. Musime vSak rozlisit

situéciu, kedy je teleso eSte len uvddzané do pohybu. Vtedy je trecia sila Ft vacsia ako pri
pohybe telies, €o je vyjadrené statickym koeficientom trenia, ktory oznacime f;. Pre vel'kost’

trecej sily teda plati taktiez

Fomax = fsN,

Pri pohybe telesa po naklonenej rovine je je staticky koeficient f; nahradeny dyna-

mickym koeficientom fz, kedy treciu silu poésobiacu na pohybujtce sa teleso ur¢ime
Fy = fyN

Pre vypocet pohybu telesa budeme vychadzat’ z 2. Newtonovho pohybového zakona

Zﬁ:md’,
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kde ), F urcuje sucet vSetkych sil pdsobiacich na teleso (obr. 16.), teda sily tahove;j G , NoT-

malovej sily Na trecej sily E’ Pre vypocet pohybu telesa sa rozdelia zlozky sily v smere x

a y. Tahovu silu rozdelime do uvedenych zloZiek os
G, = Gsin(a) = mgsin(a),
Gy = Geos(a) = mgcos(a).
Dalej vyjadrime v zavislosti 2. Newtonovho zakona sily pdsobiace v ose x a y.
x:—F, + G, = may,,
y:—Gy, + N =ma,,
Teleso v smere y nevykonava pohyb, z ¢oho vyplyva (a, = 0), teda plati
N = Gy + ma,,
N = mgcos(a).

Po odvodeni normalove;j sily N mozeme vyjadrit’ treciu silu posobiacu sa na pohybujuce

teleso celym vztahom

Fy = faN = fagmgcos(a).

Do rovnice vyjadrenej v smere x dosadime F; a Gy, z Coho dostadvame vzt'ah pre zrychlenie

V smere x
—fqa mgcos(a) + mgsin(a) = may,
a, = g(sin(a) —fa cos(a)).

Zrychlenie telesa je teda zavislé na uhle roviny a a dynamickom koeficiente trenia fu. Ak
pozndme vyraz pre vypocet zrychlenia telesa, je mozné urcit’ vztah zavislosti rychlosti a po-

lohy telesa na case. Plati
v=vy+at=1v,+ gt(sin(a) — fa cos(a)),
z ¢oho je d’alej mozné urcit’ vztah pre vypocet zavislosti polohy telesa na Case.
X = vot + %at2 = vyt + %gtz(sin(a) — fa cos(a)).

[13]
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4.4 Zobrazovanie objektu pomocou gulovej plochy

Zobrazovanie gulovou plochou vyuziva najmi paraxidlny priestor, v ktorom luce
svetla smerujuce od predmetu na plochu zrkadla zvieraju s optickou osou malé uhly a nazy-
vame ich paraxidlne. V takomto zobrazeni sa bod zobrazuje ako bod, priamka ako priamka

a rovina ako rovina. [14]

Zrkadliaca plocha gul'ovych zrkadiel je tvorena Castou gulovej plochy. Ak je svetlo
odrazané od vnutornej plochy gule, hovorime o konkdvnom (vyduté) zrkadle, ak od vonkaj-
Sej, hovorime o konvexnom zrkadle (vypukl¢). Stred krivosti zrkadla C (obr. 17) je teda stred
gul'ovej plochy, ktorej polomer krivosti je » = |CV], kde V je vrchol zrkadla. Ohnisko F sa
nachadza v strede vzdialenosti medzi vrcholom ¥ a stredom krivosti C. Dizku medzi vrcho-

lom V' a ohniskom F oznacujeme f a nazyvame ohniskové vzdialenost’. [14]

C '-n.L_ F ".\."

Obraz

Obr. 17. Konkavne zrkadlo.

Pri rieSeni uloh takéhoto typu pouzivame vztah zobrazovacej rovnice pre gul'ové zr-
kadla a plati:

-t —=—-=

1 1 1 2
a a f r

kde a predstavuje vzdialenost’ predmetu od vrcholu zrkadla, @ ‘ urcuje vzdialenost’ obrazu od

vrcholu a r znaci polomer krivosti gul'ového zrkadla. [14]
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Konstrukcia obrazu predmetu na gul'ovom zrkadle sa riadi nasledujucimi vlastnost’ami

paraxialnych lacov:

e Ak lu¢ prechadza optickou osou cez stred krivosti C, dopada na plochu zrkadla
kolmo a odraza sa do tej istej priamky v opacnom smere.

e Lug, ktory tvori rovnobezku s optickou osou sa od plochy zrkadla odrazi do ohniska
a opacne 1a¢ prechadzajuci ohniskom sa odrazi od plochy rovnobezne s optickou

osou. [14]
Pri zobrazovani cez konkavne zrkadlo rozliSujeme niekol’ko pripadov typu obrazu :

1) Ak, a > r, obraz sa nachddza medzi C a F' a je skuto¢ny, obrateny, zmenseny.
2) Ak, a = C, obraz sa nachadza v C a je skuto¢ny, obrateny, rovnako vel’ky.

3) Ak, C < a < F, vzdialenost’ obrazu je > C a je skuto¢ny, obrateny, zvicseny.
4) Ak, a = F, obraz neexistuje.

5) Ak, a <F, obraz sa nachadza za zrkadlom a je neskuto¢ny, priamy, zvicSeny.

Ked’ predmet zobrazujeme pomocou konvexného zrkadla je vzdy obraz neskuto¢ny, priamy,

zmenseny a jeho vzdialenost’ a ‘ je menSia ako F. [14]

4.5 Zobrazovanie objektu pomocou tenkej SoSovky

Tenké spojovacia SoSovka pozostava z 2 lamavych ploch, vyrobenych z opticky ¢ireho
prostredia, ktorych centralne osi splyvaji, co nazyvame centralna os SoSovky O (obr. 18).
Rozoznavam dva typy SoSoviek, spojné a rozptylné (spojka, rozptylka). Svetlo prechadza-
juce povrchom SoSovky, kde nastava lom, d’alej prenika SoSovkou a opét’ sa [ame na rozhrani
SoSovky a vzduchu. Pre zobrazenie predmetu tenkou SoSovkou (zanedbavame hrubku) pou-

zivame vztah zobrazovacej rovnice tenkej SoSovky:

kde a je predmetova vzdialenost’, a‘ je opacne obrazova vzdialenost’, /' a f* su ohniskové
vzdialenosti predmetu a obrazu (obr. 18). Do zobrazovacej rovnice dosadzujeme parametre

so znamienkami podl'a ich polohy, kde sa predmet a obraz nachddza. Teda kladné a ak sa
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predmet nachadza vo svojom predmetovom priestore a ¢iselni hodnotu a ‘ kladnu pokial je

obraz v obrazovom priestore a zapornu ak v priestore predmetu. [14]

—

Ohraz

_\‘_

¥

1
:

Obr. 18. Tenka SoSovka.

KonStrukcia obrazu predmetu na tenkej SoSovke sa riadi nasledujiicimi vlastnostami

Specialnych lucov, ktoré SoSovkou prechadzaji:

e Luc¢, ktory sa §iri od predmetu rovnobezne s optickou osou sa lame po prechode
povrchu SoSovky do obrazového ohniska F'.

e Luc, ktory od predmetu smeruje do ohniska predmetu F sa po prechode So-
Sovky lame rovnobezne s optickou osou.

e Lu¢ idaci do ohniska predmetu F prechédza cez stred centralnej osi SoSovky

O a d’alej sa nelame. [14]

Zo zobrazovacej rovnice plynie, Ze pokial’ a rastie, vzdialenost a “klesa. Pre a —» oo
dopadaju na povrch SoSovky zviazky rovnobezné s optickou osou, ktoré sa zbiehaju v ohni-
sku obrazu F“ateda a‘ = f*. Pokial a = £, tak luce s po lome rovnobezné s osou a obraz sa

nachadza v oo. [14]

Pri zobrazovani cez spojnu SoSovku rozliSujeme niekol’ko pripadov typu obrazu :
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6) Ak, a > 2f, obraz sa nachadza medzi 2f*a f* a je skutoCny, obrateny, zmensSeny.
7) Ak, a = 2f, obraz sa nachadza v 2f" a je skuto¢ny, obrateny, rovnako vel’ky.

8) Ak, 2f < a < f, vzdialenost’ obrazu je > 2fa je skuto¢ny, obrateny, zvacseny,

9) Ak, a =f, obraz neexistuje,

10) Ak, a < f, obraz sa nachadza za SoSovkou a je neskuto¢ny, priamy, zvac¢Seny.

Pokial’ predmet zobrazujeme pomocou rozptylnej SoSovky (obr. 19), je obraz vzdy

neskuto¢ny, priamy, zmensSeny a jeho vzdialenost’ je mensSia ako f*. [14]

Predmet

$ -~ % -

Obr. 19. Zobrazovanie pomocou rozptylky.

4.6 Funkcia dvoch premennych

Nech A € R%. Potom zobrazenie f: A — R, ktoré pridel'uje kazdej dvojici realnych &i-
sel (x, y) € A prave jedno realne ¢islo z = (x, y), sa nazyva realna funkcia dvoch premennych.

Za defini¢ny obor funkcie berieme mnozinu A a oznacujeme D(f).
Prvky mnoziny D(f) st usporiadané dvojice ¢isel (x, y), preto ich mdézeme geometricky
chépat ako kartezianske stiradnice bodu v rovine, ktorému je priradené ¢islo z zobrazenim f-

Potom piSeme /- z = f(x, y) alebo len z = f(x, ).

Mnozinu takych z € R, ku ktorym existuje (x, y) € D(f) tak, ze z = f(x, y), potom

nazyvame obor hodnot funkcie f'a oznacujeme H(f). Teda:
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H(f) ={z € R:3(x,y) € D(f) také,Zze z = f(x,y)}
[15]

4.6.1 Vrstevnice
Nech f: z = f{x, y) je funkcia dvoch premennych a k£ € R. Potom mnozinu
ve(k) ={(x,y) € D(f) : f(x,y) = k}
Nazyvame vrstevnicou alebo hladinou funkcie f na tirovni koeficientu .

Mnozina bodov definiéného oboru D(f), v ktorom funkcia f nadobtida dané hodnoty
k, je teda vrstevnica funkcie. Vrstevnicu skonstruujeme ako priemet prieniku grafu funkcie
f's rovinou z = k do roviny ur¢ené osami x a y (obr. 20). Dané poznatky nam ul'ah¢uju pod-
statne zlozitej$i graf funkcie dvoch premennych predstavit’ si pomocou vytvorenych vrstev-

nic. [15]

Obr. 20. Vrstevnice funkcie dvoch premennych.
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II. PRAKTICKA CAST
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S MODELY

V praktickej Casti sa stretneme s konstrukciami z oblasti matematiky a fyziky. Pouziva-
nie modelov bude popisané, tak isto ako aj na ¢o dany aplet slizi a ¢o je predmetom jeho
vyuzitia spolu s uvedenim vybranej teérie z kapitoly €. 4. Uvedené budu taktiez podmienky
spravneho pouZzivania, teda situécie, kedy konstrukcia v istych pripadoch nemusi fungovat’
spravne, nakol'’ko GeoGebra script neponuka také rozsiahle moznosti programovania, aby
urcité spravanie modelov bolo oSetrené. To vSak plati najma pre webové aplety, kde do edi-
tovania objektov nepristupujeme. Dand vec vsak nie je povazovana za problém, nakol’ko sa
da konstrukcia v nainstalovanom programe rychlo prebudovat’ na poziadavky uzivatel’a. Pri

kazdom modely bude uvedeny zdroj na webe spolu s ndzvom daného siboru na CD. Subory

na CD si samozrejme menitelné.

5.1 Modely z matematiky

V tejto Casti si popiSeme aplety z oblasti matematickej analyzy, goniometrie, ¢i model
3D objektu a pod.

5.1.1 Urdity integral hornej medze

Model na obr. 21. predstavuje vypocet ur¢itého integralu hornej medze spojitej funkcie.
Pomocou vykreslenia primitivnej funkcie F(x), je mozné ihned’ vidiet’ hodnotu y(E), odpo-

vedd hodnote F(4), teda plochy pod krivkou, po dosadeni x(4) do F(x), plati: y(E) = F(A).

| F
10
Zadaj f(x) =38/ 16 + 2 'H E=(0,0.41) & -
|
F(x)=002ax*4+2x+ ¢ \ &
|
F(A) =9.41 !
| |
I (]
|
1
\ 1
\
1
\
ll /—-P
\
1 ]
14 12 10 B 5 N K

Obr. 21. Integral hornej medze.
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Ovladanie modelu:

1) Okno Zadaj f(x) umoznuje zadat’ akukol'vek funkciu.

2) Horné medza sa nastavuje pohybom bodu 4 po ose x.
Tedria k modelu je popisana v kap. 4.1.
Zdroje k modelu :

1) web — https://www.geogebra.org/m/zCunTmvw

2) CD —,integralHornaMedza.ggb*

5.1.2 Urdity integral medzi dvomi funkciami

Model na obr. 22 spocita pomocou urcitého integralu plochu medzi grafmi danych
dvomi spojitymi funkciami na urenom intervale. V konstrukcii st zostrojené priesecniky
funkcii P; a P», ktoré d’alej rozdel'ujt interval <a, b> na tri mensSie intervaly. Pre vypocet
vSetkych Styroch ploch prevadzame rozdiel f{x) — g(x), kde poradie rozdielu ovplyvituje zna-

mienko, ako aj obratené medze (a > b).

fix) =213 o

alx) =X+ 1 Q

Plocha : \/ d dy

2

b 1.58 2
d= / f(z) —g(z) = / "’% —(—2?41)=0.29 \
Ja [ 1.55 =

Obr. 22. Ur¢ity integral medzi dvomi funkciami.

Ovladanie modelu:

1) Do vstupnych poli f{x) a g(x) uzivatel zada zvolené funkcie.
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2) Posuvnikmi a, b nastavujeme hodnotu dolnej a hornej medze, ¢o taktiez mézeme
previest manualne posuvanim bodov 4, B po x-ovej osi.

3) Zaskrtavacie policka d, d;, d>, ds zobrazuja alebo skryvaju vypocet v danych me-
dziach a im zodpovedajuce plochy v grafe, rozdelené dvomi priese¢nikmi funkcii

alebo celkového intervalu <a, b>.
Spravne pouzivanie :

e model je zostrojeny pre zadané dve funkcie, ktoré sa musia pretinat’ v dvoch
bodoch a aspoii jedna z nich obsahuje polyném, pretoze uréené plochy su poci-
tané pevne danymi medzami priesecnikov P; a P».

e v pripade zadania funkcii ktoré sa pretinaju v jedinom bode sa nevytvori prie-

seCnik P; a teda plocha d3 nebude definovana.
Tedria k modelu je popisand v kap. 4.1.
Zdroje k modelu:

1) web — https://www.geogebra.org/m/pNc2KQXt
2) CD —,,integralMedzi2f.ggb*

5.1.3 Integralny sicet ploch

Model na obr. 23 predstavuje vypocet plochy pevne danej spojitej nezapornej funkcie
f(x) na uzavretom intervale <a, b>, ako limitu suétov obdiznikov danej metédy pre postup-
nost’ rovnomerného delenia intervalu. Model ukazuje plochy nami urcenej metddy zvole-
ného delenia, ktorého pocet deliacich intervalov je ur€eny hodnotou posuvnika n. Hodnoty
jednotlivych suctov vybranej metddy st zobrazené a priebeZne mdézeme navzajom porovna-
vat’ s hodnotou vypocitanou systémom ako urcity integral z danej funkcie na intervale

<a, b>.

Model na obr. 24 ukazuje pouzitie obdiznikovej metody pri vypodte uréitého integ-

ralu 'ubovol'nej funkcie f(x) na intervale <a, b>.
Ovladanie modelov:

1) Posuvnikmi g, b nastavujeme hodnotu dolnej a hornej medze, alebo manualnym po-

stivanim bodov 4, B po x-ovej osi.
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2) Posuvnik n udava pocet delenia, teda na kol’ko obdiznikov s rovnakou dizkou za-
kladne bude delit’ nas interval.

3) Polickami volime viditel'nost’ primitivnej funkcie F(x) a typ suctov ploch.

9 V9 a=035 161 , /
i F(B)
r)=——+4+2x+3 \ @ e
f(z) 2 +2z+ ". boag 'S /T/
\ 14 7
" /! .
\ \ N 17 o3 A s
F(x f(x)dx 0.17x" +x"+3x+c , i
: \ 124 / I
n=4§ \ / i
|.| \ / .
\ 10 /” :
\/ F(x) ,/ LawySucet [ StredSucet [ Y\PrawSucet [ ‘LichobezniKSucet / |
\ 84 / !
Lavy sicet = 13.83 \ / I
\ / |
Praviy sucet = 14.07 \ o] / i
. PR / |
Stredniy) stiéet = 14.09 \\ — !
- - s - & o q 4
LichobeZnikovy siéel = 13.95 | 41
\ )
Fp— Fy=14.04 \ 2 ,
\ ’
\ [ 28
F(A)
T g ’
7 ] -5 4 3 o 1 2 3 4
s < a B
_ ”
2]
Obr. 23. Numerické vypocty plochy.
a=-048
Zadajf(x) =%+ 2
.
h=1
.
flx) =a"+2 o
J 7
F(x) / f(x)dx = 0.25 x> +2x +c
n=5 — "
. [ Jr
~ " . o - . 51
LawySucet \/ PravwSucet StredSucet LichSucet
- - 47
Lavi sucel = 3.59
Praviy stucet = 4.31 3
Stredny stcet = 3.94
Lichobeznikovy sucet = 3.95
F(B)— F(A) = 3.95
11
0 B
: - O
3 25 2 [u] o0& 1 1.5

Obr. 24. Vypocet urcitého integralu numerickymi metddami.
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Tedria k modelom je popisand v kap. 4.2.
Zdroje k modelu na obr. 23:

1) Web - https://www.geogebra.org/m/CAn9yAH4
2) CD — ,,integralnySucet.ggb*

Zdroje k modelu na obr. 24:

1) Web - https://www.geogebra.org/m/qFHPJTFD
2) CD —,integralnySucet2.ggb*

5.1.4 Defini¢ny obor dvoch nerovnic

Jednoduchy model na obr. 25. uréuje defini¢ny obor funkcie dvoch premennych, kde
je nutné stanovit’ podmienky, za ktorych ma dané funkcia zmysel. Tieto podmienky vyjad-
rujeme v tvare nerovnosti. Model sluzi k znédzorneniu definiénych oborov jednoduchych

funkcii dvoch premennych.
Ovladanie modelu :

1) Do vstupnych poli uzivatel’ zada dve nerovnice.

askrtavacimi polickami volime viditelI'nost’ danych nerovnic a defini¢éného oboru.
2) Zaskrt lick 1 ditel'nost’ d h defi ho ob
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1nerovnicax®+y* < 4

2 nerovnicay = x®
D(f)=a*+y* <4 A y>a?

1. nerovnica 2. nerovnica \/ D)

12 10 8 & -4 o 0 ) a

Obr. 25. Defini¢ny obor /y — x2 + In(4 — x% — y?).
Zdroje k modelu :

1) Web - https://www.geogebra.org/m/b5SRhyAT3
2) CD —,nerovnice.ggb*

5.1.5 Grafy goniometrickych funkecii

Dynamicky model na obr. 26 znazorfiuje grafy jednotlivych goniometrickych funk-
cii. Zékladom je jednotkova kruZnica, ktorej konStrukciu zvolime pre sinus, kosinus alebo
tangens, kotangens. DoleZity je bod B, cez ktory st zostrojené pravouhlé trojuholniky, no
zavisi od neho pohyb celej konstrukcie, ked’ze jeho konsStrukcia : B = (x, y) = (cos(B), sin(p)),
kde p predstavuje posuvnik s hodnotou < —2m; 2 >, ¢o urcuje aj celkovy interval grafu.
Hodnoty jednotlivych funkcii odpovedaju prislusnym dizkam odvesien pravouhlych troju-
holnikov v prislusnej jednotkovej kruznici (napr. sinus(f) = |t|). Dizka d predstavuje velkost
oblukového vyrezu jednotkovej kruznice. Konstrukcia bodov na danych funkciach odpoveda
: napr. bod S = (x, y) = (b, t), kde x-ovu suradnicu urcuje posuvnik g, teda hodnotu 7 na x-
ovej osi a y-ovu stradnicu vel'kost’ odpovedajucej odvesny v pravouhlom trojuholniku. Mo-
del je pre lepSie porozumenie skonsStruovany so zhodnymi farbami danych funkcii (napr.

cervend = sinus).
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Ovladanie modelu:

1) Posuvnikom f uddvame poziciu bodu B, o mé za nasledok pohyb celej konstrukcie.

2) ZaSkrtavacimi polickami volime vidite'nost’ jednotlivych goniometrickych funkcii
a zobrazenie jednotkovej kruznice pre sinus, kosinus alebo pre tangens, kotangens.

3) Tlacidla ovladaju stavy animadcie.

4) Posuvnik rychlost udava rychlost’ animacie.

B=-377 —_—
- k\/‘Jedn kova k. (sin, cos)

J Sin Cos \/ Tan Cotan \/ Jednotkova k. (tan, cotan)

|Start| |Stop| |Reset| B=1as° d(B) = 2.51(rad)

sinus(3) = 0.59

tangens(3) = 0.73

2 aniz

Obr. 26. Graf goniometrickych funkcii.
Zdroje k modelu :

1) Web - https://www.geogebra.org/m/KqJb8TDE
2) CD —,,goniometria.ggb*

5.1.6 Vrstevnice funkcie dvoch premennych

Model na obr. 27 poukazuje na zostavenie grafu pevne danej funkcie dvoch premen-
nych, kde pomocou vrstevnic vytvorenych rezom grafu danej funkcie rovinou rovnobeznou
s rovinou xy, teda horizontalnou rovinou z = k. Naviac model zobrazuje rez vertikalnej ro-
viny y = k. Vrstevnice su zobrazené v 3D aj v 2D ndkresni a su vykreslené¢ ako implicitna

krivka v tvare f(x,y) - z = 0, kde za y alebo z volime konstantu.
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Obr. 27. Rez funkcie dvoch premennych rovinou.

Ovladanie modelu:

1) Posuvnikmi & volime koeficient k obidvoch rovin.
2) Zaskrtavacie policka zobrazuju horizontdlnu a vertikdlnu rovinu a im odpovedajuce

rezy grafu funkcie f(x, y) spolu s implicitnymi krivkami v 2D nékresni.
Tedria k modelu je popisana v kap. 4.6.1.
Zdroje k modelu:

1) Web - https://www.geogebra.org/m/EeC7szZv
2) CD — ,funkciaDvochPremennych.ggb*

5.2 Modely z fyziky

V tejto kapitole si popiSeme aplety z fyziky ako pohyb telesa na naklonenej rovine

a zobrazovanie obrazu predmetu pomocou konkavneho zrkadla a tenkej SoSovky.
5.2.1 Pohyb telesa na naklonenej rovine

Dynamicky model na obr. 28 simuluje pohyb telesa na naklonenej rovine. Uhol ro-
viny a moze byt zadany od 0 do 90°. Sily pdsobiace na objekt, teda gravitatna, normalova

a trecia mézu byt’ zobrazené. Teleso je spustené z kl'udu (pociatocna rychlost’ vop = 0), kedy



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 49

pozorujeme ¢&i zaéne samo kizat' smerom nadol. Naopak mozeme nastavit' vy na uréiti hod-
notu, kedy sa teleso pohne smerom nahor alebo nadol. Simulécia realne ukaze vysledny po-
hyb objektu. V pripade, Ze sa teleso po pohnuti opét’ teleso uvedie do pokoja, vysledny cCas
a prejdena vzdialenost’ budi ukdzané. Ked’ je objekt v kl'ude, pracuje statické trenie, ktorého
hodnota uddva maximalnu hodnotu dynamického trenia. V opacnom pripade sa za statické
nahradi kinetické trenie, posobiace proti smeru pohybu. Pokial’ nastane situacia, kedy za-
dame takt zapornt vy, Ze by v skuto¢nosti teleso vypadlo z naklonenej roviny alebo by jeho
Cast’ bola isty ¢as mimo plochy vo vzduchu, zmizne teleso z naklonenej roviny, ¢o symboli-
zuje vypadnutie telesa z naklonenej roviny. Tento fakt je oSetreny tak, ze teleso je viditel'né,
ak lavy dolny roh objektu, bod G; > 0. Preto je pociato¢na pozicia nastavena na hodnotu

posuvnika pozicia = 0.01.

) o = 24.5°
fq=0.27 o ;o
@ a= 1.66m/s"
fim v =3.81m/s
"o:.']l t=2.3s

¢ draha = 4.4m

zadaj uhol a = 24.5° | |2ozkysil
9=9.81

| sTART| [ sTOP| [RESET)

Obr. 28. Pohyb telesa na naklonenej rovine.
Ovladanie modelu:

1) Posuvnik pozicia nastavuje pociatocnu poziciu telesa na naklonenej rovine.

2) Posuvnikmi fs a f; nastavujeme hodnotu dynamického a statického trenia.

3) Posuvnik vy udava pociato¢nu rychlost’.

4) Do textového pol'a zadaj uhol o zadame pozadovany uhol naklonenej roviny.

5) Posuvnik g pouzijeme pokial chceme simulovat’ iné gravitacné zrychlenie ako Zeme.
6) Tlacidlami START, STOP, RESET ovladame stavy animacie.

7) Zaskrtavacim polickom zlozky sil zobrazujeme alebo skryvame sily pdsobiace na te-

leso.
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Tedria k modelu je popisana v kap. 4.3.
Zdroje k modelu:

1) Web - https://www.geogebra.org/m/U7gSzfrF
2) CD — ,naklonenaRovina.ggb*

5.2.2 Tenka SoSovka

Konstrukcie na obr. 29 a obr. 30 znazornuju zobrazovanie predmetu pomocou dvoch
typov SoSoviek, spojnej (obr. 29) a rozptylnej (obr. 30), kde obraz nadobuda vlastnosti v za-

vislosti pozicie a velkosti predmetu. Predmet predstavuje modry vektor.

Obr. 29. Zobrazenie predmetu spojkou.
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Obr. 30. Zobrazenie predmetu rozptylkou.

Ovladanie modelu :

1) Uchytenim a manipulaciou bodu P ovladame velkost’ a poziciu predmetu.
2) Pokial bodom P prejdeme na l'avl stranu centralnej osi O, model sa zmeni na zob-

razovanie pomocou rozptylky.
Teoria k modelu je popisana v kap. 4.5.
Zdroje k modelu:
1) Web - https://www.geogebra.org/m/nhEJPSdd
2) CD — ,tenkaSosovka.ggb*
5.2.3 Gulové zrkadla

Konstrukcie na obr. 31 a obr. 32 zndzoriiuji zobrazovanie predmetu pomocou gulo-
vého zrkadla, konkavneho (obr. 31) a konvexného (obr. 32), kde obraz nadobuda vlastnosti

v zavislosti pozicie a vel’kosti predmetu. Predmet predstavuje modry vektor.
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Obr. 31.Zobrazenie predmetu konkdvnym zrkadlom.

Obr. 32. Zobrazenie predmetu konvexnym zrkadlom.
Ovladanie modelu :
1) Uchytenim a manipulaciou bodu P ovladame velkost’ a poziciu predmetu.

2) Pokial’ bodom P prejdeme na pravu stranu gul'ového zrkadla, model zobrazuje pred-

met pomocou konvexného zrkadla.
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Tedria k modelu je popisana v kap. 4.4.
Zdroje k modelu :

1) Web - https://www.geogebra.org/m/etyDTHjs
2) CD — ,guloveZrkadlo.ggb*
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ZAVER

Ciel'om tejto bakalarskej prace bolo po zoznameni sa s GeoGebrou a nasStudovani si
prace v danom programe, spracovat’ nadobudnuté poznatky v podobe praktickych modelov,

vyuzitelnych pre vyuku urcitych oblasti z matematiky a fyziky.

Tento program som si obl'ibil hned’ zo zaciatku, ked’ som videl ¢o vSetko dokaze.
Rozhodol som sa preto pustit’ do prace s GeoGebrou pocas ktorej ma prostredie zaujalo eSte
viac. V teoretickej Casti som sa preto snazil popisat’ GeoGebru najmi z vlastnej sktisenosti
a ukazat’ Citatel'ovi hlavné vyhody a teda to, €o robi tento dynamicky matematicky program
jednym z najkvalitnejSich interaktivnych prostredi. Po predstaveni prostredia som venoval
jednu kapitolu v teoretickej Casti ukdzanim pouzitia GeoGebry v oblasti matematickej ana-
1yzy. Moznosti vyuzitia programu su rozsiahle preto som sa zameral skor na to aby Citatel
vedel program pouzit' a neopisoval som urcité oblasti matematiky. V zavere tejto Casti je

uvedena vybrana potrebna tedria k modelom z praktickej Casti.

Zamerom praktickej bolo zhotovenie dynamickych modelov z vybranych oblasti ma-
tematiky a fyziky. Aplety st funkéné a vyuzitelné pre Studium danej problematiky z vybra-
nych predmetov. Realizacia konstruovania apletov nebola vzdy bezproblémova. Ako minus
povazujem malé moznosti vyuZitia programovania pomocou GeoGebra scriptu, kedy nebolo
mozné niektoré z apletov zhotovit’, aby fungovali spravne vo vsetkych situaciach pri pouzi-
vani. Preto niektoré modely boli uréené prave konkrétnej problematike, pre ktora su zhoto-
vené. Pri modeloch som sa snaZil vystizne popisat’ ¢o sa v kazdom z nich deje, spolu s ovla-

danim apletu.

GeoGebra je v sucasnosti vel'mi zaujimavy software, ktory nachadza uplatnenie ako
interaktivna pomocka pri $tudiu na zékladnych, strednych ¢i vysokych Skolach, tak ako pre
ziakov a Studentov aj pre ucitel'ov. Dufam, Ze tato praca splnila svoj tcel a efektivne poslazi

Studentom pri vzdelavani.
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