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ABSTRAKT

Ciel'om diplomovej prace bolo vytvorenie kompletného popisu kinematiky existujuceho
robotického ramena so 4 stupnami volnosti. Pomocou tohto popisu vypocitat’ jeho pracov-
ny priestor a vytvorit’ pohybové rovnice pre popis jeho dynamickych vlastnosti, vdaka

ktorym nakoniec navrhnut’ riadenie v kiboch daného robota.
Kli¢ova slova:

Kinematika, Denavit-Hartenberg, Pohybové rovnice, Robot

ABSTRACT

The aim of this thesis is complete kinematic description of robotic manipulator with 4 deg-
rees of freedom. Its workspace and equations of motion will be determined according this
description to acquire its dynamic properties. With the use of dynamic description, the con-

trol scheme of joints will be designed.
Keywords:

Kinematics, Denavit-Hartenberg, Equations of motion, Robot
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UvVOD

V tejto diplomovej praci sa budeme venovat’ problematike robotiky. V dnesnej dobe sa
s robotikou stretdivame v mnohych odvetviach ato hlavne v priemysle alebo medicine.
Moderné technolégie ako napriklad robotické manipulatory ndm ulah¢uju zivot a dokazu
usetrit’ podstatna Cast’ naSho cCasu. V budicnosti bude tento trend len pokracovat
a zacneme sa stretavat’ s Coraz viac pripadmi, kde bude mozné robota vyuzit. Uz dnes na-
priklad firma Google testuje pouzitie neurdnovych sieti v spojeni s robotickymi manipula-
tormi. Alebo projekt RoboEarth, ktory je vlastne akymsi konceptom samostatného interne-
tu pre robotov, prostrednictvom ktorého budu moct’ roboti pristupovat’ ku obrovskej data-

baze znalosti, ktora by bola akymsi kolektivnym vedomim.

Néplnou tejto prace bude objasnit’ problematiku matematického popisu robotického rame-
na, ato hlavne odvodenie kompletnej kinematiky, vypocet inverznej ulohy a odvodenie
dynamiky robotického ramena. Nakoniec sa budeme zaoberat’ simulaciou tohto robotické-

ho ramena ako aj navrhom jednoduchej regulacia pre motory v kiboch robotickej $truktury.
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I. TEORETICKA CAST
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1 KINEMATIKA

Kinematika je ¢ast’ vedy, ktora sa zaobera popisom pohybu telesa bez ohl'adu na to ¢o ho
sposobilo. Pohyb teda je akdkol'vek zmena polohy alebo orientacie telesa. Ak pozname

polohu v ¢ase vieme pomocou derivacie ziskat’ :

1. Rychlost’ (drdha derivovana podla ¢asu)
2. Zrychlenie (rychlost’ derivovana podl'a ¢asu)

3. RYV (trhnutie) (zrychlenie derivované podl'a ¢asu)
Kinematika sa deli na 2 zasadné problémy:

1. Priamy kinematicky problém
a. Nastava ak pozname kinematické data pre kibové suradnice, ktoré pouzi-
vame na hl'adanie polohy efektora v globalnej ststave suradnic.
2. Inverzny kinematicky problém
a. Nastava ak poznadme kinematické data pre polohu koncového efektora
v kartézskej ststave suradnic a naSou tlohou je najst’ kinematické data pre
kibové stradnice. Inverzna kinematicka uloha je vé¢Sinou problém, ktory
ma viacero rieSeni. Vzhl'adom na jej nelinearnost’ je tato uloha naroc¢nejSia

na odvodenie. [16]

1.1 Sdradnicovy systém

Zékladna uloha, ktort musime sformulovat’ pri tvorbe popisu robotického systému, ktory
nam umozni jeho riadenie, je vytvorenie kinematickych transformaécii jednotlivych sticasti
robota do globalnych stradnic. NajdolezitejSia siradné sustava je globalna ss. Tato ss. je
pevne spojena s ramom (nepohybliva ¢ast’ priestoru, kde sa robot nachddza). Kazdej sucas-
ti robota teda priradime jednu alebo viacero lokalnych suradnych sustav, ktoré ndm umoz-
nia popis robotického systému. Potom algebraicky vztah vyjadrujici prepocet medzi jed-
notlivymi siistavami sa nazyva transformacny vztah. Najpouzivanejsia suradna sustava pri
popise robotickych systémov je kartézska ststava suradnic. Pouzivaju sa ale aj cylindrické

a sféricke ss. [1]
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1.2 Pravotocdiva suradnicova sustava

PravotoCiva ststava je sustava, v ktorej ak chceme premietnut’ osu X do osy Y tak najkrat-

Sia mozna cesta je doprava.

Obrazok 1 Zobrazenie pravotocivej a I'avotocivej ss. [2]

1.3 Odvodenie rota¢nych matic

Obrazok 2 Zobrazenie rotéacie okolo osy Z [1]

AKk sa tuhé teleso pooto¢i o uhol @ okolo osy Z, potom sa bod B presunie do bodu P, .

Nech 7 ,]A',A‘Af al ,j ,K su jednotkové vektory v osach stradnych systémov O, a Oy, .
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Oba suradné systémy nech maju rovnaky pociatok. Potom bude polohovy vektor 7, bodu

P, vyjadreny v oboch ss. ako :

2 =x2-f+y2-j+22-1€
v =X, 1+Y,-J+Z,-K

S pouzitim skaldrneho sucinu a predchadzajicej rovnice mdézeme napisat’:

Alebo pomocou matice:

X [1i 1 BE]s
v \=ldi 0 dd
z) ki R RA|l=

Ak teda chceme odvodit’ rotaénti maticu pre os Z musime postupovat’ nasledovne. Vektory

1,J,K sarovnaju:

] =(1,0,0), °J =(0,1,0), °K = (0,0,1) [1]

X

Obrazok 3 Zobrazenie jednotkovych vektorov
Na obrazku 3 vidime, Ze je nutné vypocitat’ oznaené vzdialenosti. Ak teda budeme uvazo-
vat’, ze zobrazené ss. su zlozené z jednotkovych vektorov, vypocet parametrov je nasle-

dovny. Vzdialenost’ na osy X je rovnd sin(«) a vzdialenost’ na ose Y je rovna cos(«).
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Kedze vektor G}' sa pootocil o rovnaky uhol ako vektor °/ bude jeho vypocet rovnaky,
o V4 , A , y
ale k uhlu a pripocitame 7 Posledny vektor °k zostane nezmeneny, pretoZe sme roto-

vali okolo osy Z.
% =(cos(a),sin(@),0), 9 j = [cos (% + a},sin (% + aj,Oj, O = (0,0,1)

G~
1

(cos(a),sin(a),0), 9] = (—sin(a), cos(a), 0), Ok = (0,0,1)

Nasledne stac¢i dosadit’ do predom odvodenej matice a dostaneme maticu rotacie okolo osy

Z.

cos() —sin(ax) O

0,,=|sin(a) cos(x) O (1)
0 0 1

Obdobnym spdsobom mozeme vypocitat’ aj ostatné matice rotcii.

cos(ff) 0 sin(p) 1 0 0
.= 0 I 0 |,0,,=|0 cos(y) —sin(y) )
—sin(f) 0 cos(p) 0 sin(y) cos(y)

Tieto matice si ortogondlne ¢o znamena, Ze ich inverznd matica je rovnd ich transponova-

nej matici.[1]

1.3.1 Priklad

Bod P tuhého telesa B ma po¢iatoény polohovy vektor * 7 . Nasledne teleso rotujeme o

45° okolo osy x anasledne sa tento bod posunie do bodu °d , potom konecnd poloha

bodu P bude.

1 0 0 4| |7 11
=10 cos(y) —sin(y)|-|5|+|8|=| 7.2929
0 sin(y) cos(y) | |6 9 16.7782

Uy

G= B— |, G
”P—Qx,45' Ty +
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1.4 Homogénna transformacia

Ak popisujeme n rozmerny polohovy vektor n+1 rozmernym vektorom, potom pouzivame
homogénne stradnice. Pridany prvok je zosililovaci faktor @ . TakZe obecne vektor v 3

rozmernom priestore popisany homogénnymi stiradnicami bude vyzerat’ nasledovne.

- X
X
- . - |y
¥ =|y| jevlastne 7 = oozl
z
@

Ak teda pouzijeme homogénne stradnice zistime, Ze absolitne hodnoty vsetkych Styroch
stradnic nie su dolezité. Doélezité parametre su prave pomery w/x,®/ y,@/z. Ak teda
budeme volit @=1 potom budi hodnoty homogénnych stiradnic rovnaké ako sturadnice

v kartézskej ststave suradnic.

L
A

Obrazok 4 Zobrazenie bodu P v globalnej a lokalnej ss. [1]

Lubovol'ny bod P, ktory je sticastou tuhého telesa spojeného s lokélnou sustavou B je de-
finovany polohovym vektorom “7, av globélnej ststave je definovany ako vektor “7,.
Vektor °d vyjadruje posunutie lokalnej ststavy v globalnej suradnicovej sustave. Vieme,

ze pohyb tuhého telesa v lokéalnej ss. sa da v globalnej ss. najst pomocou roticie

a translacie.
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°F =R, -"F +°d
Kde °F je polohovy vektor v globalnej ss., GRB je matica rotacie, “7 je polohovy vektor
v lokélnej ss. a nakoniec °d je vektor translacie v globalnej sustave.

Ak tento popis chceme zjednodusit’ je mozné ho napisat’ ako maticu homogénne;j transfor-
macie °T, - Tato matica obsahuje informacie ako o rotécii tak aj o translacii. Je to teda jed-
na matica, ktora popisuje transformaciu polohového vektoru z jednej ss. do druhej. Z toho

vyplyva nasledujtce :

G= G B
r="T,-"r

T, = [1]

,:\
B\
B\:
— N =

1.4.1 Inverzna homogénna transformacia

Tym, Ze sme sa snazili si zjednodusit’ vypocty pomocou homogénnej matice sme stratili
vlastnost’ ortogonality. To znamen4, Ze inverzna homogénna matica sa nerovna transpono-

vanej homogénnej matici.

Vypocet inverznej matice:

o _|7 “d || °R, 6:GRB °d
P01l 6 1[0 1

ey | B )[R )

0 1 0 1

[1]

1.5 Denavit-Hartenberg

Ak chceme modelovat’ zlozitejSie robotické ramena je dobré priradit’ suradnicovy systém
pre kazdy clanok kinematického retazca nejakym vhodnym sposobom. Pani Denavit
a Hartengerg v roku 1955 navrhli maticovli metdédu, pomocou ktorej priradime stradnico-
vy systém kazdému ¢lanku kinematického retazca. Tato metdda vyuziva matice 4x4 ho-
mogénnych transformacii pre kazdy ¢lanok robotického ramena. Kazdy sériovy robot ma

n kibov a n+1 ¢lankov. O¢islujeme ¢&lanky, kde &lanok &islo 0 bude pevne spojeny
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s ramom. Nasledne o¢islujeme kiby a to od ¢&isla 1. Kib 1 sa nachddza vzdy medzi ¢lankom
1 a ¢lankom 0, ktory je pripevneny k ramu.
Postup pre najdenie transformacnych matic pomocou D-H notécie je nasledovny:
1. Najdeme osy rotacie alebo translécie ¢lankov i—1,7,i +1
2. Nasledne priradime osy z
3. Osax je definovana pozdiz spolo¢nej normaly os z, |, a z; ajej smerje od z,  k z,.
Ak st dve osy z navzajom rovnobezné, potom existuje nekonecny pocet spolocnych
normal. V tomto pripade vyberieme spolocnil normalu, ktora je kolinearna so spo-
loénou normalou predchadzajicich kibov. Ak sa osy z pretinaji, potom medzi nimi
neexistuje spolocnd normala a v tomto pripade budeme osu x volit’ kolmt na rovinu
ktora tvoria prislusné osy z.

4. Osay je definovana pomocou vektorového sucinu a tak aby bola ststava pravotoci-

va[3]
1.5.1 Denavid-Hartenbergove parametre
Denavid a Hartenberg urc€ili 4 zdkladné parametre.
1. Parameter je dany vzdialenostou osy z,, a z, pozdiz osy x,. Parameter @, uréuje

teda kinematicku dizku &lanku.

2. Parameter «; vyjadruje skrutenie ¢lanku. Je to rotacia osy z; ,okolo osy X; ato
tak aby sa stala paralelnou s osou z;

3. Parameter d, popisuje vzdialenost’ kibov. Tato vzdialenost je medzi osami X,_,
a x, pozdiz osy z, ;.

4. Parameter ¢, je uhol ¢lanku, ktory je pozadovanym osoCenim osy X, ; okolo osy

Z,_,ato prave tak aby sa stala paralelnou s osou x;. [15]

1.6 Odvodenie v§eobecnej transformac¢nej matice

Pre vytvorenie transformacnej matice vychddzame z dvoch zhodnych suradnych systémov
B;_1 a B; v polohe. Nasledne vykoname také pohyby, ktoré sustavu B; prekryju so susta-
vou B;_;. Ststava B;_; sluzi ako globalna sustava a vSetky tieto pohyby a rotacie sa vyko-

navaju okolo a podl'a globalnych os.
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1. Otocit’ ss. B; o uhol a; okolo osy x;_;

2. Posunut’ ss. B; podl'a osy x;_; o vzdialenost’ a;
3. Otocit’ ss. B; o uhol 6; okolo osy z;_4
4. Posunut’ ss. B; podla osy z;_; o vzdialenost’ d;
1 0 0 O|]|cos(®,) -sin(®,) 0 O
o 0 1 0 O0]||sin®) cos(®) 0 O
=D, ;R oD . R o= )
T N 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 g/l 0 0 0
01 0 0[]0 cos(a;) -sin(a;) O
oo 1 ollo sin(a;) cos(a;) 0
0 00 11]0 0 0 1
cos(0,) -cos(a;)-sin(0,) sin(a;)-sin(0,) a,-cos(0,)
o sin(0,) cos(a;)-cos(0,) -sin(a,)-cos(0,) a,-sin(,) 3)
' 0 sin(a.,) cos(a.,) d,
0 0 0 1
[1]

1.7 RieSenie goniometrickej rovnice typu a-cos(x)+b-sin(x)=c

Tento typ rovnice je mozné riesit’ zavedenim novych premennych » a ¢ tak aby platilo

nasledujtce.

a=r-sin(p);b=r-cos(p)

b

Obréazok 5 Pomocny trojuholnik

r=\/a2+b2;sin(j):—a ; cos(j)z—b
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Naslednym dosadenim novych premennych do rovnice dostaneme

a-cos(®)+b-sin(©)=c

Ja’> +b’ -(sin((p) -cos

®) + cos (qp) . sin(@)) =c

—~

sin((p) -COS (@) +cos (go) -sin (@) = —,C_

a’ +b*

2
sin(¢+®)=ﬁ; sin2(¢+®)=m

2 2
c

=———;cos(p+0®)==,/1-
a2+b2 (¢ ) a2+b2

/az +b* +c
COS((O+®):i W
b

. . . . a o 1w
Mame teda 2 rovnice pre urcenie ¢ a to sm(go) = cos((o) = —— v dalSom
a’+b’ a’+b’

1-cos’ (p+0O)

C

kroku sme teda schopny urgit (¢+®) ato pomocou rovnic sin(gp+®):ﬁ a

a’+b*
2 2 2
S

1.7.1 PodmienKky rieSiteI’nosti

cos(p+0)

Rovnica a-cos(¢,)+b-sin(@,) = c ma dve rieSenia ak a’ +b° >c” pre a° +b° =c” existuje

len jedno rieSenie a pre a” +b° <c” neexistuje redlne rieSenie tejto rovnice. V pripade, Ze
vysledok je v komplexnej rovine znamena to, Ze pozadujeme polohu efektora mimo pra-

covného priestoru robota. [1]
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1.8 Umiestnenie 6s na manipulator

Obrazok 6 Zobrazenie 6s a uhlov na manipulétore

1.9 Tabulka Denavit-Hartenbergovych parametrov

1|zy—>z podla x, =0 |z, —> z okolo x, =0 X, —> X, podla zy=h  |x, —> X, podla z, =0

2|z, =z, podla X, =h, |z, = z, okolo x, =0 X, = X, podla z, =0 X, = X, podla z, = @,

3|z, > zy podla x; =0 |z, > z; okolo x,=-90" [x, = X; podla z, =0 |x, = X; podla z, =—90°

4|z, —> z, podla x, =1, |zy —> z, okolo x, =0’ X, = X, podla z; =0 X, = X, podla z; =—@,

5|z, = z; podla x; =1, |z, = z5 okolo x; =0 X, = X; podla z, =—h, |x, = Xx; podla z, = @,

6 | z3 —> z, podla X, =h, |z; = zg okolo x, =90° | X; = X, podla z; =h; |X3 —> X, podla z; = @,

Tabulka 1 Denavit-Hartenbergové parametre
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1.10 Transformac¢né matice

1 0 00
or — 01 00 4
1o 0 1k @
0 0 01
cos(p) -sin(g) 0 hy-cos(g))
T, = sm(()(pl) COSS(M) (1) hl'SIS((Dl) (5)
0 0 0 1
0O 0 1 0
o -1 0 0 O 6
10 -1 00 ©
0 0 0 1
cos(y) sin(p) 0 1-cos(p,)
| sinle) cosle) 0 —sine) o
0 0 1 0
0 0 0 1
cos(p,) —sin(g,) 0 1,-cos(g;)
T, - sm(()%) COS(()%) (1) 12'511;1(%) (8)
'
0 0 0 1
cos(p,) 0 sin(p,) h,-cos(p,)
T smf)%) (1) _COZ(%) h4‘51;(¢4) 9)
3
0 0 0 1

1.11 Transforma¢na matica °7,

Pre rieSenie kinematiky robotického ramena je potrebné vypocitat’ transformacni maticu

OTé, ktora nam udava aky je prepocet zo sustavy umiestnenej v strede gripru do globalne;j

sustavy. Maticu 0T6 vypocitame vynasobenim matic (4) az (9).

07;=071.17;.2T;.37:1'47—;.57;
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sin(gy)-cos(p, —py —@,)  cos(gy) —sin(gy)-sin(p, —; —,) 1,

OT6 _| cos(¢)-cos(@, =@, —@,) sin(@)  cos(@)-sin(@, =@, —@,) 1y
sin(@, — @y —¢,) 0 cos(@, —¢; —¢,) Ly

0 0 0 1

ly :Sin(¢’1)'(l1 'COS(%)‘”z 'COS(% _(03)"'}’4 'COS((/’z — s _(04))‘*‘005((/’1)'(}11 —h, +h3)
Iy :_COS(¢1)'(11 'COS(%)"'lz 'COS((PQ _(03)+h4 'COS(% — P _¢4))+Sin(¢1)'(h1 —h +h3)
t,=h+l ‘sin(qoz)Jrlz ~sin(q02 —¢)3)+h4 ~sin(q02 -, —(04)

(10)

1.12 Vypocet pracovného priestoru robota

Pre vypocet pracovného priestoru robota je nutné mat’ k dispozicii rovnice polohy stredu
efektora. Na zaklade znalosti, Ze transformacnd matica sa sklada z rotacnej a translacene;j
matice si vieme jednoducho odvodit’ maticu, ktorou ked’ vynasobime transforma¢ni mati-
cu ¢islo (10) dostaneme translacnu maticu, ktora obsahuje potrebné rovnice polohy pre x, y

a z suradnice.

sin(g;)-cos(p, =@, —@,)  cos(py) —sin(gy)-sin(g, —p;—p,) 4, | |0

0T6 _|~ cos(¢)-cos(@, —p, —@,)  sin(g)  cos(@)-sin(@, —p; —@,) 1y ) 0 by
sin(@, —¢; —,) 0 cos(¢, =, —@,) Ly | |0

0 0 0 1 1

Naésledne boli tieto rovnice vlozené do programu MATLAB, kde bol vytvoreny skript pre
vypocet polohy stredu efektora. Vstupom do skriptu boli konstrukéné parametre redlneho
robota a rovnice polohy stredu efektora. Vystupom bolo grafické zobrazenie utvaru, kde je
mozné s efektorom robota pracovat. Vypocet bol realizovany pomocou troch jedno-
duchych cyklov, ktoré postupne napliiaji vektory X,Y a Z datami, ktoré sa nakoniec zob-

razuju v grafe.
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Pracovny priestor robota

Z [mm]

Obrazok 7 Pracovny priestor robota

1.13 Vypocet inverznej kinematickej tlohy
Pre vypocet kinematickej ulohy som uvazoval len rovnice manipulatoru. To znamena, Ze je

potrebné vypocitat’ len uhol @,,9,a @,. Ako prvé je treba vypocitat’ transformacni maticu
0T5 , ktort vyuZzijeme pri vypocte.

07’;=07'1v'17;'2];.371.4];

sin(¢,)-cos(p, —¢;)  sin(g)-sin(@, —p;)  cos(g) ¢,

op _ |~ cos(¢,)-cos(@, —@;) —cos(@,)-sin(p, —@;) sin(g) 1,
I = : (11

sin(@, —¢3) —cos(@, =) 0 Ly

0 0 1

0
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t,, =sin(g,)- (ll -cos(@,)+1,-cos(p, — @, )) +cos(p ) (h—h,)

t,, =—cos(¢,)- (l1 -cos (¢, )+1,-cos(o, — o, )) +sin(g,)- (b —h,)

tyy =h+1 -sin(@,)+1,-sin(p, —@,)

Translaény vektor v transformacnej matici ¢islo (11) musime e$te vynasobit’ premennou 7,

¢o je vzdialenost’ stredu hmoty m, . Vd’aka tomu sa dostaneme do stredu hmoty 7, .

Xoa sin(g,)-cos(p, ;) sin(gy)-sin(p, —¢;)  cos(¢y) £, | |0
Y, _|~ cos(¢,)-cos(, —@;)  —cos(@)-sin(p, —@;)  sin(e) 1, ) 0
Z,, sin(@, — ;) —cos(@, — ;) 0 La || P

1 0 0 0 1 1

X,, I sin((pl)-(ll -cos(@,)+1,-cos (@, =@y ) )+cos (¢, )- (b —h, +hy) ]
Vo | _ —cos(@,)-(1,-cos(@,)+1,-cos(p, — @, ) ) +sin (g, )- (B —h, + 1) 12)
Zy h+1,-sin(p,)+1, -sin(p, — ;)

1 1

Pomocou transla¢ného vektoru Cislo (12) vypocitame vSetky potrebné uhly ¢,,9,a ;.

1.13.1 Vypocet uhlu @,
Ststava nelinearnych algebraickych rovnic ziskanych z matice ¢islo (12) je:

X, =sin(@)- (1, -cos(@,)+1,-cos(@, —@;))+cos(¢,)-(h —h, + )
Y, :—cos(gol)-(l1 -cos (¢, )+1, -cos (g, —g03))+sin(gol)-(h —h,+h,)
Z ,=h+l -sin((z)2)+l2 -sin(go2 —g03)

Prvi rovnicu vynasobime cos(¢,) a druhli rovnicu vynasobime sin(¢,), nasledne obe rov-

nice sCitame.

X,,-cos(@)+Y ,-sin(¢p) =

= sin(gol)-cos(gol)-(l1 -cos (@, )+1,-cos(g, —(p3))+cos2 (@) (B, —hy+hy)—
—cos((ol)-sin(gz)l)-(l1 -cos (¢, )+1, -cos(g, —(p3))+sin2 (@) (h—hy+h)=
= (h1 —h, Jrhj)-(cos2 ((/)1)+sin2 ((pl)) = (hl —h, +h3)
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Takze vysledok je :
X, cos(@)+7Y,,-sin(ep) = (hl —h, +/%)

Toto je rovnica typu a-cos(@,)+b-sin(¢,) =c, ktorej vSeobecné rieSenie bolo odvodené

v kapitole 1.7. Takze vypocet bude nasledovny :

a=X,,.,b=Y,.c=(h-h+h)

: X Y
sin (@) = ——22—; cos (@) = ——22— 13
e Y e -
. ~h,+h X2 +Y2 —(h—h +h)
sm(¢>+¢1)=—}?722 5;008(¢+¢1)=i\/ ) (14)
XmZ + Ym2 Xm2 + YmZ

1.13.2 Vypocet uhlu @,

Vsetky rovnice z translaéného vektoru ¢islo (12) umocnime na druhu a nasledne je nutné

prvé dve rovnice s¢itat’ a zjednodusit’. Poslednym krokom bolo pri¢itanie poslednej rovni-

ce k predchadzajiacim. Tymto krokom z rovnice vypadol uhol @;a vd’aka tomu je mozné

vypocitat’ uhol ¢, ato znova pomocou trigonometrickej rovnice.

X2, =(sin(@)- (1 -cos (@) +1, -cos (@, ~,)) +cos (¢ )-(hy —h, + 1))

v2, = (~cos(@) (1 -cos(,) +1, -cos(p, @) +sin(@)- (- —hy + 1y ))
X2, =sin*(¢)-(1,-cos(@, ) +1, -cos (¢, —¢,))” +2-sin(p)-(1, -cos (@, ) +1, -cos (¢, @, ))-
-cos(@,)-(h —h, +hy)+cos’ (¢,)-(h —h, +h3)2

Y2, = cos* () (1 -cos (¢, ) +1, -cos (@, —,)) =2-cos(@) (1, -cos(¢,) +1, -cos (¢, ~9,))-
sin (@) (b —hy +hy) +sin® () (= hy + b))’



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 26

X2, +Y2 =sin*(g)-(1, -cos(9,) +1, -cos (@, ~@,)) +2-sin(g)- (4, -cos (¢, ) +1, -cos (¢, — 9,))-
-cos(gol)-(hl—h2+h3)+cosz(gol)-(hl—h2+h3)2+cosz((/)1)-(ll-cos(¢2)+lz-cos((p2—(03))2—
~2-cos(g)- (1,08 (@, )+ 1, <05 (@, @, ))-sin (9, )- ( — by + Iy ) +sin® (,)- (b — B + B )’

X2, + Y2 =(sin’ () +cos’ (@) (1, -cos(p, ) +1, -cos (¢, —y)) +
+(2-sin(g,)-cos (@) —2-cos(¢,)-sin (,))- (1, -cos (¢, ) +1, -cos (¢, — ¢, )) +

+(sin® (@) +cos” (¢,))-(l =k, + b))’

X, +Y, = (l cos((p2)+l cos((o2 (p3))2+(h1—h2+h3)2
X, +Y,—(h—h, +h) :(l -cos(¢,)+1, -cos((oz—%))2

1 -cos(¢,) 41, -cos(@, — @) = £y X2, + X2y = (h — by + 1)’
1, -cos(p, — \/Xz + Y2 —(h—hy + 1) —1-cos(p,)
2
I; -cos’ (@ ( \/Xz +Y2, —(h—h, +h) ll.cos(goz)j (15)

Z,, =h+1,-sin(p,)+1, -sin(p, - ;)
Z,,—h—1-sin(p,)=1,-sin(p, —¢,)
122-sinz((oz—(/)3)=(z,nz_h_ll'Sin(%))z (16)
Teraz obe vysledné rovnice Cislo (15) a (16) s¢itame.
l; -cos’ (¢, — ) +1; -sin’ (¢, — ;) =

=( X+ 72 - h—hﬁhj)z—ll~cos(<o2>)2+(2mz—h—4-sin(%))z

(\/Xz +Y2 hl h+h) ll.cos(¢2))2+(2m2—h—ll.sin(¢2))2

L=X,+Y— (hl—h2+h3)2i2-ll~cos(g02) \/X2 +Y2, — (hl—h2+h3)2+112-cosz((02)+

+(Z,, —h) —2%(Z,,—h)*1 -sin(@,)+1 -sin’(p,)
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= X2, 4V —(h =yt by ) 221008 (¢, ) \[ X2, + X2 —(h —hy + 1) +
+(Z,, —h)2 —2(Z,,—h)-1,-sin(@,)+1’ -(sin2 (¢,)-cos’ (¢2))

X2 4V —(h =y b)) +(Z,y—h) +12 =2 =221 - | X2, + Y2 (b —hy+ 1) -cos(p,)+
+2-(Zm2—h)-ll~sin((p2)

To je znova rovnica typu a-cos(¢,)+b-sin(¢,) = c, ktorej rieSenie je odvodené v kapitole

1.7. Takze vypocet bude nasledovny :

Q=420 [ X2, 4 V2 ~(h =y + b ) 55 =2-(Z,, )],
c= X2+ Y, —(h—hy + 1) +(Z,, —h) +12 12

420\ X2, 4 V2 (b =Dy + by )

sin(¢) = 2
\/(i2-ll-\/Xi2+Y,fz—(’H—hz"‘hs) j +(2'(Zm2_h)'l1)2

2-(2,,12—11)-1l

cos(p) = 2
J(+2l \/X +Y,, (b —h, +h)) +(2:(Z,, = h)4)

0.0\ X2, 4 V2~ (= Iy + 1)

\/4 (X2 Y=l =kt hy) (2, ~ )
2(Z,,—h)-1,

m

\/4 (X2 + X = (h=hy+ ) +(Z,,—h)')

Sll’l

COS

0.0\ X2, 4 V2 (= Iy + 1)
21\/)("32+1/2 (h—hy+ 1) +(Z,, —h)
2(Z,,—h)-1,
2ol X2+ ¥~ (h =k + 1) +(Z

m

Sll’l

17

cos(p) = —
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XtV (= + b)) +(Z,,—h) + [ -1}
21\/)( Y —(h—hy+ Iy ) +(Z,,—h)

sin (@ +¢,)

- (18)

4.7 (X +Y ~(h—h +h) +(z —h)z)—(X,:Z +Y ~(h—h +h) +(z -n) +0 —1:)

4B (X2, + X = (= by + 1) +(Z,, =) )

cos(¢+¢2)—i\/

1.13.3 Vypocet uhlu @,

X, +Y, +Z2, :(l] -cos (¢, )+1, -cos(g, —go3))2 +

+(hy—hy + 1) +(h+1,sin(g,) +1, sin(p, ~ 9,))

2

X,,+Y,+(Z,, —h)2 :<l] -cos (¢, )+1, -cos (g, —go3)) +
+(h1 —h, +l13)2 Jr(l1 -sin((/)2)+l2 -sin(gz)2 —(p3))2

X, +Y,+(Z,, —h)2 —(h —h, +h3)2 :(l1 -cos (¢, )+1, -cos (g, —¢3))2 +

+(Z1 -sin (@, )+1, -sin(p, — @, ))2

X, +Y,+(Z,, —h)2 —(h, —h2+h3)2 =1} -cos’ (¢, )+
+2-1,-1,-cos (@, )-cos(@, — @, ) +1; -cos’ (@, — @, ) +
+112 -sin’ ((p2)+2-l1 -1, ~sin((p2)-sin(gz)2—(03)+122 -sin’ ((p2 —(p3)

X, +Y, +(Zm2 —h)2 —(hl —h,+h, )2 =1 -(sin2 (g02)+ cos’ (gp2 ))+
+0 -(sin2 ((/)2 —(p3)+cos2 ((/)2 —(p3))
+2-1, -1, '(sin(qu)vsin(goz — @, )+cos(g,)-cos(p, —¢3))

X, +Y,+(Z,, ) —(h— h+hj) IP+0+2-1,-1,-cos(g,)

Xiz +Y732 +(Zm2 _h)2 _(hl _hz +ha)2 _112 _122

19
211, (19)

cos(p,) =
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2 DYNAMIKA

Dynamika sa zaobera objektami, ktoré v case menia svoj stav. Ak sa zameriame hlavne na
mechanické systémy ako su napriklad priemyselné roboty, potom zmena stavu robota za-
hfiia aj pohyb. Hlavnou ulohou dynamickej analyzy je odvodenie pohybovych rovnic, kto-

ré st jednou z najdodlezitejSich pre navrh riadenia alebo simulaciu takéhoto systému.
Newtonove pohybové zakony :

1. Zotrvaénost’
a. Kazdé teleso zotrvava vo svojom stave a to bud vklude alebo
v priamoc¢iarom pohybe ak na neho nepdsobi d’alsia sila, ktora by ho dontti-
la tento stav zmenit'.
2. Akcia a reakcia
a. Kazda akcia spdsobuje vzdy rovnaku reakciu opaéného smeru.
3. Hybnost’ a sila
a. Casova zmena hybnosti je imerna sile, ktora na teleso posobi a zaroveii ma

totozny smer. [4]
Dynamika sa deli na 2 podskupiny:

1. Priamy dynamicky problém
a. VyrieSenim priameho dynamického problému dostaneme predstavu po akej
trajektorii sa bude koncovy efektor pohybovat, ak pozndme momenty
v aktivnych kiboch.
2. Inverzny dynamicky problém
a. VyrieSenim inverzného dynamického problému dostaneme momenty po-

trebné pre dosiahnutie poZadovaného pohybu koncového efektora.

Dynamicky popis robotického systému ndm urci aké velké odstredivé, coriolisove
a gravitacné sily buda posobit’ v jednotlivych kiboch. Hlavnou tlohou dynamického popi-
su je teda uréenie akou silou majii akéné Eleny pdsobit na jednotlivé kiby, aby sme dosiah-
li pozadované uhly v kiboch aj napriek posobeniu poriich ako st coriolisove, odstredivé

a gravitacné sily. [1] [4]



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 30

2.1 Lagrangeove rovnice

Pre pohyb hmotného bodu m; umiestneného na suradniciach [x[ oz ]TV katrézskej

sustave surladnic O, , _ platia Newtonove rovnice :

En‘ =m, 'jéi
F,=m}, (20)
F,=m -z

Tieto vzt'ahy su zlozky vyslednej sily, ktora posobi na tento hmotnych bod a to v smeroch
6s x,¥,z. V tejto diplomovej praci uvazujeme nehmotné ramena a hmotné body v kiboch
apreto mozeme povedat, ze celd hmota je sustredend v hmotnych bodoch. Potom
z hl'adiska translacnych pohybov sa bude sustava chovat ako povodny ¢lanok a to podla
rovnic 18. Tieto rovnice sice umoziujui Gplny popis mechaniky ale je mozné zvolit’ vhod-
nejsi pristup a to pomocou Lagrangeovych rovnic. Ak pouzijeme na popis mechanickej
sustavy Lagrangeove rovnice budeme pocitat’ s obecnymi suradnicami ¢o ndm zjednodusi
analyzu systému. Trajektorie pohybu hmotnych bodov ziskame rieSenim Lagrangeovej

rovnice.[1]

2.1.1 Lagrangeova rovnica 2 druhu

Tato rovnica ndm umozni ziskat’ siistavu pohybovych rovnic pre popis mechanickej susta-
vy, ktora je tvorend hmotnymi bodmi umiestnenymi v konzervativhom poli. VSeobecny

zapis Lagrangeovej rovnice 2 druhu ma tvar :

E=%.£%)-§i;i=l,2...n;L:M—Wp @1
q; q;

Kde L je Lagrangeova funkcia a je rovna W, —W, Co je celkova kineticka minus celkova

potencialna energia sustavy. Dalej ¢, predstavuje vieobecnu rychlost ¢o je vlastne Gasova

derivacia vSeobecnej polohy ¢,. Nakoniec F, je vyslednica vonkajSich vSeobecnych sil.

[1]
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2.2 Kineticka a potencialna energia

Pre vypocet Lagrangeovych rovnic druhého druhu je potrebné poznat kinetickt
a potencialnu energiu hmotnych bodov m,, m,a zakladne robotického ramena. Najskor si

definujeme Co to je kinetickd a potencialna energia.

2.2.1 Kineticka energia

Ak na vol'nu Casticu posobi sila ovplyviiuje to jej rychlost’ a smer v pripade, Ze vol'na Cas-
tica zmenila rychlost’ vzhl'adom ku predom definovanej sustave, potom musela byt vyko-
nand praca. Ztoho vyplyva, ze kinetickd energia je dynamicka veli¢ina, ktora suvisi

s pohybom telesa, a ktora sa dosledku vykonania prace zmenila. Kineticki energiu teda
1 . r : 4 b
vypocitame nasledovne W, = 5 m-v*, kde m je hmotnost hmotného bodu a v je rychlost

hmotného bodu. [5]

2.2.2 Potencidlna energia

Potencialna energia je energia, ktora ma kazdé teleso nachadzajiice sa v potencialovom

poli urcitej sily. Potencidlna energia sa da rozdelit’ na 4 skupiny :

1. Gravitacna potencialna energia
2. Potencidlna energia pruznosti

3. Tlakova potencialna energia
4

Elektrostatickd potencidlna energia

V tejto diplomovej praci sa budeme zaoberat’ len gravitatnou potenciadlnou energiou. Po-
tom teda potencialnu energiu maju telesa, ktoré sa nachadzaji v gravitatnom poli Zeme.
Toto gravitatné pole budeme chapat’ ako homogénne gravitacné pole. Ak chceme urcit
vel'kost’ potencidlnej energie telesa je nutné urcit, kde je hladina s potencialnou energiou
rovnou nule. Toto urobime zavedenim globalnej stistavy stradnic. Nasledne mézeme napi-
sat vztah W, =m-g-h, ktory nam definuje vypoCet potencidlnej energie, kde m je hmot-
nost’ hmotného bodu, g je gravitacné zrychlenie a /4 je vyska telesa v globalnej ststave

suradnic. [6]
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2.3 Vypolet kinetickej a potencialnej energie kibov

Po tom ako sme si v kapitole 2.2 zaviedli ¢o to je kineticka a potencidlna energia mdézeme
vypocitat’ potrebné kinetické a potencidlne energie hmotnych bodov m,, m, a zakladne.

Po ich vypocte mézeme prejst’ k vypoctu Lagrangeovych rovnic druhého druhu.

2.3.1 Vypocet kinetickej a potenciilnej energie zakladne

Servopohon ma moment zotrva¢nosti J,, .

1 .
%7zakladna = E ’ JO ’ ¢12 (22)
I/V[77zakladna = mO 8 h (23)

2.3.2 Vypocet kinetickej a potencialnej energie hmotného bodu 7,

Saradnice hmotného bodu v sustave O, , ., S0 :

ml

~ X

ml

N
|

ml

Il
—_ l\)l.\,k‘ o O

Transformaéna matica °T, = T, - 'T, - °T; - °T,

Sin(?’l ) : COS((Dz) Sin(gol ) : Sin(@z) COS(¢1 ) Sin(("l ) : COS(Q’z) ' ll + COS(@l ) ’ hl
—cos(¢,)-cos(¢,) —cos(¢)-sin(ep,) sin(¢,) sin(@,)-h —cos(g)-cos(p,) ],

sin(¢,) —cos(@,) 0 sin(g,) -, +h
0 0 0 1

T, = (24)

Stradnice hmotného bodum, v globélnej sustave st :
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Xml 0
0
le _ OT _
Zml - ! _ﬁ -
i 2
- 1 -
. . . . 0 ]
sin(¢, ) - cos(,) sin(¢,)-sin(g,)  cos(¢) sin(e,)-cos(@,)-l, +cos(p,) M 0
| —cos(¢)-cos(p,) —cos(g)-sin(p,) sin(@) sin(e)-h —cos(¢,)-cos(p,) -,
= i ) | h
sin(e, ) —cos(,) 0 sin(,) -, +h —?2
0 0 0 1
- 1 -
. coS -h i
X sin(¢,)-cos(¢,) -1, — % +cos(¢,)- Iy
Y sin -h )
Z”“ =| —cos(¢,)-cos(¢,) -/, —%Hm(%)'h (25)
ml
1 sin(g,)-1, +h
1

Nasledne je potrebné ziskat’ absolutne zlozky rychlosti hmotného bodu m, , tak Ze vypoci-

tant polohu hmotného bodu m, zderivujeme v case. Ak budeme derivovat’ v ¢ase to zna-
menda, ze musime urobit’ parcidlne derivacie vSetkych premennych meniacich sa v Case.

Premenné meniace sa v Case v tomto pripade st ¢, a @,, preto vypocet bude nasledovny.

Xml Xml Xml
Yl 0 | Y PR T
Zml a¢1 Zml 1 a¢2 Zml :
0 1 1

. [cosm)-cos«oz»ll + O o). hj-f/% _sin(g)-sin(ey) -} -,

N- o~ X

= (sinm)-cos(%)-ll—%—wsm)-@]m+cos<<ol>~sin<<oz>.ll~¢2 (26)

ml
0 cos(¢,) -1, - @,
0
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Po tom ako boli ziskané absolutne zlozky rychlosti hmotného bodu m, v matici Cislo (26)

mdzeme pristupit’ k vypoctu absolutnej rychlosti.

Vm 1

2 2 72 2\ 2 72 52
:(\/Xml+le+Zml) :Xml+le+Zml

5,0 = ([cos(col)-cos((pz)-l] +%—sin(¢l)-hlj-¢l sin(g)-sin(g,) ], co] "

+([sin(<o1>-cos(¢z)-4 —%—wsm)-mjm +cos(@)-sin(g,) ] ¢>j +

+ (COS((Pz) -, )2

. . . hY . . h
|vml|2 :(022'112+(ﬂ12'[0052(¢2)'l12+[h'_?zj ]+2.Sln(¢2)'¢1'¢2'11'[hl_Ezj (27)

Nésledne dosadime vypocitana rychlost’ z rovnice €islo (27) do vzorca kinetickej energie

1 -
VVk_ml = E m, ‘|Vm1 |2

1 . . Y . . h
We m :E'ml [(022 'Zl2 +§012'(COSZ(§02)'[12 +(hl _EZJ J+2'Sln(¢z)'¢1 @, -1, (hl —EZJJQS)

Vypocet potencidlnej energie
VVP =m-g- hg

h, je vyska hmotného bodu m, v globalnej sustave, takZe je to vlastne jeho polohova su-

radnica Z ;.

Wp_ml =m, 'g’(Sin(%)’ll +h) (29)
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2.3.3 Vypocet kinetickej a potencialnej energie hmotného bodum,

Saradnice hmotného bodu v sustave O, s _s st

XmZ O
Y, | |0
ZmZ 3

1 1

Transformaéna matica °T, =T, - 'T, - °T; - °T, - °T,

sin(g,)-cos(@, —@;)  sin(g))-sin(p, —@;)  cos(p) ¢,
—cos(¢,)-cos(p, —@;) —cos(@)-sin(@, —@;) sin(@,) 1y,
sin(@, — ;) —cos(¢, —¢;) 0 Ly

0 0 0 1

op _

5

t, :sin(go])-(l1 -cos (¢, )+1, -cos(g, —g03))+cos(qz),)-(h1 —h,)
Ly :—cos((pl)~(l1 -cos (@, )+1,-cos(g, —(03))+sin((p1)-(h1 —hy)
tyy =h+1 -sin(@,)+1,-sin(p, —@,)

X, 0
Ym2 — 0715 . 0 —
ZmZ h3
1 1
sin(¢,) - cos(p, — ¢y) sin(g,)-sin(@, —@;)  cos(¢) 1, 0
_| - cos(¢;)-cos(@, —@;) —cos(@,)-sin(p, —@,) sin(g) 1, ) 0
sin(@, — ;) —cos(, —¢y) 0 Ly | | Iy
0 0 0 1 1

X, By -cos(¢,) = h, -cos(¢,) + hy - cos(¢,) +sin(g,) - (11 -c08(¢,) +1, -cos(¢, — (/73))

Yo |_| hsin(@) =y -sin(g) + by -sin(g;) —cos() - (4 -cos(@,) +1, -cos(p, = 9;) ) (30)
Z , I, -sin(@,) +1, -sin(e, —@,)+h
1 1

Pre jednoduchsi vypocet maticu ¢islo (30) zjednodusSime.
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X, COS((/’l)'(h. —h, +Ig)+sin((pl)-(l1 -cos(@, ) +1, -cos(¢p, —g03))
Y, _ sin(@,) (B —h, + by ) —cos(g,) - (1, - cos(@,) +1, - cos(p, — ;)

Z,, l,-sin(@,) +1, -sin(p, —p;) + h
1 1

Nasledne je potrebné opédt’ ziskat’ absolutne zlozky rychlosti, tak ze vypocitani polohu

hmotného bodu m, zderivujeme v Case. Premenné meniace sa v ¢ase v tomto pripade su

®,, ¢, a @y, preto vypocet bude nasledovny.

sz XmZ XmZ XmZ

Y Y, Y,

_m2 =i m2 .¢1+ 0 . m2 .¢2+i. m2 03
Z,; 0P, | Z,» 09, | Z,, 0p, | Z,,

0 1 1 1

sz _(_Sin((Pl)'(hl —h, + h3)+COS((p1)-(11 -cos(@,) +1, - cos(¢, _(/)3)))'¢1_
sz _ (COS(¢1)'(}L| —h, +1’13)+Sin((01)-(11 -cos(@,) +1, - cos(e, _¢3)))'¢1 +
Z, 0

0 0

S . . N . N . 16D

(Sm(@l) ‘ (_11 -sin(@,) =1, -sin(e, —(P3)))' 2 (Sm((/’l)'(lz -sin(g, _(/)3))) R
4 (_COS(¢1)'(_Z1 -sin(,) —/, -sin(g, _(/)3)))'¢2 + (_COS((P1)'(12 -sin(g, _¢3)))'¢3
(ll -cos(@,) +1, -cos(p, _¢’3))'¢2 (_lz -cos(¢, _¢3))'¢3
0 0

Z rovnice Cislo (31) vyberieme prislusné Casti a dosadime do vzorca pre vypocet absolttne]

rychlosti hmotného bodu m, .

2 2 52 >0 2 2 72 52
=(\/Xm2+Ym2+Zm2) =X 4V, 472

va m2

vm 2

- [(bl (cos(@)- (1, -cos(g,) +1y -cos(@, — y)) —sin(@y)-(h, — b, + b)) - JZ )
—, (sin(g,) - (1, -sin(@,) +1, -sin(p, —9,) ) )+ ¢, (L, -sin(g,) -sin(p, —,))
+[¢1 (sin(g,)- (4 -cos(@,) +1, -cos(@, — p,)) +cos(@) - (h — hy + 1y ) ) + I .
+, (cos(g,)- (1, -sin(g,) +1, -sin(p, —9,) ) ) = ¢, (, - cos(g,) -sin(p, — ;) )

+(¢2 '(11 -cos(@,) +1, -cos(p, _(/)3))_¢3 '(Zz -cos(, _(pz)))z
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= 12 _ .2 2 . . \2 2
|vm2| —(§01 - COs ((Pz_(p3)+(§02_(/)3) )'12 +
¢2
"{(b]z'005(2’%_(03)"‘2'005(%)'(@2"'?]_@'¢3)J'll'lz"'
+(2~sin(¢)2—(03)~(hl—h2+}13)~(b1-(¢2—¢3))-12+((/512-C0S2(¢2)+¢22)~112+
L. . 2
+(2'¢1'(pz'sm(%)'(hl_hz+l’%))'l1+¢12'(h1_h2+h3)
. RS
<(p12'cosz((02_(03)+(§02_(03) )‘122+
¢2
1 +£(/)12-cos(2-qo2—(p3)+2~cos((p3)~(gb22+—l—¢)2-¢3]]-ll~lz+
kamz :5"”2' 2

+(2'¢1 '(bz'Sin((Pz)'(hl _h2+h3))'l1 + ¢ '(hl_h2+h3)2

W, iy =my-g- (1 -sin(@,)+1, -sin(p, —@,) +h)

2.4 Vypocet celkovej kinetickej a potencidlnej energie

+(2-sin(@, = @,)- (I =y + 1)y (@ = §y ) )1, + (7 -cos” (@) + 3 ) I +

Pre vypocet celkovej kinetickej a potencialnej energie ndm nasledne staci prislusné energie

v jednotlivych hmotnych bodoch jednoducho sé¢itat’ ¢im dostaneme celkovu hodnotu kine-

tickej a potencialnej energie.

2.4.1 Celkova kineticka energia
I/Vk = %7zakladna + I/I/;c7r111 + W;c7m2
1 1 hY
W, :E' 0 P +E'm1 [(022 7 +§b|2’{0052(§02)’112 +(h1 _?2] ]+2'Sin(¢z)'¢| @, (
. ) . \2
(¢5-COSZ(¢2—¢3)+(¢2—¢3) )'122+
¢2
1 +[(P12 -cos(2- ¢, _503)"‘2'(305(%)'[ .22+_1_¢2 '(/.)3})11 L+
+5.m2. 2
+(2-sin(@, =) (h =l + 1)y (4, = @y))- L + (97 -cos™ (@) + 65 ) I +
.. ) 2
+(2'¢’1'(/’2'Sm(%)'(}ﬁ_hz"'hz))'l1+(/’12'(h1_hz"'hz)

h

h—"2

2

(32)

(33)

)
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2.4.2 Celkova potencialna energia

szW +W;, m1+W7m2

p_ zakladna -~ P
W,=m,-g-h+m, -g-(sin(@,)- L, +h)+m,-g-(1,-sin(e,) +1, -sin(p, — ) +h)

2.5 Pohybové rovnice

Pohybové rovnice budeme pocitat pomocou Lagrangeovych rovnic, ktorych popis je

v kapitole 2.1. Ako prvé je nutné vypocitat’ si lagrangeian, ktorého vypocet je nasledujuci :

L=W W,

1,1 . . hY . o h
L:E'Jo'(/712+5'm1'[(022'112+(/)12‘(COSZ(%)'112+(}’1fj J"’z'sm(%)'(/’l'%’ll'(hlTZJJ‘F
. ) . \2
(¢5’C052(¢2_¢3)+(¢2_¢3) )'122+
.2
+[¢12'COS(2-(p2—¢3)+2-COS(¢3)-[¢22+%—¢2'@JJ'A'Q‘F (34)

+(2'Sin(¢z _503)'(}11 —h, +h3)'¢’1 ((02 _¢3))'lz +((/)12'COSZ(¢2)+¢22)'112+
+(2'¢1 “Q, 'Sin(¢z)'(h1 —h, +h3))'ll +¢12 '(hl —h, +l’%)2
—(my-g-h+my-g-(sin(@,)-l, + h)+m,-g-(I,-sin(p,) +1, -sin(p, — ;) + 1))

Po tom ako sme vypocitali lagrangeian moZeme pristipit’ k vypoctu pohybovych rovnic.
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2.5.1 Pohybova rovnica pre prvy kib

Pre vypocet pohybovej rovnice pouzijeme vzorec pre vypocet lagrangeovej rovnice 2. dru-

hu, ktora bola popisana v kapitole 2.1.1.

OL OL
Ql() dt (a(bl]_a_%

J, +m, .(112 -cos(@,)’ +(h, —h, +/13)2)+

O, @)=\ +m, (122 -cos(@, _¢3)2 +1,-1, '(COS(¢3)+COS(2'¢2 _(03))) O+

+m '(112 -cos(¢,)’ +(h, _h_22j ]

+| m, - s1n((/)2)l (h hzD+m2-(h1—h2+h3)-(sin((p2)-ll+12-sin((o2—go3)))-gb2+

+

( l,-m, -sin(p, — ¢3)'(h1_h2+ha))'¢3+ (35)
lzs1n(2 @,)-(m +m,)=1; -m,-sin(2-@, —2-¢,)—) .
Q- P,
2:0-1,-m,-sin(2- @, — ;)

+ Z -m, -sin(2- ¢, — 2'¢3)+l1'lz'mz'(Sin(z'(oz_¢3)_Sin(¢3)))'(/’1'¢3+

{cos(gpz) - (hl—};—zj+m2-(hl—h2+h3)j+ P
+1, -m, -cos(p, — @) - (b, —hy + Iy
—2-Zz-m2-cos(g02—g03)-(hl—h2+h3))~§b2~¢3+
lz‘mz-cos(¢2—¢3)~(h]—h2+h3))-¢32

+
(

+
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2.5.2 Pohybova rovnica pre druhy kib

d [ oL oL
0.(=4 | L] L
dt \ 09, ) Op,

h
L -m -sin(@,)-(h ——2)+1 -m,-sin(@,)-(h, —h, + h)+ | .
Qz(t): 1 1 2 hl 2 1 2 2 1 2 3 (01_"_
+1, -m, -sin(@, —@,) - (b —h, + hy)
+(Fm + 1 omy + 1 omy + 241 -1 -my - cos(,)) - @, +

(=L -m, —1 -1, -m, -cos(,)) - @, +

12 2 Thtly 3 3 (36)
+(5'(112'Sin(2'§02)'(m1+m2)+122'mz'Sin(2'¢2_2’(p3))+ll'lz'mz'Sin(2'¢2_¢3)j'¢12+
+(_2'11'lz'mz'Sin(¢3))'¢z'¢3+
+(l, -1, -m, - sin(@, ) - @3? +
+g -1 -cos(p,)-(m +m,)+g-1,-m,-cos(p, —p;)

2.5.3 Pohybova rovnica pre treti kib

d (oL oL
0.="4 [ 2] oL
dt \ 09; ) O,

Q3(t) :(_lz tm, 'Sin((% _§03)'(h1 _hz +h3))'¢1 +
+(_Zz -my (1, +1,-cos(,))) ¢, +(122 'mz)'¢3 +
+(_ L-m,-(l -sin(2-@, —@,) +1,-sin(2-¢, —2-¢,) 1, -sin(@))]_ "

> o+ (37)

1

+(, -1, -m, -sin(g;)) - (022 -
—g -1, -m,-cos(p, — ;)
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2.6 Maticova forma pohybovych rovnic

Maticova forma pohybovych rovnic pre sériovy roboticky manipulator ma obecne tvar :
D(®)-p+H(®.9)+G(®)=0

Kde D(@)je symetrickd matica zotrvacnosti, H(®,0) je vektor rychlostnych vézieb a

G(gﬁ) je vektor gravitacnej sily. Pomocou tohto zapisu sa postupne dopracujeme k tvaru,

ktory bude mozné vlozit’ do simula¢ného programu.
D()-¢+H(p,9)+G(p)=0
D(@)-p=0-H(.p)-G(P)
D (@)-D(@)-¢ =0~ H(p,9)-G(@)-D™(p)
¢=D"(p)-(0-H(®.9)-G(®)) (38)
[1][15]
2.6.1 Symetricka matica zotrvacnosti D
d, =J +m, .(zf .cos(g,)> + (I —hy + )2)+

+m, (13 - cos(p, = 9,)” +1, -1, -(cos(py) +cos(2- 9, = 9,)))

h 2
+m, .(lf -cos(@,)’ +(hl —?zj J

dy,=m, '(Sin((oz)'ll [hl _h_zzj]+m2 (hl —h, +h3)'

(sin(@,) -4, +1, -sin(p, — ,))
dyy =L -my -sin(p, —@,)- (I —hy + )

) h }
dy =1 -m -sin(p,)- (h _?2)"'[1 -my -sin(@,) - (b —hy +y) +
+1, -my -sin(@, — ;) - (b —h, + 1)

dy, =1 -m+Lmy+17-my+2-1-1,-m,-cos(p,)

K

o =—1-m, =1 -1, -m, -cos(p,)

dy, =—1,-m,-sin(@, — ;) (h — h, + hy)
dy, =1, -m,- (I, +1 -cos(p;))

o
dy; =1y -m,
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d, d, d;
D= dzl dzz dza
dy dy dy

Naésledne z tejto rovnice vypocitame inverznil maticu, ktora budeme potrebovat’ pri vypoc-
te. Tento zapis je vSak prili§ dlhy na to, aby bol zapisany v tejto praci. Preto bola tato mati-

ca vypocitana len v programovom prostredi, kde sa s flou nasledne pracovalo.

2.6.2 Vektor rychlostnych vizieb H
hy,

H=|h,,
h

~ —1} -sin(2-@,)-(m, +m,)—1; -m, -sin(2- @, —2- ;) — .
1 =21 -1,-m,-sin(2- @, — ;)

T\ oy sm(2 (Zh 2.%)4—]1~lz-m2~(Sin(2'§02—(/J3)—Sil'l((P3)))+

(&
cos((oz) I - (}h—%j"‘mz'(}ﬁ_hz"‘hs)j"'
+L, -m, - cos(¢, — g03)-(h|—h2+h3)

(-

+(=2:1,-my -cos(p, —@,) - (I = hy + 1)) )+ (1, - m, -cos(, = @,)- (I — hy + Iy ) )

1 . : .
h,, :(E.(lf -sin(2-¢,)-(m, +m,) +L; -m, -sin(2- @, —2-(03))+Z1 l,-m,-sin(2- @, —(/)3)j+

+(_2'll 1y m, 'Sin(¢3))+(l1 -1, -m, -sin(¢,))

+(1, -1, - m, -sin(ey))

h _(_lz my - (1 -sin(2- ¢, — ;) + 1, -sin(2-, —2- ;) — ] 'Sin(%))j
b1 =
2

2.6.3 Vektor gravitacnej sily G

&1
G=|g,

&3
8gu =0

gy =&l -cos(p,)-(m +m,)+g-L,-m,-cos(p, — ;)
gy =—g1,-m,-cos(p,— ;)
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Vypoctom rovnice ¢islo (38) dostaneme vztahy, ktoré nam definuji vypocet druhej deri-
vacie pre uhly ¢,,9,a @,. Toto st vysledné rovnice, ktoré uz sta¢i len vlozit' do simulac-

ného programu. V tomto pripade do programu DYNAST, ktory aj so schémami bude popi-
sany d’alej. Vysledné rovnice pre simulaciu zadané¢ho robotického ramena su pre ich vel-

kost’ prilozené v prilohe na konci diplomovej prace.
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3 ELEKTROMECHANICKE AKCNE CLENY

Elektromechanické akéné Cleny st prevodniky energie elektrickej na energiu mechanickq.

Pouzivaju sa ako pohon a to hlavne v oblastiach:

e obrabacich strojov, priemyselnych robotov, Cerpadiel, ventilatorov

e dopravnych systémov
Elektromechanické akcné Cleny sa delia :

e Podl'a napdjacieho napitia
o AC stroje
*  Asynchronne motory
=  Synchrénne motory
e Krokové motory
o DC stroje
= S permanentnym magnetom

* S budenymi pdlmi
[8]

3.1 Krokovy motor

Krokovy motor je synchronny stroj, kde je nutné mat’” asponl dve cievky, ktoré budi voci
sebe posunuté o0 90° a zaroven je ich potrebné napajat’ harmonickym napitim posunutym
090° elektrickych. Krokovy motor tak ako kazdy iny elektromotor sa sklad4 z rotora
a statora. Stator krokového motoru je tvoreny vacSinou z niekol’kych dvojic cievok. Tieto
dvojice je mozné postupne aktivovat, a tym sa vytvori toCivé magnetické pole. Vhodnym
aktivovanim susednych dvojic je mozné zdvojnésobit’ pocet krokov motora. Rotor je valec
z magnetického materidlu s vystipenymi polmi. Existuji 2 typu rotorov pre krokové moto-
ry a to bud’ rotor s permanentnym magnetom alebo rotor so Zelezom, ktoré¢ majii vystapené
pOly. Kvoli prechodovym magnetickym javom je obmedzend rychlost’ takéhoto motora na
niekol’ko stoviek krokov za sekundu (zavisi na typu motora a ja zat'azi). Ak tito maximal-

nu rychlost’ prekro¢ime potom ddjde k strate kroku. [9] [10] [14]
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Obrazok 9 Vnutorné konstrukcia krokového motoru [12]

3.2 Jednosmerny motor

Motor, ktory vyuZziva principov minimalnej energie. Stator byva zloZeny z permanentného
magnetu alebo z cievky, ktord generuje statické magnetické pole. Rotor jednosmerného
motora je zloZeny z cievok a komutatora. Prad sa do rotora dostane pomocou uhlikov
a komutatora. Komutator je suciastka, ktora zabezpecCuje to aby bolo statorové a rotorové
pole navzdjom kolmé. To Ze st statorové a rotorové pole navzdjom kolmé zapricinuje ne-

rovnovahu v systéme, vd’aka ktorej sa motor toci. [14]
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Obrazok 10 Princip jednosmerného motora [13]

3.3 Synchronny motor

Synchréonny motor pracuje so synchronnymi otdckami. To znamend, Ze ma nulovy sklz.
Stator byva tvoreny 3-fdzovym vinutim, ktorym ak prechadza 3-fazovy prud vytvori tocivé
magnetické pole. [14]

3.3.1 Synchrénny motor vyZadujiici pomocny Startér

V pripade Ze mame motor, ktory vyzaduje na svoj rozbeh d’alsi motor je konstruk-
cia jeho rotorovej Casti nasledovna. Rotor je napajany jednosmernym prudom,
vd’aka ktorému vznikne na rotore statické magnetické pole. AvSak rychlost’ stato-
rového magnetického pol’a je tak vysoka, ze rotorové pole sa nestaci roztocit’. Toto
je sposobené tym, ze vzajomna rychlost’ tychto dvoch magnetickych poli je prili§
vysoka o spdsobuje, Ze opacné poly statora a rotora sa nestihni uzamknut’, vd’aka
c¢omu sa rotor nerozto¢i. Preto je potrebny Startér, ktory rozto¢i rotor na synchréonne
otacky a nasledne sa privedie prud na cievky rotora, ktoré vytvoria magnetické po-
le. V tomto pripade uz je vzajomna rychlost’ magnetickych poli teoreticky nulova,
vd’aka ¢omu sa opacné pdly rotora a statora dokazu uzamknut'. V tomto momente
sa Startér odpaja a synchronny motor funguje samostatne. Tento typ motorov sa

vSak v robotike nepouziva. [14]
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3.3.2 Synchrénny motor podporujuci self-Start

V pripade Ze mame motor, ktory podporuje self-Start nepotrebujeme ziadne d’alSie
zariadenie na pociato¢né roztocenie motora. Motor sa 1iSi v konstrukcii rotorove;j
Casti a to nasledovne. Rotor obsahuje naviac rozbehové vinutie nakratko o sposo-
bi, Ze toCivé magnetické pole statora indukuje v rotore prad, ktory vytvara magne-
tické pole, ktoré sa ota¢a asynchronnymi otaCkami. Toto magnetické pole roztoci
rotor na otacky blizke synchronnym otackam. V tomto momente sa pripoji jednos-

merny prad na rotor a rotor sa stabilizuje na synchronnych otackach. [14]



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

48

II. PRAKTICKA CAST
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4 ROBOT MOVER4

Popisované bolo robotické rameno MOVER4 od spolo¢nosti Commonplace Robotics je
Stvor osi roboticky manipulator navrhnuty priamo pre potreby vyuky. Dokéze uniest’ zat'az
0.5kg a maximalny dosah ma 0.55m. Programové prostredie CPRog umoziuje programo-
vanie jednoduchych pohybov, ktoré nasledne moézeme spustit na redlnom zariadeni.

MOVERA4 je riadeny pomocou USB rozhrania cez Standardné PC.

4.1 KonsStrukéné parametre

e Maximalna zat'az: 0.5kg

e Maximalny dosah: 0.55m

e Hmotnost: 3,5 kg

e Komunikacia: USB, interne CAN

e Napdjanie: cez adaptér 12V, <60W
e Konstrukcia: 4 serva s prevodovkou

e Software: CPRog (Windows), ROS (Linux)

Obrazok 11 Robot MOVER4
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4.2 Programové prostredie CPRog

Programové prostredie CPRog umoziiuje programovanie robota MOVER4. Toto progra-
movanie moze byt bud’ grafickou alebo textovou formou. Na obrazku ¢islo 12 je zobraze-
na zakladna obrazovka, ktora sa ndm ukaze po spusteni programu. Na tejto obrazovke je
potrebné pripojit’ robota a odomknut’ pouzivanie akénych ¢lenov. Nésledne je na tejto ob-

razovke mozné rucne pohybovat’ s robotickym ramenom a tym overit’ jeho funk¢nost’.

Obréazok 12 Vizualizacia robota v programe CPRog

Na obrazku ¢islo 13 a 14 je mozne vidiet’ grafické a textové programovacie rozhranie. Ak
bude vytvoreny program v grafickom rozhrani, automaticky sa tento program prepisuje aj
do textového rozhrania, v ktorom je mozné menit’ viac parametrov pohybu. Z tohto rozhra-
nia je evidentné, Ze sa nejednd o ziadne priemyselné rieSenie ale o robotické rameno urce-

né priamo na vyuku.
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Linear _ Reltive  Joint _ Wait Digital 10

=

Loop ExMotion

Obrazok 13 Ukazka grafického programovania v programe CPRog

File Edit AddCommand EditCommand ¢ @ T K X &

ExmplCanveyor_TwoFingerGrpperm | n/a

5 Cnd X Y z A 5 < l 2 E vl asc smooh  Desciplion
>__D€M Local: False ch:1 Stete: T, Actvate Conveyor

1 DOut Local: False Ch:2 State: True Move Conveyor

2 Joit BE 2 2130 e 250 ) B0 |20 B30 0% 4% lme

3 DOut Local: True. Ch:12 State: True Activate Gripper

4 Dout Locel: T i St Tue Open Grnper

5 Linear X3182 Y217 T A39 B8378 co E10 E20 E30 80mm/s |40% true

6 Watt 1s

7 Dou Locl: T ot St Faoe Close Grper

8 Wait 1s

B Lnesr X317 Y94 zau67 A5 Bes7 co B0 |20 B30 (amA 4% e

10 Joint A137.88 A2894 A390.75 A4-924 A50 AGO E10 E20 E30 0% 40 % true

n Wait 1s

2 Lrear X255 v1s86 z247 A2 |Besz cie B0 |20 B30 |B0ams 0% lwe

13 Joint A10.06 A21219 A38635 A4-781 A50 A0 E10 E20 E30 0% 40 % true

1 Lnesr x3182 vo17 za17 A39 BEs7e co B0 |20 B30 (S0mms 0% e

15 DOut Local: True. Ch:11 State: True

1 wist 15

17 DOut Local: False Ch:2 State: False

18 Linear X3244 Y04 Z2447 A17954 B8927 Cc1s0 E10 E20 E30 80mm/s |40% true

File loaded: C:\CPRog!

Obrazok 14 Ukazka textového programovania v programe CPRog
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S DYNAST

Program DYNAST je simula¢né programové prostredie vytvorené pre jednoduché
a efektivne modelovanie réznych fyzikalnych a elektrickych javov. Zadavanie do progra-
mu prebieha bud’ graficky alebo textovo. Ak budeme pouzivat’ vstavané kniznice progra-
mu DYNAST, potom je mozné vel'mi rychlo vytvorit’ potrebny model. Pre kniznice nie je
potrebné pisat’ rovnice. Staci bloky spojit’ a program si uz sam vygeneruje potrebné rovni-
ce. DYNAST naviac oproti ostatnym programom podporuje aj vzajomnu spolupracu na

projekte. [7]

potitad uEivatele pocitac - server potitat konzultanta
Fanl Fanl Ty Y
U¥MAST DyMNAST - UYMNAST
=hell Server Manitor
DYMNAST DYNAST OYMNAST
Sohver Solver Shell
A T e~

Obrazok 15 Konfiguracia programového prostredia DYNAST [7]

Ako je vidiet’ z obrazku ¢islo 15 ide v podstate o distribuovany systém, kde sa vSetky vy-
pocty rieSia na vzdialenom servery ale je moZzné si zaobstarat’ aj licenciu s lokalnym riesSi-

tel'om, kde uZ nie je nutnostou internetové pripojenie.
Vypoctoveé jadro DYNASTu (DYNAST Solver) umozituje riesit’:

1. Nelinedrne a nestacionarne problémy
a. Automatick formulaciu a rieSenie rovnic zadané pomocou grafického na-
vrhu
b. RieSenie sustav zadanych textovo
RieSenie rovnic zadanych graficky ako blokovli schému
d. Vypocet zavislosti ustdleného rieSenia na zmenach parametrov
e. Linearizaciu schém v okoli pracovného bodu
2. Linearizované ulohy zadané v podobe grafickej schémy
a. Vypocet nal a polov prenosovej funkcie

b. Vyjadrenie casovej odozvy
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5.1 Prostredie programu DYNAST

Elle Edit View Place System [Analysis |Bun Publishing Preferences Window Help

D@ k&l cnlo B eaez|iE~+r11AC aa BEH -0

Place Part

Ci\sers ko Dropbon Sk

C:\Program Files (x85)\Dynas
¥ electrical

+-electronic

§)- electro-mechanical

- magnetic

£ fuid-power

] heat-transfer
P I i +-rectiinear

|- rotational

RE= T‘Lj?:‘ - 5 IR 2 planar

B multi-domain

B o o o o - blocks
| Rp<2b Lo=Te2 R0 1.Libe 20108 Jri2e 6. =12 300 T T . o . C: \Users'Bitkuko\Dropbox\Ske

B-aaa
[block_basic]
Tblock_sub]

test

o

*SYSTEM; 6

G1 g1 = 1;

I3 > @Int gl,uhol / 180/1pi;

c1 q1 = 1.5;

31 o-q1 = of

E1 1 = 25;

£2 2 = 2.8;

TRAL > @tra_tra 3,0,ql,0 / 133;

DC_machinel > @DC_machine 1,0,0,2,3,0 / Rb=25,Lb=le-2,
Rr=0.1,Lr=se-2,k=0.08, Jr=2e-5, Js=le-3,b=0:

*IR;

TR 0 1;

PRINT uhol:

RUN;

*END;

All open files have been automatically saved [ [x=2.1, y=00 [

Obrazok 16 Zobrazenie prostredia DYNAST

Na obrazku je vyznacenych 6 oblasti, ktoré s pre pracu s programom DYNAST doblezité.
Oblast’ ¢islo 1 je tlacidlo Analysis, pomocou ktorého sa dostaneme do menu kde je mozné
vybrat’ z nasledovnych moZnosti (Nonlinear, Numerical Frequency a Semisymbolic Line-
ar). NajdolezitejSia cast’ menu Analysis je Nonlinear a tato polozka bude popisana niZsie.
Oblast’ ¢islo 2 oznacuje tlacidlo, ktoré vyvola okno ¢islo 5 o je kniznica modelov sucias-
tok, ktoré st predprogramované v DYNASTe. Tuto kniznicu je mozné rozSirovat o d’alSie
vlastné modely. Vyznacena oblast’ ¢islo 3 je opét tlacidlo, ktoré prikaze spustit’ riesitel’a.
V tomto momente sa spusti vypocet zadané¢ho problému. Nakoniec oblasti ¢islo 4 a 6 st
rozhrania pre zadavanie grafického alebo textového tvaru modelu. Ak za¢neme s tvorbou
grafického modelu, textovy model sa po zobrazeni automaticky vygeneruje. Textovy mo-

del je mozné menit’ pripadne do neho doplnit’ dodato¢né informacie.
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Analysis I Desired Variables I Initial Yalues I Computation Control I
— Analysis mode

' Transient Time from: Iﬂ to: I'I [s]

™ Static or steady-state
[T sweeping

Farameter I 'I zwept fru:um:l b I

— Desired results
[T Equidistart results =t IE-D'I paints [T Hold results

— Fourier analysis

i~ Fourier Feriod: I'I [2] Harmonics: |1D Samples: I'I.'ZE»
ok | zs | Napovéda |

Obrazok 17 Zobrazenie moznosti po stlaceni tlacidla Analysis - Nonlinear

Na obrazku 17 st zobrazené nastavenia analyzy problému. V prvej zdlozke Analysis je
mozné menit’ napriklad ¢as simuléacie. V d’alSej zalozke Desired Variables je moznost’ vy-
beru premennych, ktoré budi vypocitané s moznostou zobrazenia v grafe. Zalozka Initial
Values je rozhranie, v ktorom je mozné zadavat’ poc¢iatocné podmienky do vypoctu. Napri-

klad v tejto diplomovej praci bolo nutné zadat' pociato¢né hodnoty uhlov @,,p,a ¢;.

V poslednej zaloZke je moZzné menit’ nastavenia vypoctu.
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=
File Edit View Plot Axes Run Preferences Window Help

DE-EB& BE BB

B [= e |l | |l 5 Prot et == =
e
*SYSTEM: = ey
Gl ql = 1:
I3 > @Int ql,uhol / 180/1pi:
€l gl = 1.5;
J1 0-ql = 0;
El 1 = 25:
E2 2 = 2.8: 147
TRA1 > @tra tra 3,0,ql,0 / 133:
DC_machinel > @DC machine 1,0,0,2,3,0 / Rb=25,Lb=le-2,
Rr=0.1,Lr=5e-2,k=0.08, Jr=2e-5, Js=le-3,b=0;
*TR;
TR 0 1;
PRINT uhol: 12
RUN:
*END;
[Number of nodes: 8
Number of implicit equations: 16 109
X ... time [s]
Sl aoo uhol
o
x 1
0.0000002+000 0.0000002+000
1.000000e-005 4.491581e-013
2.000000e-005 2.673018e-012
3.000000e-005 8.841416e-012
4.000000=-005 2.193743e-011 &
5.0000008-005 4.133318e-011
6.0000002-005 7.171104e-011
7.000000e-005 1.168811e-010
£.000000e-005 1.822730e-010
9.000000e-005 2.741113e-010
1.000000e-004 3.390970e-010 |
1.108855e-004 5.814825e-010
1.2375562-004 8.732985e-010
1.3843672-004 1.3286542-009
1.577487e-004 2.173385e-009
1.806836e-004 3.653034e-009
2.106746=-004 6.561941e-009 2
2.4824732-004 1.226575e-008
2.9133382-004 2.252800e-008
3.4046872-004 4.058260=-008
4.010594e-004 7.503381e-008
4.738705e-004 1.394972e-007
5.592438e-004 2.565296e-007 ol - - - . - : . : : ]
6.516565e-004 4.472644e-007 .ﬂﬂ o1 0z 0z 04 05 06 o7 o8 08 10
7 S2052A=—N04 7 483N48a-0N0T e =
|4] 4;|J = unol
Ready Ln 19, Col 33

Obrazok 18 Zobrazenie vysledkov textovo a graficky

Na obrazku cislo 18 s zobrazené 2 okna. V prvom okne na l'avej strane su zobrazené vy-

sledky simulécie v textovej podobe. Pocitaji sa vSetky premenné, ktoré si v Desired Va-

riables zaskrtneme. Na pravej strane su vysledky zobrazené graficky. No vacSine pripa-

doch nam posta¢i grafické zobrazenie vysledkov simulacie. V grafickom zobrazeni vy-

sledkov je mozné zvolit’ si zobrazenie aj viacerych premennych, ¢o zaroven umoznuje ich

porovnavanie.
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6 SIMULACIA

6.1 Simulovanie robotického ramena

Nasledujtica simuldcia obsahuje vypocitané pohybové rovnice, ktoré sii mierne upravené
do formatu programu DYNAST. Rovnice su postupne vlozené do blokov rovnical, rovni-
ca2 arovnica3. Vystupom tychto blokov je uhlové zrychlenie, ktoré nasledne vstupuje do

integratora, ktorého vystupom je uhlova rychlost’ jednotlivych uhlov. Nakoniec uhlova
rychlost’ vstupuje do posledného integratora, ktorého vystupom su uhly ¢,,9, a @,. Tato
schéma nam teda vypocita uhlové zrychlenie, uhlovu rychlost’ a nakoniec velkost’ uhlu

0,9, a @, . Tieto veli¢iny potrebujeme pri naslednom rozsirovani schémy o akéné Cleny.

Obrazok 19 Blokova schéma pohybovych rovnic
Vypocitané parametre @,,®, a @, st vypocitané v radidnoch a pre jednoduchsiu pracu je
potrebné si tieto hodnoty premenit’ na stupne. To zaistime nasledovne.

Obrazok 20 Blokova schéma prepoctu radidnov na stupne.

Bloky BS4,BS5 a BS6 postupne pocitaji hodnoty uhlov ¢,,¢, a @, v €ase. Vysledné hod-

noty v stupfioch sa nasledne ukladaju do vektorov decFil, decFi2 a decFi3. Vypocetny
vzt'ah je nutné zadat’ rucne a zaddvame ho do parametru jednotlivych blokov BS4,BS5

a BS6.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 57

6.2 Navrh regulacie jednosmerného motora pre uhol ¢,

Regulator pre motor 1 bude navrhovany ako autonémne servo. To znamena, ze vSetky
vplyvy odstredivej alebo coriolisovej sily budi brané ako poruchy. Predtym ako bude vy-
pocitany regulator, je potrebné zistit’ v akom rozsahu sa asi bude pohybovat’ moment zotr-

vaénosti na motore 1. Toto zistime z &asti pohybovej rovnice prvého kibu a to z &lenu, kto-

ry je pri druhej derivacii uhlu ¢, . Tento €len bol vlozeny do MATLABu, kde boli postup-

ne dosadzované mozné hodnoty uhlov @, a ¢@;. Vysledné hodnoty boli postupne ukladané

do premennej a nasledne prezentované na obrazku nizsie.

Zavislost momentu zotrvaénosti na uhloch <I>2 a <I>3

-1 0.06

= 0.05

0.03

0.02

0.01

o, [rad] 0.2 0 2

Obrazok 21 Zavislost momentu zotrvac¢nosti na uhloch @, a ¢,
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!_M odel metora pvladajici uhel Fid. . . L L st

Obrazok 22 Regulator uhlu ¢,

Pri navrhu regulétora pre uhol @, bol zvoleny nasledovny postup. Ako prvé bolo potrebné

regulovat’ prud na zdroji E2. Pri navrhu regulatora priadu bolo potrebné najskor ziskat’ pre-
nos medzi E2 a snimaom pridu. Toto je moZzné urobit’ priamo v DYNASTe a to nasle-
dovne. V zilozke Analysis bola zvolend moZnost Semisymbolic Analysis, kde hned’
v prvej zalozke zvolime nazov prenosu, dalej vyberieme zavisli premenntl a nakoniec
zvolime zdroj. Nasledne je mozné zvolit' moznost’ vypocitania polynomialnych koeficien-
tov. Nakoniec v zalozke Time-Domain Responses zvolime moZnost’ jednotkového skoku.
Nasledne je mozZné spustit’ vypocet, ktory prebieha Standardne, avSak ak si ddme zobrazit
textoveé vysledky simulacie méZzeme tu vidiet’ vypocitany prenos. V tomto pripade vysiel

prenos nasledovne.
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6.2.1 Regulator prudu pre jednosmerny motor ¢.1
K-b 20-1
G(s) = = (39)

a-s+a, S+2

Na ziskany prenos bola aplikovana polynomidlna metdéda 1DoF.

G()=2:Gr(s) -1

b=K-b,
a=a,-s+a,
49=9,"5*4,

P =D
d=(s+a)2
a-p-s+b-g=d

(al-po)-sz+(a0-p0+K-b0-ql)-s+K-b0-q0 =(S+0()2

Nasledne bol tento zapis v maticovej forme zapisany do scriptu v programe MATLAB, kde

bol vypocitany regulator, ktory bol nasledne odsimulovany v prostredi Simulink.

Gr(s) = ¢ -s+q, _992-5+20

Po-S §

1 w

Ziadana hodnota

h 4

(40)

e u Y
(i > num(s) > _/- b8 .| num(g /
vysledok(1). al.s+a0

1DoF Saturation Gain

y

Prenos1

h 4

Obréazok 23 Regulacna schéma pridu pre motor ¢.1

h 4

Scope1
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Zobrazenie regulaéného pochodu
12 T T T T T T T T T

Ziadana hodnota
Simulacia

pruad [A]

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

Cas [s]

Obrazok 24 Zobrazenie regulacie prudu

Navrhnuty regulator bol nasledne preneseny do modelu v programe DYNAST.

|—J'~1 odel motora ovladajid uhel Fil. . © . . . L L L L s

Obrazok 25 Regulator pradu pre motor ¢.1

Z obrazku ¢islo 24 je vidiet, ze navrh regulatora prudu je funkény a je mozné na iom d’alej

stavat’ nadradeny regulator polohy.
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6.2.2 Regulator polohy pre jednosmerny motor ¢.1

Regulator polohy bol navrhovany rovnakym spdsobom ako regulator pridu. Ako prvé bolo
nutné si znova vypocitat’ prenos tento krat ale prenos medzi Ziadanou hodnotou pradu

a snimanou polohou. Vysledny prenos bol.

K-(bl-s+b0) 4936214-(s+1000)
G(s)= 4 3 2 " 3 2 (41)
a,-s +a, s +a, s +a,-s+a, s +5602-5°+5606154-5°+0-5+0
Tento prenos je ale potrebné upravit’ nasledujiicim spésobom.
6(s) K-(b-s+b,) (b, s+b,)
S)= =
a,-s*+a,-s" +a, 5" +a,-s+a, (a4-s4+a3~s3+a2-s2+al-S+a0)
K
6(s) = (b, s+b,) _ (s+250)
(a4-S4+a3-s3+a2-s2+a1-s+a0) 2.026e-07-s* +0.001135-5° +1.136-5° +0-5+0
K

Vzhl'adom na to, Ze €len a, je extrémne maly mdzeme napisat’ vysledny prenos v tvare :

(5+1000)
G(s) = 42
()= 0011355 + 113657 (42)

f%rovnanie vysledného prenosu z DYNASTu a upraveného prenosu
5 T T T T T T T T T

Prenos ziskany z DYNASTu
400 — — — Zjednodus$eny prenos

350

300

250

>

200

150

100 r

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t[s]

Obréazok 26 Porovnanie prenosu ziskaného z DYNASTu a upraveného prenosu
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V d’alSom kroku bolo potrebné vypocitat’ regulator pre tento systém.

G()=2:Gr(s) -4

b=b-s+b,

a=a,-s’+a, s’ +a,-s+a,

q=q,-S +q, 5" +q,-5+q,

P=p,'S 4P s+p,

d=(s+a)

a-p-s+b-gq=d
(ay-p,)-s°+(a,-p,+a,-p)-s’+(a, - p,+a,-p+ay-p,+b,-q;)-s" +
(ao-p2+a1 -pl+a2-p0+b0-q3+b1-q2)-s3+
+(a0-pl+a1'po+b0-q2+b1-ql)-sz+

+(a0-po+b0-ql +b, -qo)-s+(b0-q0):(s+a)6

Tato diofantickd rovnica bola prepisand v maticovej forme do scriptu v MATLABe, kde

bol navrhnuty reguléator typu 1DoF.

B 1498-5° +8154 -5 +3976-5 +3.968

Gr(s) = : 2 (43)
806.5-5" +9.636e4-5” +3.087e5-s
% w (s € num(s) > _/- u > num(s) ¥ ]
den(s) den(s)
Ziadana hodnota 1D0F Saturation2 Prenos Scope

Obrazok 27 Regula¢na schéma polohy pre motor ¢.1

Navrhnuty regulator bol nésledne preneseny do modelu v programe DYNAST, kde bola

znova overend jeho funk¢nost’. Schéma zapojenia v DYNASTe sa nachadza na obrazku 16.
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10° 10 10®
0,107 0.107 0.10

time [5] = 6.640

M uholDEC = 0.09000 x 10°

-0.02--0.02--0.02-

a
= = =
W uholDEC W w e

10
time [s]

Obrazok 28 Zobrazenie regulacie ¢,

Na obrazku 28 je vidiet, ze kaskadna regulacia jednosmerného motoru 1 funguje. Ak za-
ziadame hodnotu 90° tak pri si¢asnom nastaveni regulatorov dosiahneme ziadanti hodnotu

za priblizne 6.6 sekundy. Tuto hodnotu dosiahneme bez prekmitu.

6.3 Navrh regulacie jednosmerného motora pre uhly ¢, a ¢,

Regulator pre uhol @, a @; bol navrhovany v prostredi MATLAB je typu PID. Pre zistenie

optimalneho nastavenia bola pouzitd metdoda minimalizécie integralneho kritéria. Po otes-
tovani v prostredi Simulink bolo potrebné este prepisat’ nastaveny PID regulator na prenos,

ktory vieme jednoducho vlozit’ do simuldcie v DYNASTe.
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rfv;ﬂ_.___._____.__.___.__._____.___._____.__.___.__._

...... | Snimac pryauz | 000000000
...... - . i.DC_machineZ L2 .

Obrazok 29 Model 2 kibovej §truktary s regulaciou jednosmernych motorov

Obrazok ¢&islo 29 zobrazuje schému zapojenie dvojkibovej §truktiry robotického ramena.
Do tejto schémy boli pridané akéné ¢leny formou jednosmernych motorov, ktoré su riade-

né kaskadou regulaciou zobrazenou na obrazku.

1w e o w? e
oihe 0l 0 ol

aszloozl

N . : : . e : . . : Ny
=ty oy et iy N

Obrazok 30 Zobrazenie regulacie
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Na obrazku 30 je vidiet’, Ze regulacia je dobré a obe ziadané hodnoty su dosiahnuté za pri-

blizne 4.5 sekundy.

6.4 Navrh krokového motora v reZime otvorenej slu¢ky pre uhol ¢,

tlodel |2 _i
| N E 7 fim 3 |
| Step . D_T uhel
| 1 STEFR Jffﬂﬂ't |

_rl_r.—" bEravd » 1204 pi |
+  + — |7 Al J1
(=5} |

| J3 / —/ im E1H0.05 o |

| Kn=10,Jme3eF+2e.5 10
2504 ol |
: Iz |
| LErrr |
T |

1 coaZpitfrtimelfiuhol<=ziadana) + {17 zsin(2pi™frtimelfivhol>=ziadan a+1.2250)

BSS o BH1 =3

Ziadana_hodnota

|| |
Period=Feriod™s I I D_Tmn I
|| |
|| |

5}

7y o BHZ oy 20

Feriod=Feriod™s
C1sin(Z pitfrtimelifiubol<=ziadana) + (1" cox2pitfrtimelfivhol===jadan a+1.2/250)

.E
&

Obrazok 31 Schéma zapojenia krokového motora v rezime ovladania

Pouzity krokovy motor je ovladany pridom, ktory je riadeny blokmi BS5 a BS6. V tychto
blokoch st zapisané rovnice chovania prudu. Na zaliatku je snimany uhol rovny 0°
a ziadany uhol rovny 20°. Z toho vyplyva, Ze rovnica zapisana v bloku BS5 bude mat’ na-

sledovny tvar :
BS5=(cos(2- - fr-time))- (uhol <= ziadana)

A to z dovodu, Ze ziadana hodnota je vicSia ako skutocna. AvSak ak snimana hodnota bude

vacsia ako ziadana rovnica v bloku BSS5 sa zmeni nasledovne :
BS5=(sin(2- 7 - fr-time))-(uhol >= ziadana +1.8/250)

Podobne je to aj v pripade rovnice zapisanej v bloku BS6.
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Obrazok 32 Zobrazenie priebehu ziadanej hodnoty a skuto¢nej hodnoty uhlu ¢,

6.5 Navrh krokového motora v rezime otvorenej slu¢ky pre uhly ¢, a ¢,

Obrazok 33 Schéma zapojenia krokovych motorov v dvojkibovej $truktire
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Na obrazku ¢&islo 33 je mozne vidiet’ schému zapojenia krokovych motorov do dvojkibove;

Struktary. Ovladame ich rovnako ako v pripade schémy pre simuldciu krokového motora

pre uhol ¢, .

r)
mn arz Ew ew

Obrazok 34 Zobrazenie priebehu Ziadanych a skuto¢nych hodnét uhlov @, a ¢,

Obrazok ¢islo 34 zobrazuje priebeh Ziadanych a snimanych hodndt uhlov. Obe Zziadané

hodnoty boli dosiahnuté.

.o

Obrazok 35 Zobrazenie kroku krokového motora a regulacnej odchylky.

Obrazok ¢islo 35 ukazuje Ze krokovy motor skutocne krokuje a zaroven ukazuje stalu re-

gulacnll odchylku priblizne 0.001°. Tento nedostatok musime akceptovat’, nedd sa uplne

vykompenzovat’ vieme ho len zmensSit' a to pouzitim prevodovky s va¢Sim prevodovym

stupnom.
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ZAVER

Tato praca sa zaoberala matematickym popisom redlneho robotického ramena, ktory ma
Styri stupne vol'nosti. Na zacCiatku tejto diplomovej prace boli objasnené vSetky potrebné
matematické vztahy, ktoré bolo nutné pri zostavovani kinetickych a dynamickych rovnic
pouzit’. Nasledne boli zostavené zjednoduSené simulacné schémy jednotlivych Casti robota,
kde boli implementované regulacie. Ako pohon boli pouzité 2 typy akénych c¢lenov a to
jednosmerny a krokovy motor. Nasledne boli tieto regulacie otestované na simulaciach,
ktorych vysledky boli prezentované na grafoch. Vystupom tejto diplomovej prace su teda
pohybové rovnice chovania redlneho robotického ramena spolu s prikladom regulécie ak¢-

nych &lenov osadenych do jednotlivych kibov.
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ZOZNAM POUZITYCH SYMBOLOV A SKRATIEK

SS Stradnicova sustava.
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PRILOHA 1: POHYBOVA ROVNICA 4,

((1272*m2*(11°2*m1 + 1172*m2 + 12°2*m2 + 2*11*12*m2*cos(fi3)) - 12*m2*(12 +
11*cos(fi3))*(m2*12"2 + 11*m2*cos(fi3)*12))*(ql - (m2*(2*11*cos(fi2)*(h1l - h2 + h3) +
2*12*cos(fi2 - fi3)*(h1 - h2 + h3)))/2 + (m2*(2*sin(2*112)*11°2 + 4*sin(2*fi2 - fi3)*11*12
+ 2*sin(2*fi2 - 2*fi3)*122))/2 + [1"2*m1*sin(2*fi2) - 12"2*m2*sin(2*fi2 - 2*fi3) +
12*m2*cos(fi2 - fi3)*(h1 - h2 + h3) - [1*m1*cos(fi2)*(h1 - h2/2) - (I1*12*m2*(2*sin(2*fi2
- fi3) - 2%*sin(fi3)))/2))/sub - ((M2*12"2 + 11*m2*cos(fi3)*12)*(m2*(11*sin(fi2) +
12*sin(fi2 - fi3))*(h1 - h2 + h3) + 11*m1*sin(fi2)*(h1 - h2/2)) - [2*m2*sin(fi2 - fi3)*(h1 -
h2 + h3)*(11"2*ml + 117"2*m2 + 12°2*m2 + 2*11*12*m2*cos(fi3)))*(q3 +
(I2*m2*(11*sin(2*fi2 - fi3) + 12*sin(2*fi2 - 2*£i3) - 11*sin(fi3)))/2 - 11*12*m2*sin(fi3) +
g*12*m2*cos(fi2 - fi3)))/sub + ((12"2*m2*(m2*(11*sin(fi2) + 12*sin(fi2 - fi3))*(h1l - h2 +
h3) + I1*m1*sin(fi2)*(h1 - h2/2)) - [2*2*m2"2*sin(fi2 - fi3)*(12 + 11*cos(fi3))*(hl - h2 +
h3))*(g*(11*ml*cos(fi2) + 11*m2*cos(fi2) + 12*m2*cos(fi2 - fi3)) - q2 +
(11"2*m1*sin(2*£12))/2 + (11"2*m2*sin(2*£i2))/2 + (12"2*m2*sin(2*fi2 - 2*fi3))/2 +
11*12*m2*sin(2*1i2 - £i3) - 11*12*m2*sin(fi3)))/sub



PRILOHA 2: POHYBOVA ROVNICA 4,

((m2*12°2 + 11*m2*cos(fi3)*12)*(JO + m2*(h1 - h2 + h3)"2 + ml*(hl - h2/2)"2 +
11"2*ml1*cos(fi2)*2 + 11"2*m2*cos(fi2)"2 + 12"2*m2*cos(fi2 - fi3)"2 +
11*12*m2*cos(fi3) +  11*12*m2*cos(2*fi2 -  fi3)) - [2*m2*sin(fi2 -
fi3)*(11*m2*sin(fi2)*(h1 - h2 + h3) + R2*m2*sin(fi2 - fi3)*(hl - h2 + h3) +
11*m1*sin(fi2)*(h1 - h2/2))*(hl - h2 + h3))*(q3 + (12*m2*(11*sin(2*fi2 - fi3) +
12*sin(2*f12 - 2*fi3) - 11*sin(fi3)))/2 - 11*12*m2*sin(fi3) + g*12*m2*cos(fi2 - fi3)))/sub -
((127°2*m2*(11*m2*sin(fi2)*(h1 - h2 + h3) + 12*m2*sin(fi2 - fi3)*(hl - h2 + h3) +
11*m1*sin(fi2)*(h1 - h2/2)) - 2*m2*sin(fi2 - fi3)*(m2*12°2 + 11*m2*cos(fi3)*12)*(hl -
h2 + h3))*(ql - (m2*(2*11*cos(fi2)*(h1 - h2 + h3) + 2*12*cos(fi2 - fi3)*(h1 - h2 + h3)))/2
+ (M2*¥(2*sin(2*fi2)*1172 + 4*sin(2*fi2 - fi3)*11*12 + 2*sin(2*fi2 - 2*fi3)*12/2))/2 +
11"2*m1*sin(2*£i2) - 12°2*m2*sin(2*fi2 - 2*fi3) + 12*m2*cos(fi2 - fi3)*(hl - h2 + h3) -
I1*ml*cos(fi2)*(hl - h2/2) - (I1*I2*m2*(2*sin(2*fi2 - fi3) - 2*sin(fi3)))/2))/sub -
((127°2*m2*(J0 + m2*(hl - h2 + h3)"2 + ml*(hl - h2/2)"2 + 11"2*ml*cos(fi2)"2 +
117"2*m2*cos(fi2)*2  + 12°2*m2*cos(fi2 - fi3)"2 + I1*12*m2*cos(fi3) +
11*12*m2*cos(2*fi2 - fi3)) - 12°2*m2"2*sin(fi2 - fi3)"2*thl - h2 +
h3)"2)*(g*(11*ml*cos(fi2) + I1*m2*cos(fi2) + I12*m2*cos(fi2 - fi3)) - q2 +
(11"2*m1*sin(2*£12))/2 + (11"2*m2*sin(2*£12))/2 + (12"2*m2*sin(2*fi2 - 2*fi3))/2 +
1T*12*m2*sin(2*£i2 - £i3) - 11*12*m2*sin(fi3)))/sub



PRILOHA 3: POHYBOVA ROVNICA ¢,

- ((m2*(11*sin(fi2) + 12*sin(fi2 - fi3))*(hl - h2 + h3) + I1*ml*sin(fi2)*(hl -
h2/2))*(11*m2*sin(fi2)*(h1 - h2 + h3) + 12*m2*sin(fi2 - fi3)*(hl - h2 + h3) +
11*m1*sin(fi2)*(h1 - h2/2)) - (11"2*m1 + 11°2*m2 + 12°2*m2 + 2*11*12*m2*cos(fi3))*(JO
+ m2*(hl - h2 + h3)"2 + m1*(hl - h2/2)"2 + 11"2*m1*cos(fi2)"2 + 11"2*m2*cos(fi2)"2 +
127°2*m2*cos(fi2 - fi3)"2 + 11*12*m2*cos(fi3) + 11*12*m2*cos(2*fi2 - fi3)))*(q3 +
(I2*m2*(11*sin(2*fi2 - fi3) + 12*sin(2*fi2 - 2*fi3) - 11*sin(f13)))/2 - 11*12*m2*sin(fi3) +
g*12*m2*cos(fi2 - f13)))/sub - ((12*m2*(12 + 11*cos(fi3))*(11 *m2*sin(fi2)*(h1 - h2 + h3) +
12*m2*sin(fi2 - fi3)*(hl - h2 + h3) + 11*ml*sin(fi2)*(hl - h2/2)) - 2*m2*sin(fi2 -
fi3)*(hl - h2 + h3)*(11"2*ml + 11°2*m2 + 12°2*m2 + 2*11*12*m2*cos(fi3)))*(ql -
(m2*(2*11*cos(fi2)*(h1 - h2 + h3) + 2*12*cos(fi2 - fi3)*(hl - h2 + h3)))2 +
(M2*(2*sin(2*¥112)*11"2 + 4*sin(2*fi2 - fi3)*11*12 + 2*sin(2*fi2 - 2*{i3)*12"2))/2 +
11"2*¥m1*sin(2*£i2) - 127°2*m2*sin(2*£i2 - 2*fi3) + 12*m2*cos(fi2 - fi3)*(hl - h2 + h3) -
I1*ml*cos(fi2)*(hl - h2/2) - (I1*I2*m2*(2*sin(2*fi2 - fi3) - 2*sin(fi3)))/2))/sub -
((12*m2*(12 + I11*cos(fi3))*(JO + m2*(hl - h2 + h3)"2 + ml*(l - h2/2)"2 +
11"2*ml*cos(fi2)*2  + 11"2*m2*cos(fi2)*2 + 12"2*m2*cos(fi2 - fi3)"2 +
11*12*m2*cos(fi3) + 11*12*m2*cos(2*i2 - fi3)) - 2*m2*sin(fi2 - fi3)*(m2*(11*sin(fi2) +
12*%sin(fi2 - fi3))*(hl - h2 + h3) + I1*ml*sin(fi2)*(hl - h2/2))*(hl - h2 +
h3))*(g*(11*ml*cos(fi2) + 11*m2*cos(fi2) + 12*m2*cos(fi2 - fi3)) - q2 +
(11"2*m1*sin(2*1i2))/2 + (11"2*m2*sin(2*fi2))/2 + (1272*m2*sin(2*fi2 - 2*fi3))/2 +
11*12*m2*sin(2*1i2 - £i3) - 11*12*m2*sin(fi3)))/sub



PRILOHA 4: SUBSTITUCIA MENOVATELA sub

(12*(12+cos(fi3)*11)*m2*(-12"2*m2-
cos(fi3)*11*12*m2)+12"2*m2*(12/2*m2+2*cos(fi3)*11 *[2*m2+11"2*m2+11"2*m1))*((h1-
h2/2)"2*ml1+cos(fi2)"2*11"2*m1+(hl-
h2+h3)"2*m2+cos(fi2)"2*11"2*m2+cos(fi3)*11*12*m2+cos(fi3-2*fi2)*11*12*m2+cos(fi3-
f12)"2*12/2*m2+J0)+sin(fi3-fi2)*(h1-h2+h3)*12*m2*(-
12*(cos(fi3)*11+12)*m2*(sin(fi2)*(h1-h2/2)*11*m1+sin(fi2)*(h3-h2+h1)*11*m2-sin(fi3-
fi2)*(h1-h2+h3)*12*m?2)-sin(fi3-fi2)*(h1-
h2+h3)*[2*m2*(11"2*m1+11"2*m2+2*cos(fi3)*11 *12*m2+12"2*m?2))+(sin(fi2)*(h1-
h2/2)*11*m1+(h3-h2-+h1)*(sin(fi2)*11-sin(fi3-fi2)*12)*m2)*(sin(fi3-£i2)* (h3-
h2+h1)*12*m2*(-12"2*m2-cos(fi3)*11*12*m2)-12"2*m2*(sin(fi2)*(h1-
h2/2)*11*m1+sin(fi2)*(h3-h2-+h1)*11*m2-sin(fi3-fi2)*(h1-h2+h3)*12*m2))



