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RESUMÉ 

V práci je provedena obecná charakteristika kompozitních materiál� a popis 

základního rozd�lení. Pro vláknové kompozity jsou uvedeny základní rovnice pro nap�tí a 

deformace laminátu, základní princip a rovnice numerické metody kone�ných prvk� MKP. 

V praktické �ásti je a aplikována MKP pro analýzu napjatosti vyztužené �tvercové 

ortotropní desky s následnou diskusí výsledku. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

My thesis is devided into two parts. The first theoretical part solves a general 

characteristic of the composite materials and describes the basic classification. It contains 

the basic equation for the fibres composites for laminate´s stress and strain, basic principle 

and equations of a numerical finite element methods (FEM). The second practical part is 

consecrated to the application of FEM for analysis reinforced square orthotropic plate on a 

discussion of the result.    
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ÚVOD 

 

Využití kompozitních materiál� se v posledních letech rozší�ilo do mnoha 

obor� a odv�tví lidské �innosti. Tyto materiály mají vlastnosti, které je umož�ují 

používat v aplikacích, kde to d�íve nebylo možné. Jejich mechanické a také 

chemické vlastnosti umož�ují nahrazovat kompozity materiály jako je ocel. Jejich 

široké použití  se promítá do r�zných pr�myslových odv�tví, ale také do využití ve 

sportech nebo domácností. Spot�eba kompozitních materiálu se stále zvyšuje díky 

jejich vlastnostem, které lze upravovat podle konkrétních požadavk�, p�estože jsou 

tyto materiály dražší než materiály tradi�ní. 

 

Pro uplatn�ní matematického modelu je d�ležité znát fyzikální podmínky 

celého procesu a fyzikální veli�iny ovliv�ující výrobu. 

 

Úsp�ch vláknových kompozit� vyplývá z využití vynikající pevnosti, tuhosti a 

nízké hustoty vláken sklen�ných, uhlíkových nebo kevlarových a dalších. P�i své 

schopnosti kombinovat vynikající mechanické vlastnosti s konstruk�ní p�izp�sobivostí a 

snadné výrob�, které kompozity nabízejí, daleko p�edstihly rychlostí r�stu výroby jiné 

materiály. Další charakteristikou, která vláknové kompozity odlišuje od jiných materiál�, 

je to, že zárove� s výrobou konstrukce nebo prvku je vytvá�ena i struktura materiálu. [1]  
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1 KOMPOZITNÍ MATERIÁLY 

 

1.1 Kompozitní materiál  

 

1.1.1  Definice 

 

Kompozitem je každý materiálový systém, který je složen z více (nejmén� dvou) 

složek, z nichž alespo� jedna je pevná, s makroskopicky rozeznatelným rozhraním mezi 

složkami, a který dosahuje vlastností, které nemohou být dosaženy kteroukoliv složkou 

samostatn� ani prostou sumací. [1]  

 

1.1.2  Materiálové složení 

 

 Termosetové kompozitní materiály jsou složeny ze dvou fází: 

• matrice  (pojivo) 

• plnivo (výztuž) 

 

Matrice (v našem p�ípad� je možné použít výraz pojivo) je polymerní materiál, 

kterým se impregnuje výztuž. Pojivo rozvádí mechanické namáhání rovnom�rn� na 

všechna vlákna výztuže a chrání je p�ed mechanickým nebo chemickým poškozením, tj. 

dodává kompozitu odolnost proti chemickým, pov�trnostním a jiným vliv�m. 

 

Jako matrice se nej�ast�ji používá polyesterová prysky�ice ortoftalového typu. 

Z nich lze vyráb�t nejr�zn�jší výrobky, na které nejsou kladeny požadavky zvýšené 

chemické odolnosti. Pokud mají být výrobky vystaveny p�sobení lehce agresivních médií, 

používají se prysky�ice izoftalového typu. Pokud se agresivita média zvyšuje, je možné 
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použít prysky�ice vinylesterové, pro n�která speciální prost�edí fenolické pop�. furanové 

prysky�ice. Pro n�které aplikace se rovn�ž používají prysky�ice epoxidové. 

 

U prysky�ic je výhodné, že je lze zpracovávat bez zvýšené teploty a tlaku. K tomu 

se v�tšinou používají více složkové systémy, kde se obvykle jedna složka p�idává až t�sn� 

p�ed zpracováním. Vzájemným pom�rem jednotlivých složek je možné m�nit dobu, po 

kterou jsou prysky�ice zpracovatelné. [2,3] 

 

1.1.3  Plniva kompozit� 

Plniva (výztuže) jsou p�ísady, kterými se upravují mechanické, technologické, 

vzhledové a další vlastnosti materiálu. Plnivy se také ovliv�uje cena výrobku. Obecn� jsou 

za plniva považovány materiály, které jsou p�idávány do sm�sí za ú�elem získání 

konkrétních vlastností. D�ležitou úlohu p�i volb� vhodného plniva hraje snadná 

dostupnost, nízká cena, vysoká p�ilnavost k matrici, možnost �ízení velikosti a distribuce. 

[1] 

Plniva m�žeme d�lit podle chemické podstaty na: 

• organická (aramidy, celulóza, d�ev�né piliny apod.) 

• anorganická (sklo, sádra, uhli�itan vápenatý, oxid k�emi�itý, azbest) 

 

Podle tvaru rozeznáváme plniva: 

• anizotropní (plnivo má t�i rozm�ry – jeden nebo dva p�evládají nad ostatními) 

• izotropní (plnivo má jeden rozm�r – výška, ší�ka a délka jsou stejné) 

 

  Mezi anizotropní plniva �adíme azbest, vlákna obecn�, mastek, slídu apod. 

P�íkladem izotropních plniv je uhli�itan vápenatý, saze atd.  

 

Jako výztuže se u kompozit� vyrobených pultruzí používají vláknité materiály. 

Mohou to být vlákna sklen�ná, uhlíková, kevlarová pop�. jiná vlákna. Nej�ast�ji se 
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používají (z cenových d�vod�) vlákna sklen�ná. Pro b�žné výrobky jsou to vlákna z E skla 

(tzv. sklo Eutal – bezalkalické, hlinitoboritok�emi�ité sklo), pro výrobky používané 

v prost�edí s korozním namáháním se používají materiály z chemicky odolného C nebo 

ECR skla. 

1.2  Charakteristické vlastnosti 

Kompozity tvo�í jedna nebo více nespojitých fází, pono�ených ve spojité fázi. 

Diskontinuitní fáze je obvykle tvrdší a pevn�jší než spojitá fáze a nazývá se vyztužení 

nebo vyztužovací materiál, zatímco spojitá fáze se nazývá matrice. Nejpozoruhodn�jší 

výjimkou z tohoto pravidla je skupina materiál� známých jako polymery modifikované 

kau�ukem, skládající se z tuhé polymerní matrice, pln�né kau�ukovými �ásticemi. [1] 

Vlastnosti kompozit� jsou siln� ovliv�ovány vlastnostmi svých materiálových 

složek, jejich distribucí a interakcí  mezi nimi. Vlastnosti systému m�že dávat sou�et 

vlastností složek podle objemových podíl� nebo složky mohou na sebe vzájemn� p�sobit 

synergetickým zp�sobem, takže zajiš�ují kompozitu vlastnosti, které mohou být p�i�ítány 

prostému sou�tu vlastností složek na základ� jejich objemových podíl�. Proto p�i popisu 

kompozitu jako materiálového systému je pot�eba vedle specifikace materiál� složek a 

jejich vlastností specifikovat i geometrii vyztužení vzhledem k systému. Geometrie 

vyztužení m�že být popsána tvarem, velikostí a distribucí velikostí. Systémy s vyztužením 

se však lišit p�i shodné geometrii od druhého v mnoha sm�rech; nap�. se m�že vyztužení 

lišit v koncentraci, koncentra�ní distribuci a orientaci. Všechny tyto faktory mohou být 

tedy d�ležité v ur�ování vlastností kompozit�, ale z�ídka bývají všechny brány v úvahu p�i 

odvozování teoretických vztah� pro kompozity. 

Tvar jednotlivých �ástic nespojité fáze lze �asto p�ibližn� uvažovat jako kouli nebo 

válec. Jsou n�které materiály, a n�které �lov�kem vytvo�ené materiály, jako sklen�né 

vlo�ky, jejichž �ástice mohou nejlépe vystihovat hranoly s pravoúhlým pr��ezem desti�ky. 

Velikost a distribuce velikostí �ídí texturu materiálu. Spolu s objemovým podílem ur�ují 

také mezifázový povrch, který má d�ležitou úlohu p�i ur�ování rozsahu vzájemného 

p�sobení mezi vyztužením a matricí. 

Koncentrace se obvykle udává v objemovém nebo hmotnostním podílu. P�ísp�vek 

ur�ité složky k vlastnostem celého kompozitu je ur�ován tímto parametrem. Koncentrace 

je obecn� považována za jediný nejd�ležit�jší parametr ovliv�ující vlastnosti kompozitu.  
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Je též snadno kontrolovatelnou výrobní prom�nnou používanou pro upravování 

vlastností kompozitu. Koncentra�ní distribuce je mírou homogenity nebo rovnom�rnosti 

systému. Homogenita je d�ležitou charakteristikou, která ur�uje rozsah, v kterém se m�že 

reprezentativní objem materiálu lišit ve fyzikálních a mechanických vlastnostech od 

pr�m�rných vlastností materiálu. Nerovnom�rnosti by v systému nem�ly být p�ipušt�ny, 

protože zhoršují ty  vlastnosti, které jsou �ízeny nejslabším �lánkem v materiálu. Nap�íklad 

lom v nezhomogenizovaném materiálu vznikne v oblasti nejnižší pevnosti, což nep�ízniv� 

ovliv�uje celkovou pevnost materiálu. 

Orientace vyztužení ovliv�uje izotropii systému. Mají-li vyztužovací �ástice tvar 

s rozm�ry ve všech sm�rech p�ibližn� stejnými (jsou rovnoosé), chová se kompozit 

v podstat� jako izotropní materiál, jehož vlastnosti jsou nezávislé na sm�ru. Když jsou 

rozm�ry reprezentativních vyztužovacích �ástic nestejné, m�že se kompozit chovat jako 

izotropní materiál za p�edpokladu, že �ástice jsou náhodn� uspo�ádány jako v náhodn� 

orientovaném kompozitu vyztuženém krátkými vlákny. V ostatních p�ípadech m�že 

vyvolat výrobní proces (nap�. odlévání krátkovláknového kompozitu) orientaci vyztužení, 

a tudíž jistou anizotropii. V kompozitech vyztužovaných spojitými vlákny, nap�. 

v jednosm�rových nebo ve vrstvových kompozitech, m�že být anizotropie žádoucí. Navíc 

je základní p�edností t�chto kompozit� schopnost získat pot�ebnou anizotropii jejich 

vhodným návrhem a výrobou. 

Koncentra�ní distribuce �ástic informuje o jejich vzájemných prostorových 

vztazích. �ástice mohou být rovnom�rn� rozptýleny v kompozitu a umíst�ny 

v pravidelných odstupech, takže se žádné dv� �ástice nedotýkají. Naproti tomu si je možné 

p�edstavit uspo�ádanou disperzi �ástic tak, že vytvá�ejí sí� umož�ující spojité propojení 

všech �ástic. K tomu dochází p�i mnohem nižší koncentraci než je ta, p�i které je možné 

t�sné seskupení všech �ástic. Taková disperze, vytvá�ející sí�, m�že významn� ovlivnit 

elektrické vlastnosti kompozit�. [4] 
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1.3  Rozd�lení kompozitních materiál� 

1.3.1 Klasifikace kompozit� 

V�tšina dosud vyvinutých kompozitních materiál� je vyráb�na pro zlepšení 

mechanických vlastností, jako je pevnost, tuhost, tažnost a vysokoteplotní odolnosti. Je 

pak p�irozené, že se spole�n� studují kompozity, které mají spole�ný mechanizmus 

pevnostního chování. Tento mechanizmus je siln� závislý na geometrii vyztužení. Proto je 

vhodné rozt�ídit kompozitní materiály na základ� geometrie reprezentativní jednotky 

vyztužení. Obr.1 p�edstavuje obecn� p�ijaté klasifika�ní schéma pro kompozitní materiály. 

V této klasifikaci je rozlišovací charakteristikou �ástic v podstat� to, zda je vláknová, nebo 

nikoli. M�že být kulová, krychlová, �ty�st�nová, desti�ková nebo jiného pravidelného �i 

nepravidelného tvaru, ale je p�ibližn� rovnoosá. Vlákno je charakterizováno svou délkou, 

která je mnohem v�tší v porovnání s jeho pr��ezovými rozm�ry. Kompozity vyztužené 

�ásticemi jsou n�kdy ozna�ovány jako partikulové kompozity. Kompozity vyztužené 

vlákny se pak pochopiteln� nazývají vláknové kompozity. [4] 
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KOMPOZITY 
 
 

                 vláknové                                                                        �ásticové 
 
 

                                                                                   orientované                 neorientované 

                                                                                   �ástice              �ástice                                                                                                                                      

                                                                         
 

                                                                                      vícevrstvové 
 

                                                              hybridy                                            lamináty 

                                                

              jednovrstvové 
 
 

                                  dlouhovláknové                                   krátkovláknové 
 

      

               jednosm�rn�                dvousm�rn�              nahodile                    orientovaná 

               orientovaná                 orientovaná                orientovaná               vlákna 

               vlákna                         vlákna                        vlákna     

 

 

Obr.1 Obecné schéma pro rozd�lení kompozitních materiál�. 
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1.4  Charakteristika vláknových kompozit� 

Je dob�e známo, že nam��ené hodnoty pevnosti v�tšiny materiál� jsou mnohem 

menší (o n�kolik �ád�) než jejich teoretické hodnoty. Rozpor v hodnotách pevnosti se 

p�i�ítá vrozeným nedokonalostem a vadám v materiálu. Pevnost poškozují zvlášt� vady ve 

tvaru trhlin, které leží kolmo ke sm�ru p�sobícího zatížení. Proto plastová vlákna nebo 

vlákna z nepolymerních materiál� mají v porovnání s kompaktem z téhož materiálu 

mnohem v�tší pevnost ve sm�ru délky, protože velké ne�istoty, které mohou být p�ítomny 

v kompaktu materiálu, jsou minimalizovány v d�sledku malých pr��ezových rozm�r� 

vlákna. U polymerních materiál� je p�í�inou vysoké pevnosti a tuhosti orientace 

molekulární struktury. Vlastnosti n�kterých b�žných typ� vláken, jakož i n�kterých 

konve�ních materiál�, jsou uvedeny v tabulce I., která jasn� ukazuje d�ležitost vláken pro 

dosažení vyšších pevností. Nejd�ležit�jší vyztužovací vlákno je z E-skla , protože je 

pom�rn� levné. Pozoruhodná svými vysokými hodnotami tuhosti jsou však vlákna bórová 

a aramídová (polymerové vlákno Kevlar 49). 

Tabulka I. Vlastnosti vláken a konven�ních materiál� v kompaktu. 

   
a) Hodnoty teoretické pevnosti. Hodnoty skute�né pevnosti p�ed zabudováním do               

kompozitu jsou p�ibližn� 2,1 GPa. 

 

Materiál 

Modul 
pružnosti 

v tahu 
E (GPa) 

Mez 
pevnosti 
v tahu 

σp (GPa) 

Hustota 
ρ  

(g.cm-3) 

M�rný 
modul 

E/ρ 
M�rná 

pevnost σp/ρ 
Vlákna      

E-sklo 72,4 3,5a) 2,54 28,5 1,38 
S-sklo 85,5 4,6a) 2,48 34,5 1,85 
Grafit (vysokomodulový) 390,0 2,1 1,90 205,0 1,1 
Grafit (s vysokou pevností v tahu) 240,0 2,5 1,90 126,0 1,3 
Bór 385,0 2,8 2,63 146,0 1,1 
K�emen 72,4 5,8 2,19 33,0 2,65 
Wolfram 414,0 4,2 19,30 21,0 0,22 
Berylium 240,0 1,3 1,83 131,0 0,71 
Kevlar 49 (aramidový polymer) 130,0 2,8 1,50 87,0 1,87 
Konven�ní materiály      
Ocel 210,0 0,34 - 2,1 7,8 26,9 0,043 - 0,027 
Hliníkové slitiny 70,0 0,14 - 0,62 2,7 25,9 0,052 - 0,23 
Sklo 70,0 0,7 - 2,1 2,5 28,0 0,28 - 0,84 
Wolfram 350,0 1,1 - 4,1 19,30 18,1 0,057 - 0,21 
Berylium 300,0 0,7 1,83 164,0 0,38 
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Z d�vodu malých pr��ezových rozm�r� se vlákna nemohou používat p�ímo 

v technických aplikacích. Vkládají se proto do matricových materiál�, aby vytvo�ily 

vláknové kompozity. Matrice spojuje vlákna dohromady, slouží k p�enosu namáhání do 

vláken a chrání je proti narušení okolím a poškození p�i zpracování. V kompozitech 

s krátkými vyztužovacími vlákny je p�enosová funkce matrice závažn�jší než kompozitech 

se spojitými vlákny. Vláknové kompozity se stávají nejd�ležit�jší t�ídou kompozitních 

materiál�, protože jsou schopny dosahovat vysokých pevností. Vláknové kompozity lze 

zhruba t�ídit na jednovrstvé a na vícevrstvé na základ� studia jejich jak teoretických, tak 

experimentálních vlastností. [1,4] 

1.4.1  Jednovrstvové kompozity 

Jednovrstvé kompozity mohou být ve skute�nosti zhotoveny z n�kolika 

samostatných vrstev, z nichž každá má tutéž orientaci a tytéž vlastnosti, a tudíž celý 

laminát lze uvažovat jako jednovrstvový kompozit. U kompozit� tvarovaných litím do 

forem, obsahujících diskontinuitní vlákna, nevznikají žádné vrstvy (a�koliv planární 

orientace nemusí být co do tlouš�ky rovnom�rná) a mohou být klasifikovány jako 

jednovrstvé kompozity. V p�ípad� kompozit� vyráb�ných z netkaných rohoží je náhodná 

orientace konstantní v každé vrstv� a výsledný kompozit by byl uvažován jako 

jednovrstvý, i když lze nalézt mezi každou vyztužovací vrstvou p�i mikroskopickém 

vyšet�ení vrstvi�ku bohatou na prysky�ici. [4] 

Spojitá vlákna v jednovrstvovém kompozitu mohou být všechna uspo�ádána 

v jednom sm�ru, a tak vytvo�en jednosm�rový kompozit. Takové kompozity se vyráb�jí 

rovnob�žným ukládáním vláken a jejich prosycením prysky�i�ným materiálem, nap�. 

polyesterovou nebo epoxidovou prysky�icí, která udržuje vlákna v dané poloze a slouží 

jako matricový materiál. Takové formy p�edimpregnovaných vláken se nazývají prepregy. 

Odstranitelným podkladem se p�itom zárove� zabra�uje shlukování vláken b�hem 

uskladn�ní. Podkládání poskytuje další zp�sob pro zajiš�ování polohy vláken. 

Jednosm�rové kompozity jsou velmi pevné ve sm�ru vláken, ale obvykle slabé ve 

sm�ru kolmém k vlákn�m. Aby se vytvo�il laminát použitelný v technických aplikacích, 

jsou jednosm�rové prepregy skládány v r�zných sm�rech. Lepící pásky vyztužené sklem 

jako jednosm�rové kompozity se používají na rybá�ské pruty a jiné ty�ovité výrobky. 
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Spojité vyztužení v jedné vrstv� m�že být také provedeno v druhém sm�ru, aby se 

získaly vyrovnan�jší vlastnosti. Dvousm�rové vyztužení m�že být provedeno v jediné 

vrstv� ve vzájemn� kolmých sm�rech jako ve sklen�né tkanin�. Dvousm�rové vyztužení 

m�že být takové, že pevnosti v obou kolmých sm�rech jsou p�ibližn� stejné. V n�kterých 

aplikacích zabezpe�uje minimální vyztužení kolmé k základnímu sm�ru pouze ochranu 

proti poškození a separaci vláken p�i manipulaci a tak zvyšuje velmi nízkou pevnost 

v p�í�ném sm�ru. I v takových p�ípadech je pak p�í�ná pevnost mnohem menší než pevnost 

ve sm�ru základního vyztužení. 

Orientaci krátkých neboli diskontinuitních vláken v kompozitním materiálu nelze 

snadno �ídit. Ve v�tšin� p�ípad� se p�edpokládá, že vlákna jsou v kompozitu orientována 

nahodile. P�i vst�ikovacím tvarování kompozitu ztuženého vlákny se však m�že objevit 

výrazná orientace ve sm�ru te�ení. V jiných oblastech téhož výrobku m�že být orientace 

zcela rozdílná. Krátká vlákna, n�kdy ozna�ována jako sekaná vlákna, mohou být 

vst�ikována do formy zárove� s kapalnou prysky�icí, aby se vytvo�ila vyztužená plastová 

struktura. Obdobn� mohou být sekaná vlákna spojena ve slab� vázaný p�edvýrobek nebo 

rohož a jeho impregnováním prysky�icí získán jednovrstvový kompozit. Ve všech t�chto 

procesech leží sekaná vlákna rovnob�žn� s povrchem formy a jsou náhodn� orientována 

v rovinách rovnob�žných s povrchem. Vlastnosti krátkovláknového kompozitu mohou být 

proto izotropní; to znamená, nejsou po tlouš�ce desky závislé na sm�ru. 

 

1.4.2  Vícevrstvové kompozity 

Kompozity používané v konstruk�ních aplikacích jsou v�tšinou vícevrstvové 

(úhlové vrstvení): to znamená, že se skládají z n�kolika vrstev vláknových kompozit� 

(lamin) je jednovrstvový kompozit a tato orientace se st�ídá podle konstruk�ního návrhu. 

Každá vrstva kompozitu je obvykle velmi tenká, a proto nem�že být použita p�ímo. 

Tlouš�ka vrstvy se pohybuje kolem 0,1 mm. Pro použití  v technických aplikacích se 

n�kolik stejných nebo odlišných vrstev spojuje dohromady do vícevrstvového kompozitu. 

Jsou-li materiály složek v každém vrstv� stejné, nazývají se stru�n� lamináty. Hybridní 

lamináty znamenají vícevrstvové kompozity sestávající z vrstev zhotovených ze složek 

z r�zných materiál�. Nap�íklad jedna vrstva hybridního laminátu m�že být epoxid 

vyztužený sklen�nými vlákny, zatímco jiná m�že být epoxid vyztužený grafitovými 
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vlákny. Je možné, ale nikoliv b�žné, že se najdou hybridní kompozity se sm�sí vláken 

v jedné vrstv�. Vrstva kompozitu tudíž p�edstavuje základní stavební blok pro jeho 

konstruk�ní aplikace. 

Vyztužovací vlákna v jednovrstvovém kompozitu mohou být krátká nebo dlouhá 

vzhledem k jejich pr��ezovým rozm�r�m. Kompozity s dlouhými vlákny se nazývají 

dlouhovláknové (vyztužené spojitými vlákny) a kompozity s krátkými vlákny 

krátkovláknové (vyztužené diskontinuitními vlákny). P�i jiném rozlišování se jako 

krátkovláknový kompozit uvažuje takový, ve kterém délka vlákna ovliv�uje jeho 

vlastnosti. V kompozitech vyztužených spojitými vlákny lze p�edpokládat, že b�emeno 

p�sobí p�ímo na vlákna a že ve sm�ru namáhání jsou hlavní nosnou složkou. Tento 

p�edpoklad je p�edevším platný, jsou-li použita vysokomodulová vlákna ve velkých 

koncentracích. Pak není hlavním ú�elem matrice být nosnou složkou, ale v podstat� pojit 

vlákna k sob� a chránit je. Také zp�sob porušení takových kompozit� je obecn� ur�ován 

vlákny. 

1.4.3  Analýza ortotropních vrstev kompozit� 

 
Jediná vrstva laminátového kompozitu se nazývá obecn� vrstva kompozitu �i 

laminátu nebo jedním slovem lamina. Lamina smí mít minimální tlouš�ku 0,13 mm 

v p�ípad� preimpregnované vrstvy, nebo 6 mm v p�ípad� tkaných vložek. Obvykle 

obsahuje jedinou výztužnou vrstvu jednosm�rovou �i vícesm�rovou. Jediná lamina je 

obvykle p�íliš tenká, aby se jí dalo použít p�ímo k jakékoliv technické aplikaci. Proto se 

spojuje dohromady více vrstev (lamin), vytvá�ejících novou strukturu, nazývanou laminát. 

Vlastnosti jednotlivých lamin a jejich orientace jsou voleny tak, abychom získali p�i 

konstrukci laminátu jeho požadované vlastnosti. Vlastnosti laminátu je pak ur�eno 

chováním jednotlivých lamin. Analýza a konstrukce laminátu tedy vyžaduje úplnou znalost 

vlastností a projevu lamin. 

Jednosm�rové kompozity pat�í do t�ídy materiál�, nazývaných ortotropní materiály. 

Rozdíl mezi ortotropními a anizotropními materiály lze nejlépe popsat, sledujeme-li jejich 

závislost na vn�jším zat�žování. K vysv�tlení rozdílu jednoosov� zatížíme krychlový 

element materiálu ve sm�ru jeho jedné hrany obr.2. Je-li krychle z anizotropního materiálu, 

zatížení zp�sobí zm�ny jak v délkách, tak i v úhlech krychle. Jinak �e�eno, jednoosé 

zatížení vytvá�í v anizotropním materiálu zm�ny jak v délkách, tak i v úhlech, i když 
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hodnoty t�chto zm�n mohou být nyní r�zné. Takovouto odezvu dostaneme pro libovolný 

úhel mezi hranami dvou krychlí. Zhotovíme-li nyní krychli z ortotropního materiálu, jeho 

odezva na vn�jší p�sobení bude obecn� podobná odezv� materiálu anizotropního. Bude-li 

hrana krychle ortotropního materiálu ležet podél libovolného sm�ru, zp�sobí jednoosé 

zatížení zm�ny jak v délkách tak i v úhlech. V ortotropních materiálech však existují t�i 

známé kolmé osy, nazývané osy soum�rnosti, podél nichž se odezva liší od sm�r� 

anizotropních materiál�. Zvolíme-li hrany krychle rovnob�žné s t�mito osami soum�rnosti, 

pak jednoosé namáhání rovnob�žné s t�mito osami zp�sobí pouze zm�ny v délce hran 

krychle, nezp�sobí však zm�nu úhl� mezi hranami obr.2. Osy soum�rnosti ortotropního 

materiálu se nazývají také n�kdy p�irozené osy materiálu. Pro jednosm�rové kompozity 

jsou tyto osy materiálu n�kolik synonymních názv�, a to podélné a p�í�né, osy soum�rnosti 

nebo p�irozené osy. Odezva jednosm�rných nebo ortotropních lamin na vn�jší zatížení je 

kvalitativn� znázorn�na na obr.3. Zát�ž rovnob�žná s jednou z p�irozených os má za 

následek pouze normálové deformace (protažení) bez deformací smykových obr.3. 

Analýza pom�rného prodloužení je �ist� geometrický problém. Vztahy mezi 

pom�rnou deformací a posunutím �ásti materiálu lze odvodit bez znalostí p�í�in, které 

zp�sobují deformaci nebo zákon�, podle kterých se t�leso deformaci brání.  

Vložíme-li na t�leso pevné fáze vn�jší zatížení, vzniká v n�m nap�tí. Vztahy pro 

nap�tí lze rovn�ž odvodit, aniž bychom museli uvažovat materiálové vlastnosti 

deformovaného t�lesa, vyvolaného t�mito nap�tími. Mnoho problém� však vyžaduje 

uvažovat sou�asn� jak nap�tí, tak i deformace, takže nutn� musí vstoupit do problém� 

materiálové vlastnosti, popsané vztahy mezi nap�tím a pom�rným prodloužením.  

Experimentáln� bylo zjišt�no, že v�tšina materiálu užívaných pro konstruk�ní 

ú�ely, má lineární vztah mezi deformací a vyvolaným nap�tím, nebo� mez úm�rnosti 

t�chto materiál� leží výše než je použité konstruk�ní nap�tí. Navíc pak, když použité 

nap�tí p�erušíme, zmizí i deformace do svého p�vodního stavu a neshledáme na n�m 

žádných pozorovatelných známek o tom, že bylo zat�žováno. O takovém t�lese pak 

�íkáme, že bylo vytvo�eno z lineárn� elastického materiálu. V�tšina materiál� vykazuje 

lineárn� elastické vlastnosti pouze pro malé deformace. Našt�stí rozsah použití velké 

v�tšiny materiál�, užívaných v inženýrské praxi, leží v oblasti malých deformací. 

Kompozitní materiály jsou podle definice z mikroskopického hlediska heterogení 

(nestejnom�rné, nestejnorodé) materiály. Proti homogením (stejnom�rným, stejnorodým) 

materiál�m se jejich struktura s polohou m�ní. Veli�iny popisující jejich vlastnosti jsou ve 
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skute�nosti funkcemi sou�adnic. P�edpoklad homogenity nikterak neovliv�uje p�edpoklad 

o anizotropnosti �i izotropnosti materiálu. Izotropii nebo anizotropii materiálu posuzujeme 

podle toho, zda se materiál nem�ní nebo m�ní se sm�rem. V homogenních anizotropních 

materiálech jsou jejich vlastnosti v ur�itém míst� funkcemi sm�ru, nem�ní se však 

v souvislosti se zm�nou sou�adnic uvažovaného místa. Vláknové kompozity vykazují 

anizotropii jen v omezeném stupni. Pon�vadž z hlediska materiálových vlastností mají 

roviny soum�rnosti, pat�í do kategorie ortotropních materiál�. Zákony, podle kterých se 

�ídí makroskopické vlastnosti vláknových kompozit�, lze proto odvodit ze zákonitosti pro 

homogenní anizotropní materiály. [1,4] 

 

 

 

Obr.2  Deformace krychle: a) anizotropního materiálu, b) izotropního materiálu 

 

 

Obr.3  Deformace ortotropní laminy namáhané: a) rovnob�žn� s materiálovými osami, b) 

v libovolném sm�ru 
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2 ZÁKLADNÍ ROVNICE PRO ANALÝZU NAPJATOSTI 

KOMPOZIT� 

Jednou z nejv�tších výhod vláknových kompozit� je to, že jejich anizotropie nebo 

vlastnosti obecn� mohou být velmi ú�inn� �ízeny, to znamená, že požadované hodnoty 

charakteristik v r�zných sm�rech lze snadno získat zm�nou materiálových a výrobních 

prom�nných. Nap�íklad u jednosm�rového kompozitu m�že být pom�r podélné a p�í�né 

pevnosti (nebo tuhosti) m�n�n zm�nou objemového podílu vláken. U jednosm�rového 

kompozitu jsou vlastnosti v podélném sm�ru �ízeny vlastnostmi vláken, zatímco v p�í�ném 

sm�ru jsou rozhodující vlastnosti matice. Ve v�tšin� konkrétních technických aplikací jsou 

vlastnosti v p�í�ném sm�ru posuzovány jako neuspokojivé. Z toho vyplývající zna�né 

omezení p�i využívání �ist� jednosm�rových kompozit� se obchází vytvá�ením laminát� 

z více jednosm�rových vrstev. Takový laminát je pak tvo�en dv�ma nebo více navzájem 

spojenými vrstvami (lamin) tak, aby vytvá�ely jeden integrální konstruk�ní prvek. Hlavní 

sm�ry vrstev jsou orientovány tak, aby vznikla konstruk�ní �ást s požadovanými 

vlastnostmi ve všech sm�rech. [4] 

2.1 Nap�tí a deformace vláknového kompozitu 

Lamináty jsou vyráb�ny takovým zp�sobem, aby se chovaly jako materiály 

nevrstvové. P�edpokládá se, že spoj mezi dv�ma laminami je dokonalý, nekone�n� tenký a 

smykov� nedeformovatelný. Z toho vyplývá, že vrstvy se nemohou po sob� navzájem 

posouvat a že tedy posuvy jsou i v p�í�ném sm�ru spojité.  

Uvažujme deformaci �ásti laminátu v rovin� x-z, jak ukazuje obr.4. 

P�edpokládejme, že úsek ABCD, p�vodn� p�ímý a kolmý ke st�ední ploše laminátu, 

z�stane i po deformaci k st�ední ploše kolmý a p�ímý. Tento p�edpoklad je ekvivalentní 

p�edpokladu, že lze zanedbat smykové deformace γxz a γyz a také p�edpokladu, že vrstvy, 

které tvo�í p�í�ný pr��ez, po sob� nekloužou. Dále p�edpokládejme, že v bod� B na 

geometrické st�ední rovin� vznikají deformací posuvy u0, v0, w0, p�íslušné sm�r�m os x, y, 

z. Složka posuvu u ve sm�ru osy x, náležející bodu C na úseku ABCD ve vzdálenosti z od 

st�ední roviny je  

α.0 zuu −=                                                         (1)                                                                         

kde α   je sklon st�ední roviny laminátu k ose x, tedy  
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Obr.4 Ohyb �ásti laminátu v rovin� x-z 

 

     Užitím vztah� (1) a (2) lze získat složku posuvu u ve sm�ru osy x pro libovolný bod ve 

vzdálenosti z od st�ední plochy: 
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     Analogicky na základ� podobné úvahy lze psát pro složku posuvu v ve sm�ru osy y 

libovolného bodu vzdáleného o z od geometrické st�ední plochy: 

 
y

w
zvv

∂

∂
−= 0

0  (4) 

     Složka posuvu w ve sm�ru osy z kteréhokoliv bodu na úseku ABCD je rovno posuvu 

0w  ve st�ední ploše, zv�tšenému o prodloužení úse�ky ABCD. P�edpokládá se, že toto 

prodloužení (nebo zkrácení) je ve srovnání s posuvem 0w  zanedbatelné, tudíž složka 

posuvu libovolného bodu laminátu ve sm�ru normály k st�ední ploše se bere rovna posuvu 

ve st�ední ploše 0w . Z toho také vyplývá, že deformace εz  jsou zanedbávány. To snižuje 

po�et složek deformace laminátu pouze na εx, εy a γxy. Lze je získat derivací u, v podle 

vztah�: 
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     Uvedené vztahy mezi deformacemi a složkami posuvu je možné p�epsat pomocí 

deformací ve st�ední ploše a k�ivostí plochy: 
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kde deformace st�ední plochy jsou  
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a k�ivosti desky jsou 
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     Vztah (8) ukazuje, že pom�rné deformace probíhají v jeho tlouš�ce lineárn�. Nap�tí 

v libovolné vrstv� lze získat dosazením vztah� (8) do deforma�n� nap��ových vztah� pro 

laminu. 

Výpo�tem pr�b�hu nap�tí v každé vrstv� lze tudíž získat pr�b�h nap�tí po celé 

tlouš�ce laminátu. Vidíme, že obecn� není pr�b�h nap�tí po tlouš�ce laminátu lineární. 

Nap�tí vykazují na spole�né hranici dvou vrstev nespojitosti, také gradient nap�tí 

v sousedních vrstvách m�že být r�zný. 
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V laminátu se nap�tí m�ní v každé vrstv�. Je proto vhodné pracovat se 

zjednodušeným, ale ekvivalentním systémem sil a moment�, p�sobících v p�í�ném pr��ezu 

laminátu. Zavádíme tudíž výsledné síly a momenty p�sobící na p�í�ný pr��ez laminátu 

podle dalších vztah�. Výslednou sílu lze získat integrací odpovídajících složek nap�tí p�es 

tlouš�ku laminátu h: 
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Podobn� pak i výsledný moment lze získat integrací sou�inu odpovídající složky 

nap�tí a ramene síly vzhledem k st�edové rovin�: 
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V p�edchozích vztazích mají veli�iny Nx, Ny, Nxy rozm�r síly p�ipadající na 

délkovou jednotku  a Mx, My, Mxy pak rozm�r momentu vztaženého k téže délce. Kladný 

smysl výsledných sil a moment� je dán znaménkovou konvencí pro nap�tí podle obr.5. 

Zavedených šest složek výsledných sil moment� tvo�í systém, který je staticky 

ekvivalentní se systémem složek nap�tí v laminátu, p�sobí však v geometrické st�ední 
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ploše. Uvedenou definici t�chto sil a moment� jsme zat�žovací systém p�evedli na systém, 

který neobsahuje explicitn� tlouš�ku laminátu �i sou�adnici z. 

 

 

Obr.5 Kladný smysl výsledných sil a moment� 

 

Uvažujme laminát složený z n ortotropních vrstev podle obr.6. Systém sil a 

moment� p�sobících ve st�ední ploše laminátu získáme náhradou jednoduchých integrál� 

v rovnicích (12) a (13) sou�tem integrál� p�edstavujících p�ísp�vky od každé vrstvy: 

 

 

Obr.6 Geometrie vícevrstvého laminátu 
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Složky nap�tí vystupující ve vztazích (14) a (15) m�žeme vyjád�it pomocí 

deformací st�ední roviny a k�ivosti plochy daných rovnicí (11), takže výsledné síly a 

momenty jsou funkcemi t�chto deformací a k�ivostí. Dosazením rovnice (11) do vztah� 

(14) a (15)  dostáváme: 
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Výpo�et rovnic (16) a (17) lze zjednodušit, uv�domíme si, že deformace st�ední 

roviny a k�ivosti plochy jsou konstantní nejen pro jednu,ale pro všechny vrstvy a mohou 

tedy být vy�len�ny mimo znaménko sou�tu. Navíc matice tuhosti Q  je pro danou vrstvu 
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konstantní, takže m�že být p�ed integra�ním znaménkem. Pak rovnice (16) a (17) získávají 

tvar. [2,5,6] 
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Definujeme-li t�i nové matice, lze vztahy (18) a (19) p�epsat do relativn� jednodušší 

podoby: 
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Výslednou konstitu�ní rovnici rovinné úlohy získáme kombinací vztah� (20) a (21): 
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Matice A, B a D vystupující ve vztazích  (20) až (23) se nazývají matice tahové 

tuhosti, matice vazebné tuhosti a matice ohybové tuhosti. Matice tahové tuhosti váže 

složky sil s deformacemi st�ední roviny, matice ohybové tuhosti spojuje složky moment� a 

k�ivosti plochy. [2,5,6]. 
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2.2 Aplikace metody kone�ných prvk� (MKP) pro �ešení úlohy 

napjatosti �tvercové ortotropní desky 

2.2.1 Teoretický úvod 

Metoda kone�ných  prvk� (MKP)  je numerická  metoda, jejímž  matematickým  

základem je diskretizace úlohy. Ta spo�ívá v rozd�lení zkoumané spojité oblasti na 

kone�ný po�et  podoblastí, stru�n� nazývané kone�nými prvky. Jednotlivé kone�né prvky 

jsou spolu spojeny v uzlových bodech. V sou�asné dob� je to nejrozší�en�jší a 

nejpoužívan�jší metoda pro �ešení úloh mechaniky kontinua. [7,8] 

Její nejrozší�en�jší variantou je deforma�ní metoda používající tzv. 

Lagrangeovských kone�ných prvk�. Tato varianta vychází z Lagrangeova varia�ního 

principu minima celkové potenciální energie soustavy (t�leso + jeho zatížení), resp. jeho 

vn�jších a vnit�ních sil. Matematicky je princip formulovaný rovnicí 

 
 min=Π+Π=Π zi  (24) 

kde 
 

          Π  = celková potenciální energie  

          iΠ = deforma�ní energie vnit�ních sil t�lesa  

          zΠ = práce vn�jších sil 

Tento princip znamená, že ze všech kinematicky p�ípustných stav� pružného t�lesa nastává 

takový stav, pro který nabývá potenciální energie systému minimální hodnotu. [4].  

     Celkovou potenciální energii elementu pro spojité t�ídimenzionální t�leso rozd�lené do 

m element� lze vyjád�it vztahem  

    { } { }�
=

−Π=Π
m

e

Te
fd

1

 (25) 

     kde 
 e

P

eee
WW −−Λ=Π 0  (26) 

 

     Pro rovnováhu systému nabývá potenciální energie minima, tzn. že první variace 

energetického potenciálu 



UTB ve Zlín�, Fakulta technologická 28 

 

 ( ) ( ) 0,,
1

=Π∂=Π∂ �
=

m

e

e
wvuwvu  (27) 

     Matematickými úpravami p�edcházejících rovnic se dostane tvar tzv. matice tuhosti 

elementu ve tvaru  

 [ ] [ ] [ ] [ ]�=
V

Te
dVBDBk  (28) 

kde [ ]B  je transforma�ní matice a matice [ ]D  je maticí fyzikálních konstant. Po dalších 

provedených úpravách se dostane standardní tvar rovnice statické analýzy pro element 

v následujícím tvaru  

 [ ] { } { }eee
fdk =  (29) 

kde vektor zobecn�lých posuv� 

 � 	 � 	rrr

eT
wvuwvud ................111=  (30) 

a vektor zatížení v uzlech je 

 { } { } { } { }� 	reT
ffff ..........21

=  (31) 

kde r   je po�et uzl� na elementu. 

     Rovnice celého systému pro diskretizované t�leso s m uzly musí zahrnovat rovnice 

všech uzl� a má tvar  

 [ ] { } { }fdK =  (32) 

kde 

 [ ]K  = matice tuhosti pro celý systém 

 { }d  = vektor uzlových posunutí pro celý systém 

 { }f  = vektor výsledných sil v uzlech         

     Výsledná rovnice pro výpo�et tenzoru nap�tí v závislosti na posuvech a po�áte�ních 

p�etvo�eních bez uvažování po�áte�ních teplotních nap�tí se m�že zapsat jako 

 { } [ ] [ ] { }dBD=σ  (33) 
 
V p�ípad�, že existují po�áte�ní nap�tí je nutné je superponovat. 
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2.2.2 Numerické �ešení s praktickou aplikací 

MKP byla aplikována pro analýzu napjatosti na �tvercové ortotropní desce. 

Konstrukce desky je tvo�ena voštinovým jádrem o tlouš�ce t = 18 mm, vyztuženou z obou 

stran 8 laminy se skelnými vlákny. Každá z lamin má tlouš�ku 0,125 mm. Laminy jsou na 

sebe vrstvené a zapsány kódem [0/90/902/0]s. Materiálové charakteristiky pro lamina a 

voštinové jádro s použitou  deskovou teorií jsou uvedeny v následujících subroutine: 

.HYP MINDLIN     *– desková teorie 

! 
! Material properties 
! 
! 1)Skin 
! 
.MAT   I 1  YT 47000. 3000. 3000.   *- moduly pružnosti v tahu 
                   G 1600. 1600. 1600.       *- moduly pružnosti ve smyku 
                   NT .35 .35 .35                *- poissonovy konstanty 
! 
! 2) Core 
! 
           I 2    YT 5. 5. 67. 
                   G 30. 35. 24. 
                   NT .25 .02 .02 
 

Geometrické rozm�ry desky jsou: a x a = 500 x 500 mm, celková tlouš�ka desky t = 

20 mm. Zatížení desky je silou F = 250 N, která je liniov� rozložena po jedné hran� desky. 

Deska je na krajní stran� vetknuta, na další stran� je zabrán�no posunu v ose z a na další 

stran� v ose x. �tvrtá strana desky p�edstavuje volný konec. Velikost liniové síly je 500 

Nm-1.  

Výpo�et je provedený pomocí MKP v programu Samcef pro lineární statiku. 

Grafické a numerické vstupy a výstupy geometrie, deformací, nato�ení a nap��ových 

veli�in jsou uvedeny na dalších obrázcích na listech �. 30 – 34. 
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Obr.7 Základní sí� kone�ných prvk� �tvercové desky 

 
  

 
 

Obr.8 Okrajové podmínky kompozitu 
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Obr.9 Zatížení kompozitní �tvercové desky (spojité zatížení 250 N) 

 
 

 
 

Obr.10 Deformace kompozitní �tvercové desky po zatížení 
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Obr.11 Deformace desky v axonometrickém pohledu v jednotlivých rovinách 

 

 

Obr.12 Sm�ry tenzoru nap�tí v 5. vrstv� 
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Obr.13 Sm�ry tenzor� nap�tí v 7. vrstv� 

 

 

Obr.14 Velikosti nap�tí v 1. a 17. lamin� 

 

 



UTB ve Zlín�, Fakulta technologická 34 

 

 

 Obr.15 Velikosti nap�tí v 2. a 16. lamin� 

 

 

 

Obr.16 Velikosti nap�tí v 3. a 15. lamin� 
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2.3 Diskuse výsledk� 

Byla provedena aplikace p�edchozích odvozených vztah� spole�n� s MKP pro 

analýzu napjatosti kompozitní �tvercové ortotropní desky.  

Pro porovnání výsledku jsou na obr.14, 15, 16, které p�edstavuji stejnou orientaci 

vyztužených vláken. Z výsledku je patrné, že hodnoty vypo�tených nap�tí jsou korektní,  

protože každá dvojice lamin má stejnou orientaci vláken a stejnou vzdálenost od st�ednice 

desky. Maximální nap�ti je dosaženo v 1. a 17. lamin�, která p�edstavuje krajní laminát 

desky s nejv�tší vzdálenosti od st�ednice. Z výsledk� je z�ejmé, že k nejv�tší deformaci 

dochází v té �ásti kompozitu, která p�edstavuje volný konec (viz obr.10). 

 Rozdíl nap�tí mezi laminem 2, 3 a 15, 16, které mají stejnou orientaci vláken a 

opa�n� orientované vzdálenosti od st�ednice desky je minimální, protože vzdálenost lamin 

p�edstavuje 0,125 mm (viz obr.15, 16). 

Celková deformace desky je v dovolených mezích. Vypo�tené velikosti nap�tí jsou 

v dovolených hodnotách.  
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ZÁV�R 

V 1. �ásti práce jsou definovány a charakterizovány kompozitní materiály, uvedeno 

jejich základní rozd�lení, složení, vlastnosti a rozdíly oproti konven�ním materiál�m.  

 Dále jsou charakterizovány vláknové kompozity a nejpoužívan�jší vyztužovací 

vlákna pro zpevn�ní kompozitu.  

Z vláknových kompozit�, používaných v konstruk�ních aplikacích, jsou 

diskutovány kompozity jednovrstvové a vícevrstvové a jejich vlastnosti. 

Ve 2. �ásti práce jsou uvedeny základní rovnice pro analýzu napjatosti kompozitu. 

V teoretickém úvodu jsou uvedeny základní rovnice a princip MKP. 

Cílem práce bylo aplikovat numerickou metodu MKP pro �ešení napjatosti 

�tvercové ortotropní desky. Modelování, výpo�et a analýza byla provedena v programu 

Samcef. 

 Provedená analýza �tvercové ortotropní desky dává hodnoty deformace a nap�tí 

použitelné pro aplikaci v praktických podmínkách. Výsledky analýzy napjatosti byly 

p�evedeny do grafické formy v postprocesoru programu. Tyto výsledky znázor�ují pr�b�h 

deforma�ních a nap��ových veli�in pro celou strukturu i v jednotlivých laminách. 

Analýza je v praxi b�žn� používána p�i vývoji nových kompozitních díl� pro 

pr�mysl chemický, letecký, automobilový aj.  
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOL� A ZKRATEK 

E  [Pa]  modul pružnosti v tahu 

σp  [Pa]  mez pevnosti v tahu 

ρ  [kg/m3] hustota 

u0, v0, w0 [m]              složky posuvu ve sm�rech os x, y, z 

γxz, γyz, γxy  [-]             smykové deformace (zkosy) 

α  [°]              sklon st�ední roviny laminátu k ose x 

εx, εy, εz [-]              pom�rné prodloužení ve sm�ru os  x, y, z  

Nx, Ny, Nxy [N.m-1]            síly vztažené na délkovou jednotku 

Mx, My, Mxy [N.m.m-1]        momenty vztažené na délkovou jednotku 

[ ]Q                  matice tuhosti pro danou vrstvu 

[A]                 matice tahové tuhosti 

[B]    transforma�ní matice  

[D]                 matice ohybové tuhosti 

[K]                 matice tuhosti pro celé t�leso  

{d}                vektor uzlových posunutí pro celý systém 

{f}  [N]              vektor výsledných sil v uzlech 

Π  [J]               celková potenciální energie 

Πi  [J]               deforma�ní energie vnit�ních sil t�lesa 

Πz   [J]               práce vn�jších sil 

Λe  [J]  energie p�etvo�ení pro element 

e
W0   [J]  práce objemových sil 

e

PW   [J]  práce vykonaná rozloženým zatížením 

[k]e    matice tuhosti elementu 
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