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RESUMÉ
Tato diplomová práce se zabývá modelováním teplotních polí p i vytvrzování

aminoplast . Sou ástí práce je teoretická ást pojednávající o p íprav  a vlastnostech

aminoplast . Dále práce obsahuje výpo tovou ást, která popisuje základy teorie sdílení

tepla vedením a postup namodelování úlohy sdílení tepla v programu FEMLAB (verze 2.3)

vyvinutého spole ností COMSOL. V práci je provedeno analytické ení teplotního pole

vzork  s okrajovými podmínkami 1. nebo 3. druhu, které je porovnáno s ením teplotního

pole pomocí programu Femlab. Program Femlab í tento problém metodou kone ných

prvk .

SUMMARY

This Master Thesis describes simulation temperature fields at hardening of

aminoplastics. The work includes theoretic part which treats preparation and characteristics

of aminoplastics. Next part includes computational part, which describes principles of

theory of heat conduction and process of simulation problem of heat conduction by

computer program Femlab (version 2.3) developed by COMSOL company. In the work

analytical solution of temperature field of samples with marginal conditions of first or third

type is performed and it is compared with solution of temperature field by the help of

Femlab program. This program solves this problem by the method of finite elements.
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ÚVOD

Vyu ití aminoplast  se v posledních letech roz ilo do mnoha obor  a odv tví lidské

innosti. Spot eba t chto materiálu se zvy uje díky jejich vlastnostem, které je umo ují

pou ívat v r zných aplikacích.

Aminoplasty se zpracovávají mnohými výrobními technologiemi, jako jsou nap .

lisování a vst ikování, kde se vyu ívá tepelných proces .

Pro usnadn ní a zefektivn ní výpo tu teplotních polí se ji  vyu ívají po íta ové

programy. Pomocí takových program  m eme rychle namodelovat teplotní pole i u vzork

slo itých tvar , u kterých by numerický výpo et teplotních polí byl asov  velmi nákladný.

Velkou p edností program  je grafické zobrazení pr hu teplotních polí a snadná

srozumitelnost jejich grafických výstup . Na základ  vypo tených výsledk  m eme

ovliv ovat výrobní proces a sna it se o jeho optimalizaci. Nap íklad u výroby laminovaných

desek je pro fixaci papíru naimpregnovaného aminoplastovými prysky icemi pot eba, aby

nezbytná teplota pro fixaci dosahovala jen n kolik milimetr  pod povrch vlastní

evot ískové desky. V p ípad  proh ívání desky do v í hloubky, ne  je nutné, nastává

zbyte ná spot eba energie a tím samoz ejm  i výrobních náklad . P i hlub ím proh evu

desky se kvalita zafixování nezhor í ani nezlep í, ale vzr stá spot eba energie.

Cílem mé práce je provést analytické ení u model  tvaru desky, válce a koule,

vypo tené výsledky porovnat s hodnotami ení pomocí programu Femlab. Tímto

srovnáním zjistíme spolehlivost výpo  programu Femlab a relativní p esnost výsledk .
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1 TEORETICKÁ ÁST

1.1 Aminoplasty

Aminoplasty je v itý obecný název pro syntetické prysky ice vyrobené na základ

aminoaldehydových kondenza ních produkt , tj. prysky ic p ipravených kondenzací vhodné

aminoslou eniny (mo oviny, thiomo oviny, dikyandiamidu, melaminu aj.) s aldehydem,

nej ast ji formaldehydem [1].

Prysky ice vzniklé reakcemi mo oviny s formaldehydem nebo melaminu

s formaldehydem pat í vedle fenoplast  k jedním z nejdéle známých a pou ívaných um lých

hmot [2].

Aminoaldehydové prysky ice jsou tvrditelné prysky ice, schopné p ejít vytvrzením

teplem nebo p sobením kyselého katalyzátoru do nerozpustného a netavitelného stavu.

Proto jich lze pou ít jednak p ímo jako tvrditelných prysky ic pro nejr zn í ú ely, jednak

jako pojiv k p íprav  r zných plastických hmot.

Pod názvem aminoplasty tedy rozumíme tvrditelné aminoaldehydové prysky ice,

pou ívané jako tzv. technické prysky ice (lepidla, pojiva, nát rové hmoty, prost edky pro

úpravu papíru, textilu, d eva, k e atd.) nebo jako plastické hmoty na jejich základ

ipravené, tj. lisovací hmoty, vrstvené hmoty a hmoty leh ené.

Aminoplasty pat í mezi nejstar í plastické hmoty. První pokusy o syntézu

mo ovinoformaldehydových slou enin byly provedeny ji  v r. 1884 (Hölzer),

k pr myslovému vyu ití do lo v ak teprve kolem r. 1920. Nejd íve se na bázi mo oviny a

thiomo oviny vyráb ly lisovací hmoty, pozd ji lepidla (1928), vrstvené hmoty (1932) a

leh ené hmoty (1938). Melaminové prysky ice a lisovací hmoty se vyráb jí od r. 1938.

Pom rn  rychlý a trvalý rozvoj výroby aminoplast , z nich  80-90 % p edstavují

prysky ice a hmoty na bázi mo oviny, je mo no si vysv tlit jejich dobrými vlastnostmi

(fyzikálními, mechanickými, elektrickými atd.), bezbarvostí a fyziologickou nezávadností i

dobrými vlastnostmi zpracovatelskými a kone  trvalým rozvojem d eva ského pr myslu,

v n  je t  aplikací aminoplast . Kone  nemén  d le itá je i jejich pom rn  nízká

cena a snadná dostupnost synteticky vyráb ných surovin [1].
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Vlastnosti vytvrzených aminoplast  jsou v zásad  podobné jako u fenoplast , jejich

edností je, e nejsou hn  zbarveny, t.j. umo ují vybarvení pastelovými barvami.

Pro pou ití jako lisovací prá ky se k prysky ici p idává celulóza, co  umo uje

výrazné zlep ení mechanických vlastností, p esto jde o pom rn  k ehké materiály [2].

1.1.1 Suroviny pro výrobu

Mo ovina

Mo ovina, karbamid NH2—CO—NH2, je vedle formaldehydu nejd le it í

surovinou pro výrobu aminoplast . Poprvé ji p ipravil Wöhler r. 1828 p esmykem

kyanatanu amonného: NH4CNO  NH2—CO—NH2. Mo ovina byla první organickou

slou eninou p ipravenou synteticky. Postupn  bylo navr eno mnoho metod k její p íprav

v malém i velkém m ítku.

Nejobvyklej ím pr myslovým postupem je výroba mo oviny z kysli níku uhli itého

a amoniaku. Syntéza se uskute uje za zvý ené teploty a tlaku. V prvním stadiu vzniká

karbamid amonný, který se dále rozkládá na mo ovinu a vodu:

  2 NH3 + CO2  NH2—COONH4

  NH2—COONH4  NH2—CO—NH2 + H2O

Ob  reakce jsou exotermní, vratné a probíhají podle reak ních podmínek do 35-

60procentní konverze karbamidanu na mo ovinu. Výt ek vzr stá se zvy ováním tlaku.

Nezkonvertovaný karbamidan se teplem rozlo í na výchozí slo ky, které se vracejí do

výrobního procesu, a mo ovina se izoluje po vakuovém zahu ní bu  krystalizací, nebo

rozpra ovacím su ením.

Krom  tohoto zp sobu se n kdy pou ívá k výrob  mo oviny kyselé hydrolýzy

kyanamidu:

  NH2CN + H2O  NH2—CO—NH2

Pro aminoplasty p ichází v úvahu mo ovina bu  krystalická, nebo granulovaná,

pop . také jako surový zahu ný roztok.

Melamin

Melamin, 2,4,6-triamino-1,3,5-triazin nebo té  triamid kyseliny kyanurové, je

druhou d le itou surovinou pro p ípravu aminoplast . Název pochází od Liebiga, který

melamin poprvé p ipravil reakcí thiokyanatanu amonného a chloridu amonného r. 1834 [1].
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Nejv í praktický význam mají dva výrobní zp soby. Star í vychází z dikyanamidu,

druhý, nov í, z mo oviny.

Lépe ne  ve vod  se melamin rozpou tí ve vícemocných alkoholech, glykolech,

glycerínu a také v pyridinu. Velmi málo rozpustný je v ni ích alkoholech a nerozpustný

v ostatních organických rozpou dlech.

Melamin je slabá jednosytná zásada, která s kyselinami dává soli. Soli se dají

ipravit p sobením kyseliny na vodný roztok melaminu; nerozpustné soli, nap . síran,

fosfore nan a avelan, lze také p ipravit p sobením alkalické soli p íslu né kyseliny na

dosti dob e rozpustný hydrochlorid melaminu. Se solemi t kých kov  dává melamin dob e

definované podvojné soli [1].

Thiomo ovina

 Thiomo ovina, thiokarbamid NH2—CS—NH2, je sirnou obdobou mo oviny. Jako

surovina pro aminoplasty ztratila thiomo ovina v poslední dob  zna  na významu.

 Poprvé ji p ipravil Reynolds v r. 1869 izomerací thiokyanatanu amonného. Tato

reakce pat í dodnes ke zp sob m pr myslového získávání thiomo oviny:

  NH4CSN  NH2—CS—NH2

 Jiný zp sob vychází z kyanamidu vápenatého, který se p evede na kyanamid a adicí

sirovodíku vzniká thiomo ovina:

  NH2CN + H2S  NH2—CS—NH2

 Thiomo ovina se áste  rozpou tí v alkoholech, mén  v ostatních rozpou dlech.

Soli s kyselinami tvo í mén  ochotn  ne  mo ovina, je v ak známa ada podvojných solí a

adi ních slou enin. Rovn  tvo í inkluzní slou eniny, av ak na rozdíl od mo oviny pouze

s rozv tvenými alifatickými nebo cykloalifatickými slou eninami.

Dikyandiamid

Dikyandiamid, té  kyanguanidin, je významn í jako surovina pro p ípravu

melaminu, ne  jako surovina k p íprav  aminoprysky ic. Drechsel jej získal z kyanamidu

vápenatého ji  v roce 1875.

 Dikyandiamid má amfoterní charakter, tvo í soli jak s kyselinami, tak se zásadami,

soli se v ak ve vodném roztoku snadno hydrolyzují [1].
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Guanidin

 Guanidin, imidomo ovina je silná organická zásada, sama o sob  nestálá; stálých solí

guanidinu se pou ívá nep íli asto k modifikaci aminoprysky ic. Soli guanidinu se dnes

nej ast ji p ipravují reakcí kyanamidu nebo dikyandiamidu se solemi amonnými. Volná báze

je krystalická, siln  hygroskopická, která ze vzduchu p ibírá kysli ník uhli itý. Je dob e

rozpustná ve vod , stejn  jako její soli s anorganickými kyselinami, z nich  nejznám í jsou

uhli itan, dusi nan, síran a chlorid. Ve vodném roztoku se guanidin snadno hydrolyzuje na

mo ovinu za od pení amoniaku; zah ívání guanidinu nebo jeho solí vede k biguanidinu

nebo melaminu.

Benzoguanamin

Benzoguanamin (benzamin), 2,6-diamino-4-fenyl-1,3,5-triazin je derivátem

melaminu. Jako surovina pro p ípravu aminoprysky ic nabývá v poslední dob  zna né

le itosti.

 P ipravuje se zah íváním dikyandiamidu s benzonitrilem v alkalickém prost edí,

event. Za p ítomnosti katalyzátor .

 Po chemické stránce je benzoguanamin obdobou melaminu. Kruhová struktura mu

dodává vysokou tepelnou stabilitu.

Formaldehyd

Formaldehyd je prakticky jedinou, a proto nejd le it í druhou komponentou pro

ípravu aminoplast . Objevil jej Butlerov r. 1859. Z metanolu jej poprvé p ipravil Hofmann

a tento zp sob se stal základem dne ní velkovýroby formaldehydu.

 Formaldehyd obsahuje jisté, p edem ur ené mno ství nezkonvertovaného metanolu,

který p sobí jako stabilizátor.

 Technocký formaldehyd se zpravidla p ipravuje ve dvou koncentracích, a to

30procentní a 37procentní. Tyto koncentrace uvedené ve váhových procentech odpovídají

33 a 40 obj. %.

istý formaldehyd je plyn dusivého zápachu, je nestabilní a snadno polymeruje na

trioxymetylén. Ve vod  se plynný formaldehyd snadno pohlcuje a rozpou tí [1].
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Paraformaldehyd

Paraformaldehyd je vy í polymer formaldehydu. Pou ívá se ho k p íprav

aminoplast  tehdy, je-li t eba provád t kondenzaci v bezvodném prost edí.

 Paraformaldehyd se p ipravuje z vodného roztoku formaldehydu destilací a

koncentrací a  do stadia, kdy polymer vylou ený z roztoku obsahuje nejmén  91 %

formaldehydu.

 Technický paraformaldehyd bývá ve form  prá ku nebo nestejnom rných granulí.

V pr ru obsahuje 95 % formaldehydu. erstvý produkt je rozpustný ve vod , po del í

dob  v ak ztrácí rozpustnost v d sledku dal í polymerace.

 Depolymeraci paraformaldehydu urychlují alkálie a kyseliny.

Hexametyléntetramin

Hexametyléntetramin m e být jako zdroj formaldehydu rovn  po ítán k surovinám

pro aminoplasty.

Je to krystalický produkt, dob e rozpustný ve vod . Chová se jako terciární amin a

asto se ho pou ívá p i kondenzaci aminoprysky ic jako regulátoru pH.

inkem silných kyselin se rozkládá a uvol uje formaldehyd [1].

1.1.2 Typy reakcí vedoucí ke vzniku aminoprysky ic

Melaminformaldehydové prysky ice

Obr. 1. Reakce melaminu s formaldehydem
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Mo ovinoformaldehydové prysky ice

Mo ovina reaguje s formaldehydem za vzniku r zných produkt  podle toho, jaký je

molární pom r výchozích slo ek, pH reak ní sm si, teplota a druh katalyzátoru. Ji  malá

zm na reak ních podmínek vyvolá zna né a málo p ehledné zm ny v reak ním pochodu.

Zkoumání t chto kondenzát  je ztí eno labilností vazeb v meziproduktech a nerozpustností

kterých produkt .

V alkalickém a  kyselém prost edí dochází nejprve ke vzniku methylolmo ovin:

Obr. 2. Reakce mo oviny s formaldehydem za vzniku methylolmo oviny

Vznik prysky ic je je  komplikován dal ími reakcemi. Kone nou formou

vytvrzených mo ovinoformaldehydových prysky ic jsou trojrozm rn  zesí ované

polykondenzáty [3], jejich  idealizovanou strukturu lze znázornit vzorcem:

Obr. 3. Kone ná forma mo ovinoformaldehydových prysky ic

1.1.3 íprava aminoprysky ic

Jak bylo uvedeno ji  na za átku, rozumíme pod pojmem aminoprysky ice reak ní

produkty aminoslou enin s aldehydy, p evá  s formaldehydem, které jsou schopny
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inkem tepla nebo katalyzátoru dále reagovat a p echázet v kone né vytvrzené

makromolekulární hmoty.

Po ítáme k nim obvykle i adi ní slou eniny aminoslo ky s formaldehydem, tzv.

metylolderiváty aminoslou enin, které jsou základními stavebními jednotkami

aminoprysky ic.

Vznik aminoprysky ic je zna  slo itý. V prvém stadiu vznikající metylolderiváty

jsou za ur itých podmínek schopny dále se kondenzovat za od pení vody a formaldehydu

na vý emolekulární prysky ice. Tyto reak ní pochody závisí na ad initel , zvlá  na

molárním pom ru a koncentraci reagujících slo ek, na reak ních podmínkách, tj. pH, teplot

a dob  a na p ítomnosti dal ích látek (katalyzátor  apod.).

echny tyto faktory se výrazn  uplat ují, tak e asto malá zm na v mno ství jedné

slo ky, pH nebo teplot  zp sobí v pr hu reakce zna nou zm nu.

Vlastní p inu slo itosti vzniku aminoprysky ic je mo no hledat v mnohofunk nosti

výchozích aminoslou enin a ve vzniku funk ních skupin a vazeb r zného typu a r zné

stability.

V d sledku toho empirické ení p ípravy aminoprysky ic p edcházelo a dosud

edchází p ed ením teoretickým. Proto je k p íprav  aminoprysky ic znám veliký po et

zných postup , jimi  lze dosáhnout tých  nebo podobných vlastností prysky ic,

po adovaných pro r zné aplika ní ú ely.

K p íprav  aminoprysky ic se nej ast ji pou ívá vodného formaldehydu; výjime

se vychází z alkoholického formaldehydu nebo paraformaldehydu. Prysky ice jsou proto

obvykle ve form  vodného roztoku, a jde-li o metylolové slou eniny, ve form  pasty.

V zájmu stability se asto vodné roztoky prysky ic zahu ují nebo su í. V t chto p ípadech

tvo í viskózní roztoky nebo prá kové hmoty. N které typy modifikovaných prysky ic se

evád jí b hem p ípravy do roztoku v organickém rozpou dle [1].

1.1.4 Technologie výroby aminoprysky ic

Aminoprysky ice lze vyráb t zásadn  dv ma zp soby: diskontinuálním ar ovým

zp sobem v reak ním kotli nebo kontinuálním zp sobem na speciální aparatu e. ar ový

zp sob m e být jednoaparátový nebo dvouaparátový  a bateriový. P i jednoaparátovém

zp sobu probíhají v echny výrobní operace v jednom reaktoru, p i dvouaparátovém se nap .

v jednom kotli kondenzuje a v druhém, obvykle speciáln  upraveném, se kondenzát
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zahu uje. Bateriový zp sob pou ívá n kolika reaktor  jednoho nebo i druhého druhu vedle

sebe. Ka dý z t chto zp sob  má své výhody a nevýhody.

Výrobní za ízení m e být do jisté míry mechanizováno nebo automatizováno.

Úplná automatizace výroby aminoprysky ic, zvlá  p i stup ovité kondenzaci, je zna

obtí ný úkol. ar ový zp sob p ípravy zcela p evládá. Kontinuální výrobní zp sob vy aduje

aparaturu se zna  slo itým regula ním systémem. P itom není dosud uspokojiv  vy eno

kontinuální m ení d le itých veli in, jako je pH, viskozita apod. ar ový zp sob výroby na

pom rn  jednoduchém za ízení, který i p i práci na velkých kotlech (10 m3) je je

zvládnutelný, je vysoce produktivní [1].

1.1.5 Technické prysky ice

Mezi technické aminoprysky ice zahrnujeme lepidla a pojiva, impregna ní prysky ice,

laka ské prysky ice a prysky ice pro dal í ú ely pou ití. Jsou to prysky ice v nevytvrzeném

stavu, tj. meziprodukty z hlediska kone ných výrobk . Vytvrzují se a  po aplikaci na jiné

materiály, které tvo í podstatu kone ného výrobku, nap . d evo, textil, papír aj. Na rozdíl

od lisovacích hmot, vrstvených a leh ených hmot, nevzniká aplikací t chto technických

prysky ic nová syntetická hmota, ale jen upravený p vodní materiál – p ekli ka, nema kavá

tkanina, vodovzdorný papír apod.

 U zalévacích aminoprysky ic je tomu tak, e sice tato prysky ice tvo í podstatnou

ást výrobku, av ak není ani zde hlavním, ale jen pomocným materiálem [1].

1.1.6 Lisovací hmoty

Lisovací hmoty se vyráb jí impregnací celulosy prysky icí a smísením s dal ími p ídavnými

látkami. Pou ívá se vysokoprocentní alfa-celulosa (nad 90 % -celulosy), v inou je

lená.

Mo ovinoformaldehydové lisovací hmoty se lisují p i ni ích teplotách ne  fenoplasty, a sice

od 135 do 150 °C, pod tlakem 20 a  40 MPa. Lisy a kovové formy jsou podobné jako u

fenoplast . Výlisky jsou bez chuti a zápachu, sv tlé barvy a chemicky dosti stálé. Jejich

povrch je velmi tvrdý a odolný proti od ru, vod , v in  rozpou del, slabých kyselin a

alkálií. Elektroizola ní vlastnosti nejsou p íli  dobré a p i teplotách kolem 200 °C se výlisky

ji  za ínají rozkládat. Tyto lisovací hmoty se pou ívají pro výrobu r zných podnos , misek,

jídelních pot eb, nádobek a galanterních výrobk , zejména knoflík  [3].
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1.1.7 Lisování

Pro zpracování aminoplast  lze pou ívat rozmanitých typ  lis : nejlep ích výsledk  se v ak

dosahuje u lis , jejich  konstrukce a provedení umo uje citlivé uzavírání lisu v okam iku

dosednutí razníku na hmotu a citlivý p echod z nízkého uzavíracího tlaku na vysoký tlak

lisovací. Aminoplasty – lisovací hmoty se zpracovávají v emi zp soby lisování, tj. p ímým

lisováním, lisost ikem i vytla ováním [1].

1.1.8 Vlastnosti výlisk  z aminoplast

Vlastnosti výlisk  závisí jednak na slo ení lisovací hmoty (na druhu prysky ice, druhu

plniva, druhu p ísad a jejich vzájemném pom ru), jednak na podmínkách lisování (zp sobu

lisování, teplot , tlaku, dob  lisování).

 Slo ení lisovací hmoty je u r zných hmot zna  rozdílné a je ur ováno ú elem

pou ití p íslu né hmoty s p ihlédnutím k o ekávaným vlastnostem výlisku. Tak nap . hmoty

ur ené na galanterní p edm ty, u nich  je hlavním po adavkem vzhled a transparentnost

výlisk , se vyráb jí z velmi istých celulóz a mají v í pom r prysky ice: pojivo ne  hmoty,

u nich  se klade d raz na mechanickou pevnost výlisk . Hmoty pro elektrotechniku a hmoty

s v í odolností proti vod  a chemikáliím se vyráb jí na bázi melaminových prysky ic; pro

hmoty s vysokou tepelnou odolností výlisk  se pou ívá anorganických plniv, kde to pro

hmoty s po adavkem dobrých mechanických pevností, av ak kryté, je vhodným plnivem

ev ná mou ka a pro hmoty s vysokou pevností výlisk  bavln ná vlákna [1].

1.1.9 Leh ené hmoty

Mo ovinoformaldehydové leh ené hmoty (p ny) se p ipravují smícháním vodného roztoku

prysky ice s vodným roztokem emulgátoru, kyseliny fosfore né i avelové a mo oviny za

sou asného míchání a probublávání tlakovým vzduchem z frity. Jako emulgátor slou í

kyselina alkylnaftalensulfonová. Vzniklá p na se plní do d ev ných beden, které se zvolna

dlouhou dobu su í v komorových nebo tunelových su árnách p i 40 a  80 °C. V poslední

fázi se do komor vhání amoniak, který vá e volný formaldehyd. N kdy se je  kapalná

na vylévá na nekone ný pás, který prochází su árnou.

Byla vyvinuta i p enosná za ízení, ve kterých se pórovitá p na vyrábí p ímo na míst

pou ití. P ny se vyráb jí rovn  mechanicky tlakovým vzduchem ve zp ovacím za ízení.

Hotová leh ená hmota je bílá a má m rnou hmotnost 10 a  30 kg m-3. Mechanicky je

pom rn  málo pevná a na pot ebné rozm ry se dá ezat drátem. Pou ívá se pro tepelné a
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zvukové izolace, zejména ve stavebnictví. Je samozhá ivá a pou itelná pro teploty

do 100 °C [3].
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2 VÝPO TOVÁ ÁST

Zesí ování aminoplastových vzork  závisí siln  na teplot , pop . tlaku, proto je velmi

le ité it rozlo ení teploty – teplotní pole.

2.1 Nestacionární (neustálené) sdílení tepla vedením

i neustáleném sdílení tepla vedením je tepelný tok, procházející ur itým místem

lesa, prom nný s asem. P íkladem m e být chladnutí válce, v n  se bude s asem

nit rozlo ení teplot (teplotní pole) podle obr. 4.

Obr. 4. Pr h zm ny teploty s asem v chladnoucím válci

S prodlu ující se dobou chládnutí se zmen uje rozdíl teplot (a tím i tepelný tok) mezi nitrem

lesa a jeho povrchem a p i vyrovnání teploty v ose válce s teplotou povrchu

as 4 =  v obr. 1) tepelný tok ustane [4].

 V technické praxi se nej ast ji vyskytují dva druhy nestacionárních teplotních polí, a

to:

Nestacionární teplotní pole p i oh evu nebo ochlazování t lesa, charakterizované tím, e

teplotní rozdíly mezi dv ma body t lesa se s asem zmen ují. Teoreticky v nekone ném ase

dojde k vyrovnání teplot v celém rozsahu t lesa.

Nestacionární teplotní pole periodicky prom nné [6], charakterizované tím, e se teplota

v ur itém bod  t lesa periodicky m ní z teplotního maxima do teplotního minima, tj. teplota

v daném bod  t lesa kmitá kolem st ední teploty t lesa t∆

(1)
2

minmax ttt +
=∆
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í se teplotní pole ve t ech  t lesech, a to v desce, válci a kouli.

2.1.1 Nestacionární teplotní pole v rovinné desce

Pro tento p ípad budeme uva ovat st nu zhotovenou z materiálu s izotropními

vlastnostmi vzhledem ke sdílení tepla vedením, ohrani enou dv ma rovnob nými

rovinnými povrchy, jejich  lineární rozm ry jsou ádov  v í ne  tlou ka st ny s. V daném

asovém okam iku bude st na náhle vystavena oboustrannému tepelnému p sobení

okolního prost edí, které má asov  nem nnou teplotu to. P ed za átkem ochlazování nebo

oh evu byla teplota st ny ve v ech místech desky stejná a její hodnotu si ozna íme jako t1p

(po áte ní teplota). asový pr h teploty nap  st nou bude symetrický podle osy st ny,

proto je výhodné osu st ny polo it do n které osy sou adnicového systému, jak je tomu na

obrázku 5.

     ochlazování                                                               oh ev

Obr. 5. Pr h teplotních profil  ve st

Teplotní pole je popsáno ením rovnice

1
21 tat

∇=
∂
∂

τ
 ,                                                         (2)

kde jsme zavedli konstantu

ρ
λ

pc
a =  ,                                                           (3)
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teplotní vodivost uva ovaného prost edí a, symbolem ∇2 rozumíme Laplace v diferenciální

operátor.

222
2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ .                                                (4)

Pro popsaný p ípad jednorozm rného sdílení tepla kondukcí p ejde rovnice (2)

2
1

2
1

x
tat

∂
∂

=
∂
∂

τ
,                                                         (5)

kde t1 je teplota v libovolném míst  st ny v daném ase. ení rovnice (5) lze provést za

daných okrajových a po áte ních podmínek. Po áte ní podmínky jsou dány následovn :

11 )0,( txt ==τ                                                         (6)

otxt =∞→ ),(1 τ                                                        (7)

Okrajové podmínky:

0
0

1 =







∂
∂

−
=xx

t                                                         (8)

Rovnice (8) je podmínka osové symetrie teplotního profilu.

 Dal í okrajová podmínka závisí na druhu transportu tepla z povrchu st ny materiálu

do okolí [5, 7, 8, 9].

2.1.2 Nestacionární teplotní pole v rovinné desce – okrajová podmínka prvního

druhu

Tato podmínka charakterizuje dokonalý p estup tepla z povrchu st ny do okolí, kdy

teplota povrchu se prakticky okam it  ustálí na teplot  okolí [5, 10]. Tento stav je

teoreticky charakterizován nekone ným sou initelem p estupu tepla , tak e okrajová

podmínka pot ebná pro ení rovnice (5) má v tomto p ípad  tvar

ot
sxt =






 = τ,

21  .                                                     (9)

Je výhodné zavést následující substituci:

ottt −= 1  ,                                                         (10)
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co  fyzikáln  znamená, e ne íme teplotu, ale její rozdíl, v uva ovaném ase, od teploty

okolí. Substitucí se diferenciální leny rovnic (5), (8) nezm ní a ostatní okrajové podmínky

ejdou na tvary, které budou pro postup výpo tu výhodn í. íme tedy rovnici sdílení

tepla

2

2

x
tat

∂
∂

=
∂
∂
τ

          (11)

s následujícími po áte ními a okrajovými podmínkami.

po tttxt =−== 1)0,( τ       (12)

(13)

0
0

=







∂
∂

=xx
t           (14)

0,
2

=





 = τ

sxt             (15)

ení rovnice (11) provedeme separací prom nných, to znamená, e integrál rovnice (11)

edpokládejme ve tvaru sou inu funkce t(x) a t( ). Zápisem t(x) budeme rozum t, e

tepelný rozdíl je funkcí pouze polohy (sou adnice x) a zápisem t( ) rozdíl, který je funkcí

pouze asu ).

(16)

Rovnice (16) musí splnit diferenciální rovnici (11), tj. platí:

)()()()( τtxtaxtxt ′′=′ ,               (17)

kde zápisem )(τt ′  rozumíme první derivaci t podle  a )(xt ′′ druhou derivaci t podle x.

Násobíme-li rovnici (17) výrazem
)()(

1
xtat τ

, dostaneme

2

)(
)(

)(
)(1 p

xt
xt

t
t

a
−=

′′
=

′
τ
τ                   (18)

Vidíme, e na jedné stran  rovnice je výraz, který je pouze funkcí asu, na druhé pouze

funkcí polohy (x). Aby se tyto výrazy mohli sob  rovnat, je to mo né jen tehdy, kdy  se

budou rovnat konstantn . Z fyzikálního smyslu a dal ím postupem o této konstant  m eme

íci, e musí být záporná. Za tím ú elem sta í vzít záporn  vzatou druhou mocninu neznámé

)()(),( ττ txtxt ⋅=

0),( =∞→τxt
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konstanty p. Shora uvedenou úpravou jsme tedy provedli separaci prom nných a íme dv

následující diferenciální rovnice

)()( 2 τ
τ
τ ap

d
dt

−=              (19)

0)()( 2
2

2

=+ xtp
dx

xtd                 (20)

nou separací dostáváme

ττ apCet
2

)( −=             (21)

Nyní vidíme oprávn nost volby záporné hodnoty 2p− , nebo  jen takto m e být spln na

podmínka (13).

Ko eny charakteristické rovnice

(22)

jsou ip±=β , tak e obecný integrál (20) je, jak následuje:

(23)

Tak e celkové ení podle vztahu (16) je rovno:

(24)

kde CAA 1=  ; CBB 1= , p em  A, B, p jsou konstanty, které ur íme z po áte ních a

okrajových podmínek.

Podle okrajové podmínky (14) bude platit

[ ] 0)sin()cos()exp( 0
2

0

=−=







∂
∂

=
=

x
x

pxBppxApap
x
t

τ      (25)

Aby výraz (25) byl spln n pro 0=x , je nutné, aby 0=A , nebo  u konstanty p

edpokládáme, e je nenulová. Rovnice (25) pak p ejde na následující tvar:

(26)

Vidíme, e osov  symetrické problémy (okrajová podmínka (14)) jsou spln ny pouze pro

sudé funkce, tj. v na em p ípad cos(px).

)exp()cos()( 2 ττ appxBxt −=

[ ] ),exp()cos()sin()( 2 ττ appxBpxAxt −+=

)cos()sin()( 11 pxBpxAxt +=

022 =+ pβ
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Aplikací okrajové podmínky (15) platí

0)exp()cos( 2 =− τappxB   pro
2
sx =       (27)

za p edpokladu, e 0≠B , je mo no upravit rovnici (27) na následující

(28)

kde

2
spq = .        (29)

Posloupnost ko en nq rovnice (28) (liché násobky ísla
2
π )

2
)12( π

−= nqn  tvo í lineárn

nezávislý systém funkcí, které jsou dány rovnicí (26), proto jejich nekone ný sou et je pak

hledaný obecný integrál.

( ),exp
2/

cos 2

1
Foq

s
xqBt nn

n
n −






= ∑

∞

=

    (30)

kde pro Fo (Fourierovo kriterium) platí

( )22/s
aFo τ

= .            (31)

Systém goniometrických funkcí, pro posloupnost lichých násobk
2
τ , je ortogonální

na intervalu (-s/2, +s/2), proto lze koeficienty nekone né ady nB  psát:

( )
n

n
s

s
n

s

s
n

n q
q

tp
dx

s
xq

dx
s

xqtp
B

sin
2

2/
cos

2/
cos

2/

2/

2

2/

2/ =

















=

∫

∫
+

−

+

−        (32)

 Výsledné ení popisující nestacionární teplotní pole v nekone né st  za okrajové

podmínky prvního druhu [5, 7, 9] je pak dáno následující rovnicí

( )
( )∑

∞

=








−






=

−
−

1

2
2

1

1

2/
exp

2/
cossin2

n
nn

n

n

op

o q
s
aq

s
x

q
q

tt
tt τ ,     (33)

0)cos( =q
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kde

 (34)

2.1.3 Nestacionární teplotní pole v rovinné desce – okrajová podmínka t etího

druhu

Jestli e p estup tepla z povrchu st ny do okolí není absolutní [5, 7, 8, 9, 10], tj.

sou initel p estupu tepla má kone nou hodnotu, p edpokládejme, e sdílení tepla na

fázovém rozhraní se ídí rovnicí

t
x
t

∆=
∂
∂

− αλ ,            (35)

kde λ je tepelná vodivost a α sou initel p estupu tepla, tak e místo okrajové podmínky (9)

máme okrajovou podmínku danou rovnicí (35), která ve smyslu na í substituce (10) dává:

22

sxsx

t
x
t

=
=

=







∂
∂

− αλ                 (36)

Analogickým postupem, jako tomu bylo v kapitole 1.2.2 , dostáváme partikulární integrál

rovnice (11)

 (37)

pro
2
sx =  platí okrajová podmínka t etího druhu, to znamená dosazením do (36) za

2
sx =

dostáváme:

( )ταλ akskskAk 2exp
2

cos
2

sin −





=






        (38)

Za p edpokladu, e 0≠A , dostáváme:







=








2
cos

2
sin skskk αλ ;        (39)

volíme

gsk =
2

.        (40)

( ) )exp()cos(, 2 ττ akkxAxt −=

2
)12( π

−= nqn
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Úpravou rovnice (39) s vyu itím vztahu (40) dostáváme:

)cot(
2/

gg
s

=
α

λ               (41)

Vidíme, e
λ

α2/s  nám p ipomíná bezrozm rné Nusseltovo kriterium
λ
αl , kde v ak l a

jsou p esn  definovány, tj. l je v dy polovi ní tlou ka st ny a je v dy sou initel tepelné

vodivosti materiálu st ny. Takto definované bezrozm rné kriterium je pak Biotovo íslo Bi.

λ
α 2/sBi ⋅

=            (42)

Rovnici (41) si upravíme pomocí vztahu (42)

)cot(g
Bi
g

=           (43)

Vidíme, e ko eny transcendentní rovnice (43) jsou pr se íky p ímky, která má sm rnici

evrácenou hodnotu Biotova ísla s kotangentou, jak je ukázáno na obrázku 6.

Obr. 6. Grafické stanovení ko en  rovnice (43)
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 Op t snadno ur íme, e posloupnost ko en  rovnice (43) tvo í ortogonální lineárn

nezávislý systém goniometrických funkcí 







2/
cos

s
xgn , tak e obecný integrál je ve tvaru

nekone ného sou tu funkcí:

( ) ( )∑
∞

=

−





=

1

2exp
2/

cos,
n

nnn Fog
s

xgAxt τ ,        (44)

kde ng  jsou ko eny rovnice(43) a
( )22/s

aFo τ
= .

Na základ  vlastnosti, e systém goniometrických funkcí je ortogonální a platnosti po áte ní

podmínky pro 0=τ  stanovíme koeficienty nekone né ady (44), nebo  pro 0=τ  je

Fourierovo kriterium rovno nule. Koeficienty nA  ur íme pak z následujícího vzorce

( )
( ) ( )nnn

n
s

s
n

s

s
n

n ggg
gtp

dx
s

xg

dx
s

xg
tpA

cossin
sin2

2/
cos

2/
cos

2/

2/

2

2/

2/

+
=

















=

∫

∫
+

−

+

− .               (45)

Kone né ení je pak dáno

( ) ( )
( ) ( )

4/

11

* 2
2

2/
cos

cossin
sin

2
, s

ag

n
n nnn

n

op

o n

e
s

xg
ggg

g
tt

txtt
ττ −∞

=








+
=

−
−

= ∑   (46)

Vidíme tedy, e bezrozm rná teplota je funkcí Fourierova kriteria, Biotova kriteria a

bezrozm rné tlou ky v uva ovaném míst  st ny
2/s

x . Pro usnadn ní výpo  ve smyslu

závislosti







=

2/
,*

s
xBiFoft      (47)

jsou sestrojeny r zné pomocné grafy umo ující výpo et teploty ve st edu a na povrchu

desky v zadaném ase. Obecn í a mnohdy i výhodn í ne  pou ití t chto graf  je pou ít

standardních program  a pomocí nich sestrojit hlavní program pro výpo et jednotlivých

profil .

 Na obrázku 6 vidíme, e sm rnice p ímky a tím i hodnoty ko en  transcendentní

rovnice (43) se m ní s velikostí Biotova ísla. Pro jeho velké hodnoty je sm rnice malá a
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hodnoty ko en  rovnice (43) se blí í lichým násobk m ísla
2
π , ím  rovnice (46) p echází

na vztah (33), který platí pro okrajovou podmínku prvního druhu. Velké Biotovo kriterium

nám tedy dovoluje usuzovat, e teplotní profil uvnit  zkoumaného t lesa nebude záviset na

podmínkách p estupu tepla z povrchu st ny do okolního prost edí. Tento p ípad nastává p i

dokonalém (velmi rychlém) p estupu tepla u málo vodivých materiál  (izolanty) a kone  u

st ny, její  tlou ka je dosti velká. V praxi to znamená, e v p ípadech vysokého Biotova

kriteria intenzifikace p estupu tepla, tj. jak chlazení tak oh ev povrch  t les má své meze.

Mimo n  se dal í zvy ování sou initele p estupu tepla neprojeví [5, 7, 8, 9].

2.1.4 Nestacionární teplotní pole v kouli

i ení teplotních polí u t les kulovitého tvaru budeme prakticky p edpokládat

stejné podmínky jako u nekone né desky. To znamená, e uva ujeme kouli ze stejnorodého

materiálu o daném polom ru R, která má ve v ech místech stejnou teplotu a bude náhle

podrobena v celém rozsahu svého povrchu stejnému oh ívání nebo ochlazování okolním

prost edím.

Vzhledem ke shora uvedeným p edpoklad m a zavedením sférických sou adnic bude

mít diferenciální rovnice popisující nestacionární sdílení tepla vedením následující tvar









∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

r
t

rr
tat 1
2
1

2
1 2
τ

     (48)

Rovnice (48) se í s následujícími po áte ními a okrajovými podmínkami:

(49)

 (50)

0
0

1 =







∂
∂

=rr
t            (51)

(52)

2.1.5 Nestacionární teplotní pole v kouli – okrajová podmínka prvního druhu

Okrajová podmínka prvního druhu je dána rovnicí (52). Jak tomu bylo v p edchozím

ípad , zavedeme substituci

( ) otRrt == τ,1

( ) otrt =∞→τ,1

( ) ptrt 11 0, ==τ
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(53)

ím  se rovnice (48) p epí í na teplotní rozdíl t.









∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

r
t

rr
tat 2
2

2

τ
     (54)

(55)

(56)

0=







∂
∂

=orr
t           (57)

         (58)

ením separací prom nných dostáváme:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )τττ tttttt
a rrr

´´´´ 21
+=        (59)

( )

( )

( )

( )

( )

( )r

r

r

r

t
t

rt
t

t
t

a

´´´´ 21
+=

τ

τ                (60)

íme tedy dv  rovnice:

( )

( )

2
´1 m

t
t

a
−=

τ

τ            (61)

( ) ( ) ( ) 02 2´´´ =++ mtt
r

t rrr       (62)

kde m je nenulová integra ní konstanta.

ení rovnice (53) je stejné, jako tomu bylo u nekone né desky, tj. platí

(63)

Dal í ení je obdobné jako u rovinné desky, které je popsáno v kapitole 1.2.2

Nestacionární teplotní pole v rovinné desce – okrajová podmínka prvního druhu.

( ) ( )ττ amCt 2exp −=

( ) 0, == τRrt

0),( =∞→τrt

pop tttrt =−== 1)0,( τ

ottt −= 1
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 Výsledné ení, pro popis nestacionárního teplotního pole v t lese kulovitého tvaru,

za platnosti okrajové podmínky prvního druhu, je dáno:

 (64)

2.1.6 Nestacionární teplotní pole v kouli – okrajová podmínka t etího druhu

Ve smyslu zavedené substituce ottt −= 1  je okrajová podmínka t etího druhu dána

ve stejném tvaru jako rovnice (36)

Rr
Rr

t
r
t

=
=

=







∂
∂

− αλ                 (65)

Ostatní okrajové a po áte ní podmínky jsou stejné jako v p ípad  p edcházejícím, tj. íme

rovnice (54), (55), (56), (57) stejným postupem, tak e dostáváme

( ) ( ) ( )2expsin, ka
rk

krArt ττ −=              (66)

Pro ur ení integra ní konstanty k vyu ijeme rovnici (65):

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
kR

kRakA
R

kRkRRk
k

akA sinexpsincosexp 2

2

2 τα
λ

τ −
=

−−
−    (67)

Za p edpokladu nenulové hodnoty konstanty A je mo né vztah (67) upravit

(68)

Zavedením Biotova kriteria
λ

αRBi =  a substituce Rkg =  dostáváme:

Bi
gg

−
=

1
)tan(             (69)

Na následujícím obrázku (7) je vid t, e transcendentní rovnice (69) má nekone  mnoho

ko en , které tvo í lineárn  nezávislý systém funkcí a proto jejich nekone ný sou et je

obecný integrál ené rovnice.

( )[ ] αλ RRkRk =−− 1cot

( )












−

=
−
− ∑

∞

=

+

22
2

1

1

1

1 exp
sin1

2 n
R
a

R
rn

R
r

tt
tt

n

n

op

o π
π
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∑
∞

=
















=
1

2
2exp

sin
),(

n
n

n

n

n q
R
a

q
R
r

q
R
r

Art τ
τ       (70)

kde qn jsou ko eny rovnice (69).

Obr. 7. Grafické ur ení ko en  transcendentní rovnice (69)

Abychom mohli pou ít ke stanovení koeficient An nekone né ady (70)

analogického postupu jako v p ípad  okrajové podmínky prvního druhu, je t eba se

esv it, zda systém funkcí 







nq
R
rsin na intervalu 0,R je ortogonální pro posloupnost

ko en  daných transcendentní rovnicí (69).
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( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )mn

mnmn

mn

mnmn

mn

mn

mn

mn
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R
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gggg

gg
gggg

gg
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gg
ggdr

R
rg

R
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+
+

−
−
−
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=
+
+

−
−
−

=













∫

2
sincoscossin

2
sincoscossin

2
sin

2
sinsinsin

0

       (71)

Podle rovnice (69) platí:

( )
( ) Bi

g
g
g n

n

n

−
=

1cos
sin              (72)

( )
( ) Bi

g
g
g m

m

m

−
=

1cos
sin              (73)

eho  vyu ijeme následovn :

( ) ( ) ( ) ( )
Bi

ggggg mnn
mn −

=
1

coscoscossin        (74)

( ) ( ) ( ) ( )
Bi

ggggg nmm
mn −

=
1

coscossincos       (75)

Dosazením t chto vztah  do výsledk  ur itého integrálu dostaneme:

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) 0
2

1
coscos

2
1

coscos

=
+

−
+

−
−

−
−

mn

mnmn

mn

mnmn

gg
Bi

gggg

gg
Bi

gggg

        (76)

pro mn ≠ .

Kone né ení nestacionárního teplotního pole pro t lesa kulovitého tvaru je pak dáno:

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( )Fog

R
rg

g
R
r

ggg
ggg

tt
tt

n
n

n

n

nnn

nnn

op

o 2

11

1 exp
sin

cossin
cossin2 −









−
−

=
−
− ∑

∞

=

         (77)

kde gn jsou ko eny rovnice Bigg −= 1cot a pro Fourierovo kriterium Fo platí:

2R
aFo τ

= .         (78)

Jak je vid t na obrázku 7 pro velká Biotova ísla, se hodnoty ko en  rovnice (69)

blí í celým násobk m ísla  a tím p echází ení nestacionárního teplotního pole
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s okrajovou podmínkou t etího druhu na ení pro okrajovou podmínku prvního druhu,

ím  se vztah (77) zna  zjednodu í [5, 7].

2.1.7 Nestacionární teplotní pole ve válci

edpokládáme válec o polom ru R, zhotovený ze stejnorodého materiálu, jeho

teplota je ve v ech místech stejná a je rovna t1p. V daném ase je t leso podrobeno náhlému

oh evu nebo ochlazení okolním prost edím, které má teplotu to, nezávislou na ase . Jedná

se op t o symetrickou úlohu a vzhledem k neomezené délce válce se teplo bude it pouze

radiálním sm rem. Po áte ní postup p i ení tohoto p ípadu se nijak neli í od

edcházejících dvou. Ne íme teplotu, ale z analogických d vod  jako u desky a koule

rozdíl teploty válce od teploty okolí.

V cylindrických sou adnicích tedy íme parciální diferenciální rovnici









∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

r
t

rr
tat 1
2

2

τ
     (79)

s následujícími okrajovými a po áte ními podmínkami:

(80)

(81)

0
0

=







∂
∂

=rr
t           (82)

Okrajová podmínka prvního druhu:

          (83)

Okrajová podmínka t etího druhu:

     (84)
( )Rr

Rr

t
r
t

=
=

=







∂
∂

− αλ

( ) 0, == τRrt

( ) 0, =∞→τrt

( ) pop tttrt =−== 10,τ
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2.1.8 Nestacionární teplotní pole ve válci – okrajová podmínka prvního druhu

nou metodou separací prom nných dostáváme dv  jednoduché diferenciální

rovnice

  (85)

          (86)

ení rovnice (85) je známé z p edchozích p ípad

(87)

ením rovnice (86) jsou Besselovy funkce nultého ádu.

(88)

Vzhledem k symetri nosti úlohy B1=0, tak e partikulární integrál diferenciální rovnice (79)

je následujícího tvaru

( ) ( ) ( )ττ akrkAJrt 2
0 exp, −= .           (89)

Pou itím okrajové podmínky prvního druhu dostáváme:

(90)

a po úprav  za p edpokladu, e 0 máme

(91)

kde q=Rk.

Ko eny rovnice (91) pak tvo í lineárn  nezávislý ortogonální systém Besselových funkcí a

vahou r, jejich  nekone ný sou et dává obecný integrál ení diferenciální rovnice

( ) 





−






= ∑

∞

=

2
2

1
0 exp, n

n
nn q

R
aq

R
rJArt τ

τ ,      (92)

kde qn jsou ko eny rovnice ( ) 00 =qJ .

Na základ  platnosti po áte ní podmínky ur íme koeficienty An. Pro =0 dostáváme:

∑
∞

=






=

1
0

n
nnp q

R
rJAt      (93)

a odtud na základ  ortogonality s vahou pro r An plyne

( ) ,00 =gJ

( ) ( ) 0exp 2
0 =− akRkAJ

( ) ( ) ( )krYBkrJArt 0101 +=

( ) .
2 ττ akCet −=

( ) ( ) ( ) 022´´´2 =++ rtrkrrtrtr

( ) ( ) 02´ =+ ττ takt
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( )nn
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R

n

R

np

n qJq
t

dr
R
rqrJ

dr
R
rqrJt

A
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0

2
0

0
0 2

=







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
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


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=

∫

∫
    (94)

Stanovením koeficient An jsme stanovili poslední konstantu a m eme pro nestacionární

teplotní pole nekone ného válce za platnosti okrajové podmínky prvního druhu psát

kone né ení [5, 6]

( )∑
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=






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


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1
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1

1 exp2
n

n
nn

n

op

o

R
aq

qJq

q
R
rJ

tt
tt τ ,           (95)

kde qn jsou ko eny rovnice (91).

2.1.9 Nestacionární teplotní pole ve válci – okrajová podmínka t etího druhu

Analogickým postupem jako v p edchozím p ípad  dostáváme partikulární integrál

diferenciální rovnice (79)

          (96)

pou itím okrajové podmínky t etího druhu pro r=R plyne (rovnice (84))

(97)

Úpravou (97) pro 0 dostáváme

(98)

kde g=kR a
λ

αRBi = .

Pro ur ení ko en  rovnice (98) zvolíme postup:

( )
( ) 1

0

1

0

y
y

gJ
gJy ==             (99)

(100)

(101)

(102)
Bi
gy =2

( )gJy 11 =

( )gJy 00 =

( )
( ) ,

1

0

Bi
g

gJ
gJ

=

( ) ( ) ( ) ( ).expexp 2
0

2
1 akkRJakkRkJB αλ =−

( ) ( ) ( )ττ akrkBJrt 2
0 exp, −=
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Obr. 8. Grafické ur ení ko en  transcendentní rovnice (98)

Funkce y je nulová pro J0(g)=0 a má nekone nou hodnotu pro J1(g)=0. Ozna íme-li si

ko eny rovnice J0(g)=0 qn a J1(g)=0 pn, m eme podle známých pr  funkcí J0(g) a

J1(g) sestrojit graf funkce y, jak je ukázané na obr. 8.

Tak, jak tomu bylo p i ení ko en  rovnice (32), do grafu y2=f(g) si nakreslíme

rovnici p ímky g
Bi

y 1
2 =  a její pr se íky s funkcí y nám ur ují hodnoty ko en

transcendentní rovnice (98). Posloupnost t chto ko en  pak ur uje lineárn  nezávislý

systém Besselových funkcí, které jsou na intervalu 0  R ortogonální s vahou r.
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ení je dáno adou:

(103)

Pro koeficienty Bn na základ  platnosti po áte ní podmínky pro =0 a zmín né ortogonality

s vahou r platí:

dr
R
rgJr

dr
R
rgJrt

B

n

R

n

R

p

n

















=

∫

∫
2
0

0

0
0      (104)

K provedení nazna ené integrace pou ijeme n kterých matematických tabulek

ur itých integrál  speciálních funkcí. Úpravou tabelových vztah  s vyu itím rovnice (98)

pak dostáváme kone ný tvar pro koeficienty nekone né ady (103) Bn

 (104)

a kone né ení pro nestacionární teplotní pole v nekone ném válci, za platnosti okrajové

podmínky t etího druhu, je dáno:

 (105)

kde pro Fo platí 2R
aFo

τ
=  a gn jsou ko eny transcendentní rovnice (98).

Pro velká Biotova ísla ( velký sou initel p estupu tepla, válec s velkým polom rem,

zhotovený z materiálu, který má malou tepelnou vodivost) je sm rnice p ímky
Bi
gy =  malá,

v limit  nulová, a hodnoty ko en  rovnice se blí í hodnotám ko en  rovnice ( ) 00 =gJ ,

ím  vztah (105) p echází na (95), který jsme dostali aplikací okrajové podmínky prvního

druhu. Vidíme tedy, e i v tomto p ípad  teplotní profil nebude v podstat  ovlivn n

podmínkami p estupu tepla z povrchu válce do okolního

prost edí [5, 7].
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2.2 Analytický výpo et matematicko-fyzikálního modelu desky

Máme-li namodelovat teplotní pole pro vytvrzování aminoplast , m eme tento

problém vy it jako oh ev nekone né rovinné desky.

Jak bylo uvedeno v kapitole 2.1.1 teplotní pole v t lese a v nehybném prost edí je

ur eno Fourierovou rovnicí, po áte ní podmínkou a p íslu nými okrajovými podmínkami.

ení tohoto problému je popsáno v kapitole 2.1.5 a 2.1.6.

2.3 Výpo et teplotního pole pro vzorek aminoplastu PA6 tvaru koule

Zadané hodnoty:

teplota okolí: to = 20 °C

teplota po áte ní: t1p = 100 °C

pr r koule:  d = 0,4 m

polom r koule: R = 0,2 m

st ední teplota: t = 0,5 ( t1p + to ) ⇒ 0,5 (100 + 20) = 60 °C

tíhové zrychlení: g = 9,81 m/s

Vlastnosti vzduchu p i 20 °C:

Prandtlovo kritérium: Pr = 0,73

hustota: ρv = 1,164 kg/m3

tepelná vodivost: λv = 2,52.10-2 W/(m.K)

kinematická viskozita:νv = 1,57.10-5 m2/s

Vlastnosti PA6:

rné teplo:  cp PA6 = 1,7 kJ/(kg.K)

hustota: ρPA6 = 1130 kg/m3

tepelná vodivost: λPA6 = 0,29 W/(m.K)
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Výpo ty:

Grashofovo kritérium:
( )

3 3
8

2 5

9,81 0, 4 6,57 10
1,57 10

gdGr
ν −

⋅
= ⇒ = ⋅

⋅

Nusseltovo kritérium: ( ) ( ) 69,10573,01057,6135,0 3/18 =⋅⋅⇒⋅= nPrGrcNu

koeficient p estupu tepla:
Km

W
d

Nu v

⋅
=

⋅⋅
⇒

⋅
=

−

2

2

65,6
4,0

1052,269,105λ
α

Biotovo kritérium: 59,4
29,0

2,065,6

6

=
⋅

⇒
⋅

=
PA

RBi
λ
α

teplotní vodivost:
s

m
c

a
pPA

PA
2

7

6

6 1051,1
17001130

29,0 −⋅=
⋅

⇒
⋅

=
ρ

λ

Výpo et ko en :

( )
Bi

ggtg
−

=
1

g1 = 2,5282   g4 = 11,3032

g2 = 5,3072   g5 = 14,3819

g3 = 8,2639   g6 = 17,4814

Výpo et teplot v kouli v míst  blízkém st edu, pro r = 0,0005 m:

τ [s] Fo [-] t1 [°C]
300 0,001132 87,6767
600 0,002264 91,9016

1200 0,004529 96,5516
2400 0,009058 99,4099
7200 0,027173 99,9907

Tab. 1. Výpo et teploty v kouli
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Jak je z této rovnice vid t, teplotní pole je na výpo et zna  slo ité. Proto se sna íme

vyu ívat po íta ových program , kterými lze teplotní pole namodelovat elegantn ji a

rychleji.
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2.4 Postup výpo tu pomocí programu Femlab

2.4.1 Výb r modelu

Po spu ní programu Femlab si na úvodní obrazovce vybereme typ eného

problému. V na em p ípad  to je Time dependent asová závislost), která je umíst na

v Physics modes (re imy fyziky) a v Heat transfer (p estup tepla). Dále si zvolíme

rozm rový systém: 1D – jedna osa, 2D – dv  osy, 3D – t i osy.

Pod zálo kou Model Library (knihovna model ) jsou umíst ny p íklady vyu ití

programu Femlab i s ením a dokumentací.

Do zálo ky User Models (modely u ivatele) si u ivatel m e nahrát objekty, které si

vytvo il.

V zálo ce Multiphysics (multifyzikální) si m eme nadefinovat d je se kterými

musíme po ítat u slo it ích úloh. Nap íklad, kdy  p i modelování nap tí v trubce

vým níku tepla budeme  uva ovat prostup tepla a rovinnou deformaci, v zálo ce

Multiphysics navolíme Heat transfer a Plane strain.

Zálo ka Preferences obsahuje nastavení, jak se má Femlab chovat p i startu [11].
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Obr. 9. Model Navigator

2.4.2 Nákres objektu

Pomocí t chto nástroj  (Obr. 10) nakreslíme po adovaný objekt.

Obr. 10. Kreslící nástroje
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2.4.3 Editace objektu

Nástroj Object properties, který slou í k úprav  velikosti, umíst ní a oto ení

nakresleného objektu, najdeme pod zálo kou Draw. Do pole pod názvem Name si pro lep í

orientaci v objektech, p edev ím v 3D, m eme vlo it vlastní název objektu [11].

Obr. 11. Umíst ní zálo ky „Vlastnosti objektu“

Obr. 12. Vlastnosti objektu
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2.4.4 iblí ení

Po editaci objektu nám Femlab automaticky nevyst edí upravený objekt na celou

obrazovku, ale ponechá ho v zobrazení, jako p ed editací (Obr. 14).

Obr. 13. Vlastnosti objektu

Pro zv ení objektu na celou obrazovku pou ijeme nástroj Zoom Extents, který je

umíst n v zálo ce Options. Tento nástroj editovaný objekt na obrazovce vyst edí a zv í,

ípadn  zmen í.
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Obr. 14. Umíst ní zálo ky „Zv ení na obrazovku“
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Po pou ití nástroje Zoom Extents bude na obrazovce  objekt vypadat takto:

Obr. 15. Výsledné zobrazení objektu po pou ití nástroje Zoom Extents

2.4.5 Nastavení okrajových podmínek

K nastavení okrajových podmínek na rozhraní objektu vyu ijeme nástroje Boundary

settings, umíst ného v zálo ce Boundary [11].

Obr. 16. Umíst ní nástroje Boundary settings pro nastavení okrajových podmínek
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V rozhraní 1, 2, 3 jsou u nekone né desky derivace rovny 0, proto musíme ozna it

polo ku ( ) 0=⋅⋅ gradTkn .

Obr. 17. Nadefinování okrajových podmínek v rozhraní 1, 2, 3

1

2

3
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Obr. 18. Detail nastavení okrajových podmínek v rozhraní 1, 2, 3

 U rozhraní 4 jsem si zvolil p sobení teploty 1K

Obr. 19. Nastavení okrajové podmínky v rozhraní 4

4
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Obr. 20. Detail nastavení okrajové podmínky v rozhraní 4, T=1K

2.4.6 Nastavení po áte ních podmínek

Zálo ka Subdomain obsahuje nástroj Subdomain settings, ve kterém se nastavují

po áte ní podmínky.

Obr. 21. Umíst ní nástroje Subdomain settings pro nastavení po áte ních podmínek

Po ozna ení po adované oblasti v Domain selection v zálo ce Coefficients se

zp ístupní nabídka pro zadání vlastností materiálu, jako je hustota (Density), tepelná

kapacita (Heat capacity), tepelná vodivost (Thermal conductivity), zdroj tepla (Heat

source), koeficient p estupu tepla (Convect. heat transf. coeff.), vn í teplota (External

temperature), u ivatelem definovaná konstanta (User-defined constant) a teplota okolí

(Ambient temperature). Pod tla ítkem Add/Edit Material si u ivatel m e vybrat z p edem
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nadefinovaných materiál . Pokud si u ivatel nadefinuje n jaké vlastnosti materiálu, m e si

je stejným tla ítkem ulo it, aby tyto vlastnosti p  nemusel zadávat znovu [11].

Obr. 22. Nadefinování vlastností materiálu pomocí nástroje Subdomain settings
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Na zálo ce Init se nastavuje po áte ní teplota objektu.

Obr. 23. Nastavení po áte ní teploty objektu

2.4.7 Nastavení sít

Program Femlab si automaticky volí nejmen í po et element  sít , který vyhovuje

nakreslenému objektu. Pokud je to ale nutné, m e si u ivatel ru  nastavit parametry sít .
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Obr. 24. Umíst ní zálo ky Initialize mesh

  Nástrojem Refine mesh zvý íme po et element  sít , tím se sí  zjemní, a to v dy na

ty násobek p edchozího po tu element .

Obr. 25. Zálo ka Refine mesh

2.4.8 ení problému

Pro nastavení podmínek ení vyu ijeme polo ku Parameters, umíst nou v zálo ce

Solve. Zde si v zálo ce Timestepping nadefinujeme Output times. Jedná se o zadání asu na

za átku d je, kroku a asu na konci d je [11].
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Obr. 26. Umíst ní zálo ky Solve Parameters

Pro výsledné ení se zadanými parametry pou ijeme nástroj Solve problem.

Obr. 27. Výsledné ení teplotního pole desky v ase T=1
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2.5 Porovnání vypo tených hodnot a hodnot z programu Femlab

V následující tabulce je uvedeno srovnání analytických hodnot a hodnot z programu

Femlab v závislosti na bezrozm rném Fourierov  kriteriu. Z odchylky t chto hodnot lze

stanovit p esnost výpo  programu Femlab na 1.10-4.

Fo Analyticky Femlab Odchylk
a

0 0,00000 0,00000 0,00000
0,1 0,05069 0,05068 -0,00001
0,2 0,22769 0,22794 0,00025
0,3 0,39320 0,39332 0,00012
0,4 0,52551 0,52541 -0,00010
0,5 0,62922 0,62907 -0,00015
0,6 0,71029 0,70998 -0,00031
0,7 0,77364 0,77321 -0,00043
0,8 0,82313 0,82272 -0,00041
0,9 0,86181 0,86146 -0,00035
1 0,89202 0,89176 -0,00026

Tab. 2. Porovnání analytických a

numerických hodnot

2.6 Porovnání numerických hodnot v bod  (x=0, Fo=0,5) na po tu

element  sít

Po et element
sít

Numerické
hodnoty -
Femlab

Analytické
hodnoty Odchylka Relativní chyba

512 0,62908 0,62922 0,00014 0,00022
1024 0,63099 0,62922 -0,00177 -0,00281
2048 0,63109 0,62922 -0,00187 -0,00297
4096 0,63104 0,62922 -0,00182 -0,00289
8192 0,63111 0,62922 -0,00189 -0,00300

16384 0,63057 0,62922 -0,00135 -0,00215

Tab. 3. Závislost odchylek numerických hodnot programu Femlab a analytických

hodnot na po tu element  sít

Program Femlab spolehliv í problém i s malým po tem element  sít . U jiných

program  zalo ených na metod  kone ných prvk  v inou dochází se zvy ováním po tu

element  sít  ke konvergenci k p esn ím hodnotám.
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ZÁV R

 Diplomová práce obsahuje literární studii, ve které je popsán zp sob realizace

výroby, vlastností a vyu ití aminoplast . P i t chto zp sobech výroby je rozhodující sdílení

tepla, jen  má  vliv na kvalitu finálního výrobku.

 V dal í ásti je uvedeno konkrétní vypracování postupu výpo tu teplotních polí pro

jednoduché úlohy s okrajovými podmínkami 1. nebo 3. druhu pro základní modely tvaru

desky, válce a koule.

 Dále je popsáno pou ití programu Femlab verze 2.3. Je zde vysv tleno nakreslení

modelovaného objektu, zadávání po áte ních a okrajových podmínek, nastavení po tu

trojúhelníkových element  sít . Byla porovnána p esnost ení v závislosti na po tu

element  sít . Tato závislost se nepotvrdila. P i zvy ujícím se po tu element  výsledky

nekonvergovaly k p esnému analytickému ení. I s malým po tem element  vykazovaly

výsledky vysokou relativní p esnost.

 Program Femlab umo uje import objekt  nakreslených v aplikacích typu CAD a

objekty se nemusí znovu p ekreslovat, ím  se výrazn  zkrátí as modelování. Tato verze

programu Femlab je nadstavbou systému Matlab a je s tímto systémem pln  kompatibilní.

 V poslední ásti diplomové práce jsem provedl srovnání numerických hodnot

teplotního pole vypo teného pomocí programu Femlab a p esných analytických hodnot.

Tímto srovnáním bylo stanoveno, e relativní p esnost výpo  programu Femlab je 1.10-4.

 Program Femlab má p íjemné u ivatelské prost edí, grafické výstupy jsou atraktivní.

edností je i animace sdílení tepla.

 Nevýhodou programu Femlab je absence numerických hodnot ení a u verze 2.3

závislost na systému Matlab, ale od verze 3 ji  m e Femlab pracovat jako samostatný

program, nebo m e i nadále spolupracovat s Matlabem.
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SEZNAM POU ITÝCH SYMBOL  A ZKRATEK

∂ parciální derivace

α sou initel p estupu tepla  [Wm-2K-1]

a teplotní vodivost uva ovaného prost edí       [m2s-1]

β ko eny charakteristické rovnice

Bi Biotovo kritérium

Bn koeficienty nekone né ady

cp PA6 rné teplo PA6 [J kg-1K-1]

d pr r vzork [m]

t st ední teplota [K]

Fo Fourierovo kritérium

g tíhové zrychlení [ms-1]

gn ko eny transcendentní rovnice

Gr Grashofovo kritérium

J Besselova funkce

λ sou initel tepelné vodivosti  [Wm-1K-1]

l polovi ní tlou ka st ny [m]

λPA6 sou initel tepelné vodivosti PA6  [Wm-1K-1]

λv sou initel tepelné vodivosti vzduchu  [Wm-1K-1]

m nenulová integra ní konstanta

∇ Laplace v diferenciální operátor

Nu Nusseltovo kritérium

νv kinematická viskozita [m2s-1]

p, A, B, C konstanta

Pr Prandtlovo kritérium

q ko eny transcendentní rovnice

ρ hustota materiálu   [kg m-3]

R polom r [m]

r zvolené místo [m]

ρPΑ6 hustota PA6 [kg m-3]
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ρv hustota vzduchu [kg m-3]

s tlou ka st ny   [m]

t teplota     [K]

t1 teplota v libovolném míst  st ny v daném ase    [K]

t1p teplota po áte ní     [K]

tmax teplota maximální     [K]

tmin teplota minimální     [K]

to teplota okolního prost edí     [K]

x, y, z globální sou adnice [m]

as      [s]
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