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ABSTRAKT

Abstrakt Cesky

Cilem bakalatské prace je feSeni systému linedrnich algebraickych rovnic metodou Monte
Carlo. Je zpracovana literarni reSerSe na toto téma. Déle byl navrzen experiment pro feSeni
algebraickych rovnic. Na zdkladé navrzeného experimentu byl poté vytvoien program
v programovém prostiedi Matlab pro feSeni systému linearnich algebraickych rovnic
metodou Monte Carlo. Program také zahrnuje feSeni pomoci numerickych metod. Tento
program je koncipovan pro vyuziti pfi vyuce predmétu Simulace systéml. Na zavér je
provedeno srovnani piesnosti vysledkli podle metody Monte Carlo a piesnosti vysledki

podle numerickych metod.

Abstrakt ve svétovém jazyce

The Aim of the bachelor thesis is solution of the system of linear algebraic equations by
Monte Carlo’s method. At first will be processed literary recherche on this theme. As next
will designed experiment for solution of algebraic equations. And on the basis designed
experiment will be create program in program’s environment Matlab for solution of the
systém of system of linear algebraic equations by Monte Carlo’s Metod include solution
by the help of numerical methods. This program will be drawn for utilization at education
of object Simulation of systems. And the last will be comparison of accuary of results by

Monte Carlo’s method and by numerical methods.
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UvVOoD

Mym tkolem je navrhnout experiment pro feSeni systému linedrnich algebraickych rovnic
metodou Monte Carlo. Dale sestavit program v prosttedi MATLAB, ktery realizuje
navrzeny experiment. Program bude také obsahovat feSeni pomoci numerickych metod.
Cilem je pfizplsobit tento program tak, aby se posluchactim pfedmétu Simulace systémut
dostalo nazorné ukazky, jakym zplisobem jak kterd metoda pracuje. Jaky vliv ma na feSeni
pocet iteraci a tad soustavy. Tato bakalafskd prace by meéla dale popsat vyhody c¢i

nevyhody pouziti metody Monte Carlo.

V této bakalatské praci budu testovat dvé soustavy rozdilného fadu. A to soustavu 2. fadu
a soustavu 5. fadu. Na téchto dvou soustavach budu praktikovat jak numerické metody tak
metodu Monte Carlo. U obou soustav budu ménit pocet iteraci a pozorovat presnost
dosazeni spravnych hodnot kotenil. Jako ptesnou hodnotu budu povazovat hodnoty
vypocitané pomoci analytické metody. U obou soustav provedu statistické vyhodnoceni.
Toto statistické vyhodnoceni bude spocivat v porovnani kvadratické odchylky chyby. To
znamena jak moc je metoda Monte Carlo piesna ¢i nepfesna pii konkrétnim poctu iteraci.

A na zakladé tohoto vyhodnoceni provedu zavér.
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I. TEORETICKA CAST
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1 METODA MONTE CARLO

1.1 Metoda Monte Carlo — jeji vznik a podstata

V posledni dobé mizeme ve vyvoji matematiky jakoz 1 v jejich konkrétnich metodach
zaznamenat vznikdni velmi uziteCnych oblasti, které svym ndzvem mohou u nezasvécence
vzbudit piedstavu néfeho nejen neuziteCného, ale dokonce 1 nepotiebného. Ale ve vSech
ptipadech, které zname, je prav€é opak pravdou. To zjistime, sezndmime-li se
s problematikou, kterou fesi, nebo jsme-li svou ¢innosti pfivedeni k tuloham, na jejichz
feSeni tradini tlohy nestaci. Jmenujme alespoil nékteré : Matematicka teorie informace,
Matematickd teorie her, Metoda Monte Carlo. Tyto tfi uvedené uzitecné matematické
teorie a metody vznikly z konkrétnich pozadavkd na feSeni slozitych problému z Siroké
palety obort prirodovédnych, technickych, ekonomickych a dalSich. Pti této ptilezitosti ale
nesmime zapomenout na jednu neobvyklou skute¢nost spocivajici ve faktu, ze vznikly na
zéklad¢ pozadavkll na feSeni problému 1 samotné matematiky. Dalsi zajimavy aspekt
spoc¢iva v tom, ze nevychdzi ve své podstaté z teorie pravdépodobnosti a matematické
statistiky, které patii vsouCasné dobé kjedném znejrychleji se rozvijejicich
matematickych disciplin. Samy tyto vychozi matematicky velmi néaro¢né discipliny
manipuluji s pojmy, které jsou jak na své filozofick¢é hladiné, tak na hladiné
matematického definovani, velmi slozité. Jde predevSim o pojmy ndhody,
pravdépodobnosti a statistiky. A prostfednictvim téchto pojmu, které jak v minulosti, tak
jesté dodnes vyvolavaji u mnohych nedivéru, mizeme dnes fesit problémy tradi¢nimi
metodami nefesitelné. A kromé toho, jak se pokusime dolozit, umoznuji nékteré tradi¢ni
pojmy, postupy feseni a vysledky interpretovat zpiisobem naprosto neo¢ekavanym. Ale jak
pravi znamy slogan :,,vSechno jiz bylo nékdy objeveno®, 1 v nasich ptipadech je nutné opét
pfipomenout skutecnost, ze zdkladni ideje byly vysloveny historicky daleko dfive, nez se
ukazala moznost a nutnost jejich seridoznich vyuziti. Uvedena metoda je piedevSim
mistrovskou ukazkou schopnosti matematicky modelovat a poté simulovat jevy, procesy ¢i
vypocty, cestami, které s feSenim ptivodné zadaného problému zdanlivé zadnou souvislost
nemaji. Krom¢ toho jej uvedené postupy donuti zamyslet se nad interpretaci ziskanych
vysledki, nad interpretaci odliSujici se od vzitych ptedstav. Dale se potom ukéze, Ze
uvedena simulace ,netradi¢nich souvislosti metodou Monte Carlo je schopna
v matematické formé¢ dospét k vysledku rychleji, ,,takika bezpracné®, oproti tradi¢nimu

postupu. Podstata uvedené¢ho pojmu ,netradicni souvislost™ spoc¢iva v tom, ze metodami
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teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky, které tvoii matematické vychodisko
k podchyceni zakonitosti hromadnych nahodnych jevli a procesti, jsme schopni fesit
problémy a ulohy, nemajici sndhodou viibec nic spolecného. A jest€¢ jednu, ne
nepodstatnou poznamku. Metody a pfistupy k feSeni, které jsou predmétem této prace,
nabyly sviij soucasny vyznam v souvislosti s prudkym rozvojem vypocetni techniky. Jiz
ztoto, co bylo byt kratce feceno, vyplyva, Zze jsou to teorie pravdépodobnosti a
matematicka statistika, které tvofi matematicky zaklad metody Monte Carlo. Abychom
tedy metodu Monte Carlo pochopili a mohli ji ucelné¢ vyuzivat, musime uvést nckteré

zékladni pojmy a matematicky aparat téchto dvou disciplin.

1.1.1 Odkud se vzal nazev Metoda Monte Carlo

Vyslovime-li slova Monte Carlo, u drtivé vétSiny lidi se vybavi pfedstava hazardniho
hraé¢ského doupéte v horSim ptipad¢, resp. hazardnich hract z vyssi spolecnosti v lepSim
ptipadé. Pravdou je, Ze MONTE CARLO je nazev dnes po celém svété vyhlaseného
mésteCka v Monackém kniZectvi, plného heren, ve kterych hlavnim pojmem je ruleta jako
nastroj vyher na strané jedné a propadll na stran¢ druhé. Metoda Monte Carlo ma dnes jiz
vice jak padesatiletou historii. Byla formulovéna a soucasné i prakticky vyuzita béhem
druhé svétové valky prednimi védeckymi pracovniky Johnem von Neumannem a
Stanislavem Ulamem ve Spojenych statech americkych. Pti vyzkumu chovani neutronti a
moznosti jejich pronikdni riznymi latkami se objevil dilezity problém, jak urcit procento
neutronti v urcité sprsce, ktera pronikne naptiklad nadrzi vody urcitych rozmért. Tento
problém nebylo mozno fesit ani teoreticky ani prakticky, pfestoze si disponovalo takovymi
nezbytnymi udaji jako: prumérnd vzdalenosti mezi dvéma srazkami neutronu s atomy
uhliku nebo kysliku, mnozstvi energie, kterou ztraci neutron béhem srazky, atd. Pies
znalost téchto informaci nebylo dlouho mozné najit praktickou metodu pro predpoveéd
uplného dalSiho chovani jednotlivého neutronu, jinak feceno pro ptedpovéd uplného
dalsiho chovani jednotlivého neutronu, jinak feceno pro predpovéd celé dalsi ,historie
jeho Zivota®. Neumann a Ulam vyfteSili problém genidlnim ndpadem vyuzit k modelovani
pro ptedpovédi ,.historie zivota neutronu® odeddvna zndmou techniku kola rulety. Odtud
také pochazi nazev, ktery autofi metod¢ vystizn€ dali: METODA MONTE CARLO.
Pomoci této metody bylo mozné predpoveédét trajektorii kazdého neutronu daného svazku.
Simulace pohybu neutrontl ,,putujicich* ve vodé a ndhodné& se srazejicich s atomy vodiku a

kysliku vypadala nasledovné: je napiiklad znamo, ze ndhodny jev — neutron pfi srdzce
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s atomem vodiku bude atomem pohlcen — nastane primérné v jednom ze sta moznych
ptipadi. Pro vytyceni trasy pohybu neutronu se rozto¢i kolo rulety rozdélené na sto dilkd,
z nichz pouze jeden je odlisSné vyznaceny a oznacuje ,,pohlceni neutronu atomem vodiku®.
Jestlize se kolo rulety zastavi pravé na tomto dilku, oznacuje se to ,.konec Zivota*
neutronu. V opacné piipad¢ se zjisti pomoci jiného kola rulety smér a rychlost neutronu po
srazce. Potom pomoci dal§itho kola rulety se rovnéz nahodné urci, jakou trajektorii
probéhne neutron, nez nastane dalSi srazka bud’ s atomem vodiku nebo kysliku, atd.
Simulace ,,historie Zivota® neutronu se provadi tak dlouho, dokud bud’ neni pohlcen, nebo
dokud neztrati tolik energie, ze jeho kone¢né vylétnuti z nadrze nés piestane zajimat.
Ptesto, Ze je takto cely problém formulovan jiz ve znacné zjednoduSené formé, je celkem
jasn¢ zietelny vysoky stupet komplikovanosti celého problému. Kdyz provedeme velky
pocet takovych simulaci, ziskdme dfive ¢i pozdé&ji vice méné piesnou informaci o procentu
neutront, kterym se podafilo uniknout znadrze. Stupen spolehlivosti a ptesnosti této
metody je urCen matematicko-statistickymi metodami teorie odhadu, o nichz dale
pojednam. Jiz pfedem ale mtizeme fici, Ze uvedené parametry hodnotici kvalitu vysledku
budou odvislé od poctu provedenych pokusi.Kdybychom chtéli skute¢né simulovat cestu
svazku, slozeného napf. ze sta tisic neutrond, pficemz trajektorie kazdého neutronu by
vedla pies stovky srazek s atomy vodiku a kysliku, potom feSeni uvedeného problému
uzitim kol rulety by bylo samoziejmé prakticky neproveditelné. Realizace by vyzadovala
mnoho let, stravenych pouze uvadénim rulety v chod a zaznamenavani ndhodn¢ ziskanych
vysledki. Na druhé strané ale vime, ze piipadna realizace takového experimentu by
skutecné k hledanym vysledkiim dospéla. A vtom spociva genialita napadu autort
metody. Shodou historické soubéznosti mohla byt pravé popsana simulace jiz v té dobé
realné provedena samocinnym pocitacem majicim k dispozici vhodny soupis ndhodnych
¢isel pro kazdy zmoznych ptipadl, které mohou potkat neutron na jeho trajektorii.
V odvislosti od rychlosti soucasnych pocitacli je Cas potiebny k ziskani spolehlivych a
presnych vysledki velmi kratky. Postupem casu se ukdzalo, pfedevSim diky teorie
modelovéni, ze podobnym zplsobem lze fesit slozité problémy technické, ekonomické,
problémy z oblasti Cinnosti telefonnich central, fizeni dopravy, hromadné obsluhy,
kontroly stavu zasob a dalsi. Jedno z nejvétSich piekvapeni se vSak zrodilo, kdyz se
ukazalo, Ze timto zplisobem lze fesit 1 nékteré problémy v samotné matematice, a to velmi
efektivné, vezmeme-li v ivahu vykonnost soucasné vypocetni techniky.Z uvedeného

rovnéz vyplyva, ze uziteCnost a efektivnost metody Monte Carlo je podminéna vykonnosti
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vypocetni techniky, kterou mame k dispozici. Pfedpokladejme, ze neutrony jsou jednotlivi
lidé, nadrz vody, ve které neutrony ,,putuji* je zivot onéch lidi. Atomy kysliku a vodiku, se
kterymi se neutron srazi, reprezentuji udalosti: narozeni, uzavieni manzelstvi, rozvod,
umrti a mnoho dalSich. Pro zjednodusSeni se vySlo z pfedpokladu, ze zékladni jednotkou
Casu ziti ¢lovéka je jeden mésic. Jednotlivé znaky pozorované na jednotkach vybéru jako:
vék, pohlavi, zaméstnani, pocet déti v roding, atd. byly vybrany shodné s jejich rozdélenim
v celé populaci, k emuz bylo nutné provést odpovidajici statistické Setfeni. ZjiSténé
informace byly pfeneseny na kola rulet a simulace se mohla realizovat. Tak vznikl prvni
demograficky model USA jako vysledek simulace metodu Monte Carlo. Zahrnoval obdobi
desiti let, po¢inaje dubnem roku 1950. Jeden z dalSich zavért, ktery je mozny jiz nyni
ucinit, spociva ve zjisténi, vyplyvajicim z vyuziti modelu rulety, ze metodu Monte Carlo je
mozné aplikovat vSude tam, kde je feSeni problémi zéavislé urCitym zplisobem na
pravdépodobnostech, piicemz jde o feSeni problémt, pro které je vypracovani explicitniho

algoritmu feSeni obtizné, ne-1i viibec nemozné.

1.2 Numericka matematika a metoda Monte Carlo

Stale vétsi nutnost aplikaci nejriiznéjSich matematickych metod v ptirodovédnych oborech,
mediciné, technice, ekonomice a jinde nuti matematiku ptichazet s prostredky, které v té
které fazi vyvoje zajisti nejvétsi upotiebitelnost. Zatimco z historického hlediska se
donedavna matematika soustfed’ovala piedevSim na feSeni vlastnich teoretickych
problémil, pak se v posledni dobé — zejména s objevenim a rychlym rozSifovanim
kvalitnich pocitaci — obraci pozornost stale vice 1 na praktické vyuziti téchto ziskanych
vysledkli. A je to pravé vypocetni technika (numerickd matematika), ktera reprezentuje
spolu s programovanim na pocitac¢ich mohutny prostiedek pro praktické provadéni
numerickych vypoctl. V hlavnich rysech zakladni cesty soucasné¢ho vyvoje numerické

matematiky charakterizovat nasledujicimi vzajemné souvisejicimi skute¢nostmi:
1. neodmyslitelné pouzivani pocitacli s vysokou a stale nartistajici produktivitou;
2. realizace vycislovacich algoritmi s velkym poctem aritmetickych operaci;

3. rozpracovani novych tfid algoritmii s ohledem k jejich moZnosti realizace na

pocitacich.
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Obvykla tradicni cesta pii feSeni néjaké tlohy spociva v tom, Ze se uda algoritmus, tj.
posloupnost urcitych operaci, pomoci kterého se urci hledana velic¢ina ¢ bud’ pfesné, nebo

s ptfedepsanou piesnosti. Oznacime-li

0,.0,,...,0, ...

odpovidajici vysledky postupné¢ nahromad’ovanych pocetnich procedur, potom

pozadujeme, aby

lim@, =0

n—>0

Pfitom v ptipadé konecného poctu operaci se proces zastavi na néjakém kroku. V tomto
ptipadé je vycislovaci proces piisné determinovan: dva rizni vypoctari, odmyslime-li
chybu pii vypoctu, pifijdou pfi realizaci stejného algoritmu ke stejnému vysledku. Pii
vypoctové praci se matematika vzdy stfetdvala s nariistajici slozitosti feSené problematiky
a stale vice se stietdvala s narGstajicim feSenim uloh, kdy zkonstruovani ur¢itého algoritmu
je prakticky neproveditelné, resp. konec koncii 1 sestrojeny algoritmus je slozity a pro
vyuziti neefektivni. V takovych piipadech se ukazuje jednoznacné vyhodné zamyslet se
nad moznosti obratit pozornost k modelovani matematické podminky tlohy (jak tomu bylo
v ptipadé fyzikdlni problematiky) a vyuzit k tomu pravdépodobnostnich a matematicko-
statistickych postupli. Tato myslenka se ukézala velmi plodna, a protoze simulace metodou
Monte Carlo ve fyzice méla za sebou fadu uspéSnych feseni, byla obracena pozornost
pravé na tuto metodu. Uspéch se zakonité dostavil. Zakladni myslenka metody Monte
Carlo, jinak také metody statistickych pokustli, v tomto piipadé spociva na spojitosti a
vztahu mezi pravdépodobnostnimi charakteristikami riznych nahodnych procest (napf.
pravdépodobnostmi ndhodnych jevi, stfednimi hodnotami ndhodnych veli¢in apod.) a
veli¢inami, které jsou feSenimi uloh z riiznych matematickych oblasti (napf. matematické
analyzy). Ve smyslu této aplikace se tedy rozumi pod pojmem Monte Carlo vSechny
postupy numerického feSeni matematickych, fyzikdlnich a jinych problémt, realizované
pomoci mnohokrat opakovanych ndhodnych pokust. Odhady hledané veliCiny se ziskavaji
statistickou cestou a maji tedy pravdépodobnostni charakter. Oznafime v tom piipadé

odhady

6,6,,...,0,....

za hledanou hodnotu wveli¢iny &, které ziskdme statistickym zpracovanim

experimentalniho materidlu, ktery jsme obdrzeli jako vysledek néjakych mnohokrat



UTB ve Zliné, Fakulta Technologicka

opakovanych ndhodnych pokusl.. PoZzadujeme, aby v tomto piipadé veli¢ina 6, , kde n

znaci pocet pokusi, ktera je tzv. velicinou ndhodnou, pii n — oo konvergovala k hledané
hodnoté & v pravdépodobnosti. Tim rozumime splnéni vztahu, aby pro libovolné¢ malé

g >0 platilo

limP( 6, -0<e)=1

n—0

Vybér odhadu 6, je podminén typem a zvlastnostmi specifikujicimi feSenou ulohu.

Hledana hodnota @ v ramci uvedeného jevu, jako stfedni hodnota né€jaké nahodné veliciny

atd., prosté jako né&jaky statisticky parametr. Veli¢iny 6, maji charakter statistickych

odhadi a souvisejici s hledanou hodnotou @ prostiednictvim pravdépodobnostnich
zékonitosti. Miuzeme tedy fici, ze pfi této interpretaci je vypocetni proces
nedeterministicky, jelikoz je urcovan vysledky ndhodnych pokusi. Spojitost mezi
nékterymi ndhodnymi procesy a feSenim odpovidajicich diferencialnich rovnic je znama
jiz od konce minulého stoleti. Na vztah mezi procesem nahodného bloudéni (napft. Castice
v kapaling), upozornili (1928) ve svych pracich fyzikové Albert Einstein a Marian
Smoluchovsky. Klasicky ptistup byl charakterizovan tim, ze zkoumani nahodného procesu
se pokladalo za vycCerpavajici — samoziejmé v jistém smyslu, jestlize se urceni
charakteristik toho kterého procesu pievedlo na feSeni analytické ulohy. Pfitom feSeni
analytické ulohy, nehled¢é na stupen slozitosti, tvofilo dals$i nezavislou etapu zkoumani.
Avsak teprve vroce 1949 bylo patrné poprvé poukazano na okolnost nds piedevsSim
zajimajicim, Ze by uvedena klasicka uloha mohla byt obradcena. Misto feSeni analytické
ulohy je mozné modelovat nahodny proces a vyuzit statistickych odhadta
pravdépodobnosti, stfednich hodnot odpovidajicich statistickych charakteristik. Je tedy
v ramci tohoto pfistupu nutné vzdy sestrojit takovy pravdépodobnostni model, jehoz
parametry reprezentuji feSeni formulované ulohy. Prakticky jsou zajimavé samoziejmé jen
ty pravdépodobnostni modely, které ptipoustéji relativné jednoduchou realizaci a jsou
proveditelné na soudobych pocitacich, pficemz dovoluji ziskat odhady neznamych
parametr (hodnoty vysledka tloh) s pokud co mozno nejmensi chybou (méfenou napf.
rozptylem). I vtomto pfipad¢ plati jiz shora uvedena poznamka, Ze efektivni vyuziti
metody Monte Carlo uzce souvisi s rozvojem vypocetni techniky. Ve prospéch metody
Monte Carlo mluvi i to, Ze neni nutné znat vnitini vztahy mezi vysledky experimentti a
hledanymi feSenimi tloh a postaci pouze vyjasnit komplex podminek, pii jehoz realizaci

ma misto vné&jsi souvislost. Tato okolnost poskytuje moznost vyuzit metodu Monte Carlo
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v

pro feSeni uloh nejrozmanitéjSitho typu, vcetné 1loh logického charakteru.

Z matematickych problémt, pro které je uziti metody Monte Carlo jiZ rozpracovano:
a. vypocet urcitych integralii véetné nasobnych;
b. feSeni systému linedrnich rovnic;
c. hledani kotfenti rovnic, vypocet hodnoty funkce.

Dalsi dulezita okolnost svéd¢ici ve prospéch rozsahlé aplikability metody Monte Carlo je
vtom, ze kieSeni uloh naprosto rizné podstaty je mozné wuzit jednoho
pravdépodobnostniho modelu a naopak pro feSeni jedné konkrétni tlohy je mozné v ramci
metody Monte Carlo vytvofit fadu riznych simulacnich schémat. Na zavér piedchozich
ivah podtrhnéme nasledujici skute¢nost. Uspéch aplikace metody Monte Carlo zavisi
krom¢ jiného na uspéSném uspotradani nahodného pokusu v ramci simulace. To ale zase
uzce souvisi se systémem ndhodnych ¢isel, pomoci nichZz se vypocet provadi. Na jeho
kvalité zavisi i kvalita ulohy. Je mozné konstatovat, ze uspéch celého vypoctu metodou

Monte Carlo na pocitaci je uréen v podstaté tfemi zakladnimi faktory:
1. kvalitou generatoru nahodnych cisel, resp. pseudondhodnych ¢isel;
2. vybérem racionalniho algoritmu vypoctu;

3. kontrolou ptesnosti ziskaného vysledku.

1.3 ReSeni soustav linearnich rovnic pomoci metody Monte Carlo

Soustavu linedrnich rovnic zapiSeme v maticovém tvaru

Ax =b, (1)
Kde 4= [a;] pro ,j=12,...,N,
b — sloupcovy vektor pravych stran.
Soustavu (1) upravme na tvar
X =a+ Hx. 2)

Transformaci soustavy (1) do tvaru (2), jenz je pouzivan v iteranich postupech feSeni
soustavy linedrnich rovnic, mizeme jednoduse provést tak, Ze matici A vyjadiime jako

rozdil

A=V-W,
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Kde matici ¥ volime tak, abychom matici ¥/ snadno nasli. Polozime-li
H=V'W, a=V"b,
dojdeme k tvaru
X =a+ Hx.

Podobné jako u iteracnich metod feSeni soustav linedrnich rovnic pozadujeme, aby pro

normu matice H platilo || H || < 1, kde norma matice H je napf.

| H ||= max(Zl h, |j.
i J

Pro zacatek predpokladejme, ze prvky matice H splituji podminky:

1. h; 20 proi=1,2,...,N,aj=1,2,...,N,

N
2.3 h;<1 proi=1,2,...,N.

Jj=1
Pokud existuji feSeni soustavy (2), Ize jej napsat ve tvaru

x=[J-H]a,

matici [J — H] ™' miizeme za uvedenych piedpokladi vyjadfit ve formé fady
[J-H'=J+H+H’+..=) H"
k=0
takze x=a+ Ha+ H"a+ H’a+... . Specialné pro i-tou slozku feSeni plati
Xo=a,+ Y hya, + Y Y hyhga, + Y > b hea; + 3)
J k j m k

Matici [J-H]' miZeme za uvedenych piedpokladii povaZovat za fundamentalni matici
absorpéniho Markovova fetézce. Dopliime matici H podminénych pravdépodobnostni

piechodu P tak, Ze ptidame jeden absorp¢ni stav. Matice P ma potom tvar

| H|r
P‘[ou} @

Kde 0=(0,0, ..., 0) arje sloupcovy vector se slozkami

N
7, =1—Zhij proi=1,2,...,N.

J=1
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Vytvoftili jsme tedy Markoviv fetézec s N + 1 stavy, ve kterém posledni stav je absorp¢ni,
nebot’ pravdépodobnost setrvani v tomto stavu je jednotkova. Generujme nyni ndhodné
posloupnosti stavii Markovova fetézce s matici podminénych pravdé pravdépodobnosti
ptechodu (4) za ptedpokladu, ze vychézi z i-tého stavu pro i = 1, 2, ..., N. Dostaneme

posloupnosti stavi typu
& =1, J1s Jyseer ji» N +1],

kde ji, jo, ..., jk € {1, 2, ..., N}. VSechny posloupnosti a’ kon¢i &islem absorpéniho
stavu. Posloupnostem ' ptifadime hodnoty ndhodné veli¢iny X(«') pfedpisem
- a,
X(a')y=—£. (5)
i
Veli¢ina X nabyva tudiz hodnot

a, a a
L, =2 ..,=x, (6)

hn r 2 Iy
které zavisi na &isle posledniho stavu posloupnosti a' pied absorbei. Pro stfedni hodnotu
diskrétni nahodné veli¢iny X(«') plati
A Noa,
E[X(@)]=2,~p,, (7)
=
kde p; jsou pravdépodobnosti, s nimiZ veli¢na X nabyva hodnot (6), tj. pravdépodobnosti,

ze v stavové posloupnosti v i-tém stavu, bude predposlednim prvkem j-ty stav.

Pravdépodobnosti p, miizeme snadno urCit nasledujici uvahou. Pravdépodobnost, ze

systém piejde v k krocich ze stavu i do stavu j a v bezprostiedné nasledujicim kroku do

absorpc¢niho stavu, je dana soucinem

k —
h;r; prok=1,2, ..., (8)

k . . v . v ’ v o ~
kde h; je prvek matice H*. Pravdépodobnosti p ; dostaneme sectenim soucind (8) pres

vSechna £, neboli

0
_ k
Py =2 Iy,
k=0

Dosazenim do vzorce (7) dostaneme
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N ) o N
ZR(COIED VD WIED IR
J=1 'j k=0 k=0 j=1

Srovndme-li posledni vyraz se vztahem (3) , vidime, ze

x, = E[X(a")], (9)

nebot’
h)=5;, kde 5, =0 proi#ja
o,=lproi=k
h; =h,
%:;%%’

h; = ;;himhmkhkj

atd.

Rovnost (9) ptimo udava navod, jak ptibliznou hodnotu i-té slozky vektoru feseni soustavy

linedrnich rovnic (2) za uvedenych predpokladli o matici H :

Generujeme nahodné posloupnosti stavii specifikovaného Markovova fetézce, které konci
absorpnim stavem. Na zakladé¢ dostatecné velkého poctu posloupnosti vychazejiciho
zi-t¢tho stavu vypocitdime primér hodnot veli¢iny X, pfifazenych jednotlivym
posloupnostem vztahem (5). Primér je nestrannym odhadem hodnoty E[X(a')], a tedy
ptibliznou hodnotou x;. Pro odhad velikosti chyby je vyhodné zaroven pocitat vybérové
rozptyly hodnot veli¢in X(a'). Pfi stanoveni intervalu spolehlivosti pro E[X(a')]

muzeme pouzit postupll znamych matematické statistiky.
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2 RESENI SOUSTAV LINARNICH ROVNIC POMOCI
NUMERICKYCH METOD

V této praci budou vyuzity k dosazeni vysledki krom¢é metody Monte Carlo také
numerické metody. A budou to tyto iteratni metody. Prosta iteratni metoda, Seidlova
iteratni metoda, Jacobiova metoda a Gauss-Seidelova. Iteracni metody maji vyznam
hlavné pti feSeni rozsahlych soustav. Pfi feSeni iteracnimi metody se vytvari posloupnosti

postupnych aproximaci, které¢ konverguji k pfesnému feSeni.

2.1 Prosta itera¢ni metoda

Pti prosté iteracni metod¢ prevadime soustavu Ax=b na ekvivalentni soustavu tvaru

x=Ux+v a vytvofime posloupnost postupnych aproximaci podle vzorce
xV =Ux +v k=0,1,...

kde x© je libovolnd pog&ate¢ni aproximace. Pokud tato posloupnost konverguje, hovoiime

o konvergentnim iteraCnim procesu.

Nutna a postacujici podminka konvergence iteracniho procesu: Iteracni proces konverguje

nezavisle na volbé pocate¢ni aproximace x'” tehdy, kdyZ spektralni polomér matice
pU) <1
to znamena, pokud nékterd z norem matice U je menSinez 1 - ||U||<I.

Pro praktické pouZiti piSeme ve tvaru

n
x[(k“) =V, + Zuux(.k) (10)
=

g

kde i=1,...,n k=0,1,2.....

2.2 Seidelova itera¢ni metoda

Na rozdil od prosté iteratni metody pii vypoctu i-t€ho vektoru (k+7) aproximace

. y v v r ¥ . k+1 k+1
dosazujeme do pravé strany uz vypoditané soufadnice x{**",...x{"}".

i1 n
(k+1) _ (k+1) (k)
=D Y+ D x4, (1)
=l =i
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kdei=1,...,n k=0,1,2, ...

Nutna a postacujici podminka konvergence iteracniho procesu je stejna jako u predchozi

Prosté itera¢ni metody.

2.3 Jacobiova metoda

Jak pro Jacobiovu tak pro Gauss-Seidelovu metodu se vychdzi ze soustavy Ax=>b, piicemz
vSechny diagonalni prvky matice A jsou nenulové (dosdhneme vhodnou upravou). Potom

pro soufadnice vektoru feSeni plati :

':_(b B Zalj X

j=1,j#i
kdei=1,...,n
Soustava Ax=b bude tedy upravené na ekvivalentni soustavu

x=U,x+v,

kde
0 a ag; a,
|
ai, ai ai, p
a 11
21
0 b,
a PR ——
U =| 9 _—
2 0 2] b
- b
nl
p 0 a,,

Pro (k+1) aproximaci plati
x* = [b - Zay 5")] (12)
ll J=Lj#i

Nutna a postacujici podminka pro konvergenci iteraéniho procesu: Je-li spektralni polomér

matice p(U, < 1), potom metoda konverguje nezavisle na volb& x°.

Postacujici podminka: Pokud matice A4 soustavy je ostie diagonalni dominantni, pak

Jacobitiv iteraéni proces pro soustavu x“*" =U,x* + v, konverguje nezavisle na x°.
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2.4 Gaussova-Seidelova metoda

Nutné a postacujici podminka pro konvergenci je stejnd jako u Jacobiovy metody.

Pii vypoctu x**" hodnoty pouzivame jiz vypogitané hodnoty x{“"..x{I" a vypoget

postupnych aproximaci po¢itdme podle vzorce:

i—1
xi(k+1) (b a, x(k+1) Zall J] (13)

Jj=1 J=i+l

kdei=1,...,n
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II. PRAKTICKA CAST
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3  POPIS SIMULACNIHO MODELU

3.1 Popis uzivatelského prostredi

Po spusténi programu se uzivateli zobrazi nasledujici uzivatelské prostiedi:
=loix|
Zadejte po&et iteraci : |

Soustava je dana tvarem Ax = b Prely matice A zadawvejte po Fadcich, Fadky oddélené stfednikem.Prvky wektor B zadawvejte oddélene strednikem.

Zadeijte matici A : |

Vypodet

Zadeijte vektor b : |

Biyla zadana soustava ve tvaru

Vysledky :

Metode Monte Carlo |

Prosta iteradni metoda |

Seidelova iteradni metoda |

Jacobiova metoda |

Gaussova-Seidelova metoda |

Analyticky |

Obr. 1. Uzivatelské prostredi po spusteni

Jako prvni se zadava pocet iteraci. To znamena, kolik zpfesnéni ma dany simula¢ni model
provést pro metody Prostd iteracni, Seidlova iteracni, Jacobiova a Gauss-Seidelova. Pro
metodu Monte Carlo tento udaj znamena kolik experimentii ma dany systém provést. Cim
vEtsi pocet iteraci se zada, tim delsi bude vypocetni doba. Také hodné zalezi na vykonnosti
pocitace, na kterém simulaci provadime. Pod poctem iteraci je informativni véta, ktera
udéava, jakym zplisobem se ma soustava zadavat. Soustava je ve tvaru Ax=b. Jako prvni se
zadavaji prvky matice A, zadéavaji se po fadcich, fadky oddé€lené stfednikem. A prvky
vektoru b se zadavaji oddélené stfednikem. Vedle oblasti pro zadavani soustavy je tlacitko

Vypocet, kterym se zpusti samotny program.

Dalsi polozkou je pole, ve kterém se vypiSe dana soustava v fadkovém tvaru. Napf.

soustava zadana tvarem matice A - ,,9 -2;-2 13 a vektorem b — ,,7;11* se do tohoto pole
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vypise jako ,,+9 x1-2 x2 =7 || -2 x1+ 13 x2 = 11||*. Pod timto polem se nachazi oblast

vysledkii, ve které se vypisuji vysledky jednotlivych metod.

w

3.2 Ukazka programu pri FeSeni systému linearnich rovnic

Jako prvni se zad4 udaj iteraci. V druhém kroku se zada matice A a vektor b ve spravném
tvaru. Hledani kofent se spusti tlacitkem Vypocet a program vypocita dle jednotlivych

metod kofeny soustavy a vypise je do prislusného pole. Viz Obr. 2.

1=
Zadeijte polet iteraci [0

Soustava je dana tvarem Ax = b Prely matice A zadawvejte po Fadcich, Fadky oddélené stfednikem.Prvky wektor B zadawvejte oddélene strednikem.

Zadejte matici A : | 103-2-11:2151222-51331:21-3203,12-3117

Vypodet

Zadeijte vektor b : | 0.1:32:5:2:5

Biyla zadana soustava ve tvaru

| F1001+3 022 437 v+ 05 =072 01415 0247 w342 wde2 85 =3 20142 ¥1-5 w2413 0343 w1 05 =012 w147 023 03420 043 05 =201+7 w142 02-3 w341 w4417 05 =5

Vysledky :
Metode Monte Carlo | 0067925 0216156 0.41786 011143 033131
Prosta iteradni metoda | 0.024046 012647 0.33097 0.097506 0.3393
Seidelova iteradni metoda | 0.024066 012648 0.33036 0.037516 033931
Jacobiova metoda | 0.024064 012648 0.33095 0.087512 033931
Gaussova-Seidelova metoda | 0.024066 012648 0.38096 0.087516 0.33931
Analyticky | 0.024066 0.12648 (038096 0.097516 033931

Obr. 2. Ukadzka vypoctu korenii
Pti provadéni programu je nejprve soustava upravena na tvar, ktery vyhovuje kritériim,pti
kterych je vypocet korektni. Témito kritérii je bud’ fadkova nebo sloupcovd norma matice
a spektralni polomér matice. Program je oSetfen a pokud neni splnéna néktera podminka,

uzivatele informuje pomoci chybovych hlasek.

Pokud neni splnéna fadkova nebo sloupcova norma matice pro metodu Prosta iteracni a
Seidelova itera¢ni, to znamena pokud je néktera z norem vétsi nez jedna, program na to

upozorni chybovou hlaskou:
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J} Error Dialog =01 x|

a Mebyla zplnéna podminka pro vipodet Prostou a Seideloyvw metadou - néktera

norma matice je vetd nez 1

o |

Obr. 3. Chybova hlaska pro Prostou a Seidelovu metodu

Pokud neni splnéna podminka pro Jacobiovu a Gauss-Seidelovu iteracni metodu, coz

znamena ze spektralni polomér matice je vEétsi nez jedna, program uzivatele opé€t upozorni

chybovou hlaskou:

} Error Dialog =10 =|

Mebyla zplnéna podminka pro vipocet Jacobiovw a Gausz-Seidelovu metodou -
zpektraini polomér matice |2 v&té nes 1

o

Obr. 4. Chybova hldska pro Jacobiovu a Gauss-Seidelovu metodu

Podminka pro metodu Monte Carlo je velikost kterékoliv z norem matice mensi nez jedna.

Tato podminka je stejnd jako u metod Prostd iteracni a Seidelova itera¢ni. Pii nesplnéni

podminky program vypise varovnou hlasku:

i Error Dialog o ] |

Mebyla zplnéna podminka pro vwpocet metodou Monte Carlo - néktera noma
matice jg wetE nez 1

x|

Obr. 5. Chybova hlaska pro metodu Monte Carlo

Vsechny vysledky se automaticky ukladaji do souboru Vysledky.txt. Do tohoto souboru je

vypsan fad soustavy a jednotlivé koteny.
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& Lister - [H:\2aloha',UTB\BC}Matlab' ¥#sledky.txt] -3 =l
Soubor  Editace MoZnosti  Napovéda 100 %
Ujsledky pro soustavu 2. Fadu
1. koFen
1 Prosta 1.8313 Seidelova 1.08313 Jacobiova 0.992% Gauss-Seidel 0.9924 Honte Carlo 8.1758 Analyticky 1.0008
2 Prosta 8.9961 Seidelova 0.9961 Jacobiova 0.9997 Gauss-Seidel 0.9997 Honte Carlo B.2625 Analyticky 1.6088
3 Prosta 1.8883 Seidelova 1.0883 Jacobiova 1.8888 Gauss-Seidel 1.8888 Honte Carlo @.3588 Analyticky 1.60888
4 Prosta 1.8088 Seidelova 1.0888 Jacobiova 1.8888 Gauss-Seidel 1.8868 Honte Carlo 8.4375 Analyticky 1.0008
5 Prosta 1.0080 Seidelova 1.00888 Jacobiova 1.88008 Gauss-Seidel 1.8008 Honte Carlo 8.6167 Analyticky 1.0008
6 Prosta 1.8080 Seidelova 1.0888 Jacobiova 1.8088 Gauss-Seidel 1.0808 Monte Carlo B.7642 Analyticky 1.6088
7 Prosta 1.88688 Seidelova 1.0888 Jacobiova 1.8888 Gauss-Seidel 1.8888 Honte Carlo B.8792 Analyticky 1.60888
8 Prosta 1.08080 Seidelova 1.0888 Jacobiova 1.8088 Gauss-Seidel 1.8888 Honte Carlo 8.9667 Analyticky 1.60008
9 Prosta 1.0088 Seidelova 1.088688 Jacobiova 1.8888 Gauss-Seidel 1.80868 Honte Carlo 1.8542 Analyticky 1.68008
18 Prosta 1.0008 Seidelova 1.88688 Jacobiova 1.8880 Gauss-Seidel 1.8088 HMonte Carlo 1.1417 Analyticky 1.8080
2. kofen
1 Prosta 1.0088 Seidelova 1.08688 Jacobiova 0.9988 Gauss-Seidel 08.9988 HMonte Carlo 8.1833 Analyticky 1.08008
2 Prosta 0.9993 Seidelova 0.9993 Jacobiova 1.8088 Gauss-Seidel 1.0808 Monte Carlo B.2758 Analyticky 1.6088
3 Prosta 1.8081 Seidelova 1.0861 Jacobiova 1.8088 Gauss-Seidel 1.0808 Monte Carlo B.3667 Analyticky 1.6088
4 Prosta 1.08080 Seidelova 1.0888 Jacobiova 1.8088 Gauss-Seidel 1.80888 Honte Carlo 8.4583 Analyticky 1.060608
5 Prosta 1.08080 Seidelova 1.08868 Jacobiova 1.8888 Gauss-Seidel 1.808068 Honte Carlo 8.5588 Analyticky 1.68008
6 Prosta 1.8080 Seidelova 1.0888 Jacobiova 1.8088 Gauss-Seidel 1.0808 Monte Carlo 8.7333 Analyticky 1.6088
7 Prosta 1.8080 Seidelova 1.0888 Jacobiova 1.8088 Gauss-Seidel 1.0808 Monte Carlo B.82508 Analyticky 1.6088
8 Prosta 1.080680 Seidelova 1.0888 Jacobiova 1.8888 Gauss-Seidel 1.88688 Honte Carlo 8.9167 Analyticky 1.60608
9 Prosta 1.00080 Seidelova 1.00808 Jacobiova 1.00008 Gauss-Seidel 1.0008 Honte Carlo 1.0082 Analyticky 1.0008
18 Prosta 1.0008 Seidelova 1.88688 Jacobiova 1.8880 Gauss-Seidel 1.8088 HMonte Carlo 1.1800 Analyticky 1.8080
1| i

Obr. 6. Vypis souboru Vysledky.txt

3.3 Popis FeSeni pro metodu Monte Carlo

V prvnim kroku se musi soustava Ax=>b upravit na tvar odpovidajici kritériim pro vypocet
— normy matice, coZ je soustava x=a+Hx. Od diagondlnich prvki se odecte jednicka a
tento zbytek se prevede na levou stranu. V kroku druhém se celd soustava pod¢li levou
stranou. Timto ziskdme soustavu x=a+Hx, ktera spliiuje, Ze norma matice nebude vétsi nez
jedna a také to znamena, ze sumace prvkl jednotlivych fadka nebude vétsi nez jedna, coz
je taky jedna z podminek pro vypocet metody Monte Carlo. V dal§im kroku se zjisti tzv.
,vahy* soustavy, které jsou potiebné pro vypocet kotfent. ,,Vaha* soustavy nabyva dvou
stavii: = 1. ZjiSténi vah soustavy provadi cyklus, ktery prochdzi upravenou matici Hx.
Pokud je konkrétni prvek mensi nez nula, vaha se nastavi na -1, pokud je vétsi nez nula,
vaha se nastavi na +1. V dalSim kroku se sestavi matice pravdépodobnosti, kde elementy

jednotlivych fadkd odpovidaji pravdépodobnosti prechodi p,.V dal§im kroku se musi

uréit prechody, dle kterych se budou hodnotit stavy pro generovand cisla. Zjisténé

nahodné ¢islo x potom implikuje pfechody stavi. Pak nésleduje vlastni vypocet. Generuje
se nahodné ¢islo, které je mensi jednd, rovnomérné rozloZené na intervalu <O;l> pofizené

generatorem pseudonahodnych Cisel. Hned v prvnim kroku je testovano, zda generované

¢islo jiz neskoncilo ,,bloudéni®, tzn. Ze piekrocilo stav §,,,, jenZ je nazyvan ,,pohlcujici

n+l 2

sténou. Odtud vyplyva, Ze proces ,,bloudéni* ¢astice se zastavuje. Pokud ne, generuje se
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dal$i ndhodné c¢islo, dokud neni dosaZeno stavu S, . Odhad kofene je roven hodnoté

stfedni hodnoty &, .

X = B[]~ =Y X1

kde &, je ndhodna zavisla na ndhodnych trajektoriich T, .
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4 STATISTICKE VYHODNOCENI VYSLEDKU

Testovani probéhlo pro 2 soustavy a to soustavu 2. fddu a soustavu 5. fadu. Soustavy byly

testovany pro rtzny pocet experimentii. Pokud byl naptiklad zadan pocet iteraci 20

znamena to, ze 20krat musela castice piekrocit stav S ..

experimentll bylo méteni opakovano 20krat.

4.1

Statistické vyhodnoceni pro soustavu 2. radu

A pro kazdy ztéchto

Danou soustavu jsem testoval pro 8 experimentl s poétem iteraci - 2, 5, 10, 20, 50, 100,

500 a 800. Kazdy experiment byl 20krat opakovan. A ztéchto 20 pokust jsem udélal

pramérnou hodnotu a smérodatnou odchylku. Vysledky jsou piehledné¢ zobrazeny

v nasledujicich tabulkach. Testovana soustava byla zadana ve tvaru:

Tab. 1. Vysledky pro pocet iteraci=2 a pro pocet iteraci=35 pro soustavu 2. radu

Ox, —2x, =7

—2x, +13x, =11

Pocet iteraci = 2

Pocet iteraci =5

Cislo pokusu Koren x1 |Koren x2 [ Cislo pokusu Koren x1 Koren x2

1 1,77080 1,81250 1 0,87500 1,27500

2 1,77080 1,37500 2 1,22500 0,91667

3 0,87500 1,37500 3 0,87500 1,81670

4 3,10420 1,37500 4 1,23330 1,45830

5 1,77080 1,83330 5 1,23330 1,28330

6 1,31250 1,37500 6 0,69167 1,45830

7 2,66670 1,37500 7 0,70000 1,45830

8 3,58330 0,91667 8 0,88333 1,10000

9 1,77080 1,37500 9 1,40830 1,10000

10 1,31250 2,72920 10 1,05000 1,10000

11 2,20830 0,93750 11 1,23330 1,64170

12 2,68750 2,27080 12 1,23330 0,91667

13 1,77080 0,91667 13 1,23330 0,56667

14 1,77080 1,37500 14 1,05830 1,10000

15 1,75000 0,93750 15 1,23330 1,27500

16 0,87500 1,37500 16 1,05000 0,91667

17 1,31250 1,37500 17 1,23330 0,73333

18 1,31250 1,37500 18 1,05000 1,10000

19 1,77080 1,81250 19 1,40830 1,10000

20 2,20830 1,35420 20 1,05830 1,45830

Pramér 1,88019 1,46354 pramér 1,10988 1,18875
smérodatna 0,4402130 | smérodatna 0,20198456 | 0,298132
odchylka 0,6817279 7 | odchylka 4 9

analytické reseni

1

1

analytické reseni

1

1
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Tab. 2. Vysledky pro pocet iteraci=10 a pocet iteraci=20 pro soustavu 2. radu

Pocet iteraci = 10

Pocet iteraci = 20

Koien Kofen
Cislo pokusu Koren x1 x2 Cislo pokusu Koren x1 x2
1 1,14580 1,00420 1 1,00830 1,09580
2 1,05420 1,27080 2 1,14170 | 0,91458
3 1,14580 0,73333 3 1,14380 1,36670
4 1,05420 1,18750 4 1,01040 1,05000
5 0,87083 1,18750 5 1,09790 1,00210
6 0,69583 1,27500 6 0,87500 | 0,96250
7 1,23750 1,10000 7 0,73958 1,45830
8 1,14170 1,10000 8 0,82917 1,05420
9 1,05830 1,00420 9 1,05420 1,18750
10 0,87917 0,91667 10 1,05420 1,00830
11 1,59580 1,00420 11 1,09580 1,18750
12 1,59580 1,27500 12 1,10000 | 0,96458
13 1,14170 0,83750 13 1,18750 1,18540
14 1,32080 1,54580 14 1,14380 1,09790
15 0,51667 1,27920 15 0,78542 1,00830
16 1,23750 1,36670 16 0,82917 1,14380
17 0,77917 0,55000 17 0,92083 1,05210
18 1,14170 0,82500 18 0,91875 1,23130
19 1,14580 1,27500 19 1,00830 | 0,82917
20 1,41250 1,27500 20 0,78333 | 0,96250
Pramér 1,11067 1,10063 pramér 0,96393 | 1,08813
smérodatna 0,23575 | smérodatna 0,14758
odchylka 0,264545483 2| odchylka 0,1370077 9

analytické reseni

1

1

analytické reseni

1

1




UTB ve Zliné, Fakulta Technologicka

Tab. 3. Vysledky pro pocet iteraci=50 a pocet iteraci=100 pro soustavu 2. radu

Pocet iteraci = 50

Pocet iteraci = 100

Cislo pokusu Koren x1 |Koten x2 | Cislo pokusu Koren x1 Koren x2

1 0,90917 1,15170 1 0,86375 0,97125

2 1,03670 0,98917 2 1,09130 1,06130

3 1,16250 1,02330 3 1,00080 1,01500

4 0,90917 1,11420 4 0,96333 0,99833

5 1,05330 1,00580 5 0,96375 1,06000

6 0,92667 1,07920 6 0,87375 0,95292

7 0,89417 1,13330 7 1,04540 0,98875

8 0,98250 0,95417 8 0,93000 0,98792

9 0,94667 0,97167 9 0,93625 1,06080

10 0,90917 0,97250 10 0,95542 0,98875

11 0,73167 1,06080 11 0,99292 1,14130

12 1,03750 1,09580 12 1,03540 0,99917

13 1,00080 0,95167 13 1,01790 1,00670

14 0,89167 1,15170 14 0,99125 0,96958

15 0,98250 1,00670 15 1,07250 1,06080

16 0,85500 1,02330 16 1,04500 1,06960

17 1,09000 1,02580 17 0,97375 1,01420

18 1,00000 1,15000 18 0,96417 1,11460

19 0,91000 1,04330 19 1,03620 1,07000

20 1,01920 1,02670 20 1,00130 1,17630

Primér 0,95193 1,04654 pramér 0,98969 1,03536
smérodatna 0,0654582 | smérodatna 0,05820435| 0,058526
odchylka 0,0921594 7 | odchylka 5 3

analytické reseni

1

1

analytické reseni

1

1
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Tab. 4. Vysledky pro pocet iteraci=500 a pocet iteraci=800 pro soustavu 2. radu

Pocet iteraci = 500

Pocet iteraci = 800

Koren Kofen
Cislo pokusu Koren x1 x2 Cislo pokusu Koren x1 [x2
1 1,00460 0,98075 1 0,94625 1,03670
2 0,96583 1,02110 2 0,94219 1,03770
3 0,95575 0,99558 3 0,98052 1,03810
4 0,97508 1,02280 4 0,99833 0,98875
5 1,00260 1,05060 5 0,97094 1,01090
6 0,98733 1,03710 6 0,98516 1,00570
7 0,95900 1,00510 7 0,97266 1,05270
8 0,94083 1,03320 8 0,96224 1,00060
9 0,97383 1,02440 9 0,95656 1,00950
10 0,95650 1,02460 10 0,97010 1,01820
11 0,96267 1,05180 11 0,99063 1,04170
12 1,00310 1,02020 12 0,96776 1,01260
13 0,96283 1,00250 13 0,96714 1,01390
14 0,95208 1,00940 14 1,00740 1,06910
15 0,96992 1,03150 15 0,96000 0,99245
16 0,96258 0,98692 16 0,93828 1,01460
17 1,01190 1,01440 17 1,01520 1,01390
18 0,99100 1,06280 18 0,96229 1,06200
19 0,96075 1,02430 19 1,02450 1,03240
20 0,95858 1,01170 20 0,97885 1,00910
Pramér 0,97222 1,02054 pramér 0,97686 1,02303
smérodatna 0,02050 | smérodatna 0,0227526 | 0,02167
odchylka 0,019753171 9 | odchylka 7 3

analytické reseni

1

1

analytické reseni

1

1
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4.2 Statistické vyhodnoceni pro soustavu 5. radu

Soustavu 5. fadu jsem testoval pro 8 rliznych pocti iteraci a to pro pocet iteraci = 2, 5, 10,
20, 50, 100, 150 a 200. Tato soustava nebyla testovana pro takovy pocet iteraci jako
pfedchozi soustava 2. fadu, nebot” vypocetni doba byla netimérné¢ dlouhd. Pfi takovéto
simulaci hraje vyznamnou roli vypocetni vykon pocitace, na kterém simulaci provadime.

Pro ukazku jsou zde 3 tabulky. Dalsi jsou pfiloZeny na CD.
Testovana soustava byla zadana ve tvaru:
10x, +3x, —2x; —x, +x, = 0,1
2x, +15x, + x5 +2x, +2x, =3,2

2x, —5x, +13x; +3x, +x;, =5

2x, +x, —3x; +20x, +3x, =2

X, +2x, =3x;+x, +17x5 =5

Tab. 5. Vysledky pro pocet iteraci=2 pro soustavu 5. radu

Pocet iteraci = 2

Cislo pokusu kofen x1 koren x2 koien x3 koien x4 koien x5
1 0,1197 0,1866  0,4637 0,0415 0,5158

2 0,0870 0,3894  0,6861 0,0016  0,0313

3 0,5314  0,2923 0,4257 0,0594 0,6239

4 0,1304 0,2286  0,2711 0,4744  0,5208

5 0,1917 0,2286 0,9476 0,1104 0,6189

6 0,1609  0,1811 0,4637 0,4279  0,3747

7 0,0360 0,1284  0,9001 0,0016  0,3651

8 0,3807 0,0880 0,4688 0,1703  0,3439

9 0,5880 0,2812 0,4636  0,6443 0,4688

10 0,0779 0,0783 0,4262 0,1546  0,4688

11 0,1254  0,0304 0,7807 0,2150 0,5679

12 0,0177 0,2869  0,4161 0,2519  0,7853

13 0,3575 0,1866 0,6139  0,2094 0,3484

14 0,2852 0,3429 0,7752 0,5113  0,4688

15 0,2336  0,3429 0,0992 0,3607 0,2755

16 0,1254  0,1866  0,1007  0,4800 0,3545

17 0,0688 0,6128  0,5411 0,1850 0,5724

18 0,0415 0,3429 0,4233 0,0396  0,0100

19 0,0161 0,3429 0,4111 0,0016  0,5735

20 0,0743  0,2746  0,6771 0,0980 0,5103
primér 0,18246 | 0,25158 | 0,5178 | 0,22192 | 0,43992
smérodatna 0,16184 | 0,12781 | 0,22344 | 0,19096 | 0,18306

odchylka 9 5 1 3 1

analytické reseni 0,02406 | 0,12648 | 0,38096 | 0,09751 | 0,33931
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6

6

Tab. 6. Vysledky pro pocet iteraci=20 pro soustavu 5. radu

Pocet iteraci = 20

Cislo pokusu

koren x1 koren x2 koien x3 koren x4 koren x5

1 0,0090 0,1974 0,3648 0,0344 0,2925

2 0,0841 0,1514  0,3793 0,0312 0,3914

3 0,0325 0,3231 0,4632 0,1000  0,2463

4 0,0353 0,3414 0,3760 0,2729  0,2438

5 0,0020 0,1993 0,3869 0,0900 0,3344

6 0,0525 0,1935 0,4474 0,1314  0,3037

7 0,0739 0,1577 0,3725 0,1069  0,2845

8 0,0698 0,2436 0,5459 0,1174  0,3136

9 0,0094 0,1884 0,3625 0,1541 0,2361

10 0,0290 10,3139 0,5027 0,0319  0,3297

11 0,0458 0,2458 0,2656  0,0244  0,2849

12 0,0117 0,1613 0,3149 0,1228 0,2825

13 0,1163 0,1316 0,3662 0,1663  0,3229

14 0,0582 0,1857 0,4660 0,1263  0,4005

15 0,0137  0,2008 0,3375 0,0307 0,2719

16 0,0382 0,1776 0,3828 0,2057  0,3682

17 0,0915 0,1275 0,4446  0,1530 0,3753

18 0,0348 0,1972  0,4561 0,1399  0,2551

19 0,0310 0,1679 00,4082 0,1151 0,4152

20 0,0345 0,2657 0,3759 0,0852 0,3857
primér 0,04366 | 0,20854 | 0,4010 | 0,11199 | 0,31691
smérodatna 0,02990 | 0,06019 | 0,06457 | 0,06212 | 0,05487

odchylka 1 7 8 8 3
0,02406 0,09751
analytické reseni 6 0,12648 | 0,38096 6 0,33931
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Tab. 7. Vysledky pro pocet iteraci=200 pro soustavu 5. radu

Pocet iteraci = 200
kofen

Cislo pokusu kofen x1 kofren x2 x3 kofen x4 kofren x5

1 0,0164  0,1467 0,3796  0,0921 0,3119

2 0,0120 0,1729 0,3857 0,0790  0,2749

3 0,0365 0,1478 0,3919 0,0764  0,3047

4 0,0604 0,1458 0,3799 0,0813  0,2948

5 0,0055 0,1678 0,3788 0,0749 0,2645

6 0,0166  0,1125 0,4274  0,0901 0,3278

7 0,0099 0,1214  0,3851 0,0604  0,2549

8 0,0119 0,1147 0,3716 0,0885 0,2745

9 0,0251 0,1367 0,3914  0,0695  0,2806

10 0,0033 0,1035 0,4054 0,0318 0,2844

11 0,0502 0,1720 0,4003 0,0900 0,2843

12 0,0206 0,1258 0,3775 0,0808 0,3157

13 0,0448 0,1248 0,4155 0,0955 0,3234

14 0,0229 0,1489 0,3837 0,0880 0,2977

15 0,0236  0,1378 0,4283 0,1012  0,2964

16 0,0075 0,1278 0,3989 0,1098  0,3258

17 0,0227 0,1325 04257 0,0742 0,2975

18 0,0015 0,1578 0,3878 0,0639 0,2778

19 0,0483 0,1698  0,3761 0,0945 0,3115

20 0,0380 0,1789 0,3477 0,0918 0,2862
pramér 0,02389 | 0,14230 | 0,3919 | 0,08167 | 0,29447
smérodatna 0,01665 | 0,02172 0,01659 | 0,02012

odchylka 4 5 0,02005 8 5
0,02406 0,09751
analytické reseni 6 0,12648 | 0,38096 6 0,33931

4.3 Vyhodnoceni

Premyslel jsem, jakym zplsobem mdam porovnavat vysledky pro jednotlivé soustavy.

Nakonec jsem nasimulované hodnoty vyhodnotil pomoci kvadratické odchylky chyb.

Zn:(xi _yi)z

i=1

kde x, je vypocitana hodnota konkrétniho kofenu, a y, je analytické feSeni.

4.3.1 Vyhodnoceni pro soustavu 2. Fadu

Pro soustavu 2. fadu vysly nésledujici hodnoty:
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Tab. 8. Kvadraticka odchylka chyb

pro soustavu 2. radu

Pocet iteraci Kvadratickd odchylka chyb

2 0,9896
5 0,0477

10 0,02237

20 0,009067

50 0,00447

100 0,001438

500 0,001417

800 0,001066

Pro lepsi Citelnost jsem hodnoty rozdélil do dvou graft - 1.¢ast : Kompletni graf

Kvadraticka odchylka chyb pro soustavu 2. radu -
kompletni vysledky

19

0,9
0,8
0,7
80,6

2 0,5 —e— Kvadraticka
© 0,4 odchylka
0,3 chyb

0,2

0,1

0 ‘L:‘_. T T ® T L J

0 200 400 600 800
Pocet iteraci

Obr. 7. Kvadraticka odchylka chyb pro soustavu 2. Fadu (kompletni vysledky)
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2.¢ast: Detailni graf pro pocet iteraci 20 az 800

0,01
0,009 %

0,008

0,007 \
8 0,006 \

Kvadraticka odchylka chyb pro soustavu 2.
fadu - detailni graf pro pocet iteraci 20 az 800

>
S 0,005 *
0,004

0,003 \
0,002 - \

0,001
0 ‘

—e— Kvadraticka
odchylka
chyb

Pocet iteraci

20 100 180 260 340 420 500 580 660 740 820

Obr. 8. Kvadraticka odchylka chyb pro soustavu 2. Fadu (detailni graf pro pocet
iteraci 20 az 800)

4.3.2 Vyhodnoceni pro soustavu S.fadu

Pro soustavu 5. fadu vysly nésledujici hodnoty:

Tab. 9. Kvadraticka odchylka chyb

pro soustavu 5. radu

Pocdet iteraci

Kvadratickd odchylka chyb

2
5
10
20
50
100
150
200

0,08506
0,01986
0,01221

0,00823
0,00808
0,006189
0,003777
0,002631
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Graf pro soustavu 5. fadu:

Kvadraticka odchylka chyb pro soustavu 5. fadu

0,1
0,08
g 0,06
>
e
O 0,04 —@— Kvadraticka
odchylka
0,02 chyb

O 25 50 75 100 125 150 175 200
Pocet iteraci

Obr. 9. Kvadraticka odchylka chyb pro soustavu 5. radu
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ZAVER

Na zakladé¢ experimentu jsem vytvofil program pro feSeni systému linearnich
algebraickych rovnic metodou Monte Carlo. Tento program fesi soustavu rovnic pomoci
metody Monte Carlo, dale pomoci metod Prosté iteracni, Seidelovy iteracni, Jacobiovy a
Gauss-Seidelovy a jako posledni hleda program analytické feSeni. Jednotlivé mezivysledky
jsou uklddany do souboru, takZe uzivatel ma veskerd data k dispozici, aby si je mohl
prohlédnout a vidét rozdily mezi jednotlivymi metodami béhem vypoctu. Tato bakalarska

prace je také literarni reSer$i pro dané téma.

Jesté nez zhodnotim metodu Monte Carlo, musim podotknout nékteré veli¢iny ovliviiujici
prabeh vypoctu dané metody. A to je generovani pseudonahodnych Cisel, nebot’ zalezi na
algoritmu vypoctu ndhodnych Cisel. A tou dalsi veli¢inou je vypocetni vykon pocitace, na

kterém simulace probiha.

A ted’ k vlastnimu zavéru, coz je vyhodnoceni metody Monte Carlo. U prvni soustavy, cozZ
je soustava 2. tadu, je pti malém poctu iteraci videt velkéd chyba. Pii zvétSeni poctu iteraci
chyba klesa. Zatimco u druhé soustavy, coz je soustava 5. fadu, je vidét 1 pfi malém poctu
iteraci mala chyba. Z toho vyplyvé, ze metoda Monte Carlo je vyhodnd pro soustavy
rovnic s vice proménnymi a s co nejvetsi hodnotou iteraci. Pro soustavy s malym poctem
neznamych — napf. jiz zmiflovand soustava 2. fadu je velka chyba pfi malém poctu iteraci.
Pfi simulaci soustavy 5. fadu jsem narazil na problém s délkou doby vypoctu. Pii poctu
iteraci = 200 zacind byt doba potfebna k vypoctu zna¢né dlouha. Zatimco u soustavy 2.
fadu délka doby vypoctu pii poctu iteraci = 900 je zanedbatelnd. To vidim jako nevyhodu
metody Monte Carlo.Jako hlavni vyhodu vidim i pfi malém poctu iteraci presnost vysledkt

pro soustavy s velkymi po¢ty proménnymi.

Doufam, ze tento program bude svou ndzornosti problému dobrou uc¢ebni pomtickou pro

predmét Simulace systému.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

MATLAB - je integrované prostfedi pro védeckotechnické vypocty,
modelovani, navrhy algoritmi, simulace, analyzu a prezentaci
dat, méteni a zpracovani signalu, navrhy fidicich a komunikac¢nich

systémil.

GUIDE — modul programového prostfedi Matlab
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PRILOHA PI: CAST ZDROJOVEHO KODU METODY MONTE

CARLO.
1 %$Vlastni vypodet
2 for i=1:1:n
3
4 soucet=0;
5 m=0;
6
7 e(i1)=0;
8 ee=0;
9
10 start=i;
11 stav=i;
12
13 for p=1:1:po+l
14 msoucet=1;
15 gen cislo=rand(1,1);
16 soucet=beta(start);
17
18 while(gen cislo<T([stav], [n+1]))
19
20 for j=1:1:n
21 if ((gen _cislo>T([stav], []]))
22 m=stav;
23 stav=7j;
24 end
25 end
26 msoucet=msoucet*v ([m], [stav]);
27 soucet=soucet+msoucet*beta (stav) ;
28 gen cislo=rand(1l,1);
29
30 end
31 e(i)=e (i) +soucet;
32 vysl(p,i)=e(i)/po;
33
34 end
35
36 end
37 vysledek=e/po;

&&

(gen cislo<T([stav], [j+1])))



PRILOHA P II: ZDROJOVY KOD PROSTE ITERACNI METODY.

$Vypoclet Prosté iteradni metody
k=1;
i=1;
temp=0;
for j=1l:1:n
w([l],[3]1)=0;

© 0 N O 0o b~ WN PP

while (k< (po+l))

=
o

for i=1:1:n

=
=

for j=1:1:n

=
N

temp=temp+U([i], [J])*w ([k], [J]);

=
w

end

=
N

w([k+1],[i])=temp+v (i) ;

=
(621

w(k,1)=w([k+1], [1]);

=
(o2}

temp=0;

=
\I

if (i==n)

=
(00]

k=k+1;

=
©

end

N
o

end

N
=

end

N N
w N

for i=1:1:n

N
N

Prosta (i)=w([po+1l], [i]);

N
a1

end

N
(o)}

Prosta;

N N
w0 N

handles.prosta=strcat (num2str (Prosta)) ;

N
©

set (handles.edit5, 'String',handles.prosta);



PRILOHA PIII: ZDROJOVY KOD SEIDELOVY METODY

1 %Vypoclet Seidelovy iteradni metody

2 k=1;

3 i=1;

4 first=0;

5 second=0;

6

7 for j=1l:1:n

8 s([1]1,[31)=0;

9 end

10

11 while (k< (po+1))

12 for i=1:1:n

13 for j=1:1:(i-1)

14 first=first+U([i],[J])*s([k+1]1,[31);
15 end

16

17 for j=i:1:n

18 second=second+U ([1],[J]) *s([k], [3]);
19 end

20 s([k+1], [i])=first+second+v (1) ;
21 s(k,i)=s([k+1]1, [1]):

22 first=0;

23 second=0;

24 if (i==n)

25 k=k+1;

26 end

27 end

28 end

29

30 for i=1:1:n

31 Seidel(i)=s([po+l],[i]);

32 end

33 Seidel;

34

35 handles.seidel=strcat (num2str (Seidel)) ;
36 set (handles.edit6, 'String',handles.seidel);

PRILOHA PIV: ZDROJOVY KOD JACOBIOVY METODY



$Vypocet Jacobiovy metody
k=1;
i=1;

temp=0;

© 0o N o 0o b~ WON P

10 while (k< (po+1))

11 for i=1:1:n

12 for j=1:1:n

13 if (§~=1i)

14 temp=temp+C ([1], [J]) *y ([k], [J]);
15 end

16 end

17 y([k+1], [1])=(1/C([1i],[i]1))*(B(i)-temp);
18 y(k,1)=y ([k+1],[1]);

19 temp=0;

20 if (i==n)

21 k=k+1;

22 end

23 end

24 end

25

26 for i=1l:1:n

27 Jacobi (1)=y ([po+1],[i]);

28 end

29 Jacobi;

30

31 handles.jacobi=strcat (num2str (Jacobi)) ;

w
N

set (handles.edit7, 'String',handles.jacobi) ;

PRILOHA P V: ZDROJOVY KOD GAUSS-SEIDELOVY METOY

1 %$Vypoclet Gaussovy-Seidelovy metody
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k=1;
i=1;
first=0;

second=0;

for j=1:1:n

while (k< (po+1))
for i=1l:1:n
for j=1:1:(i-1)
first=first+C([i], [J])*z ([k+1],[]]):

end

for j=(i+l):1:n
second=second+C ([i], [§]1)*z ([k], [J1);

end

z ([k+1]1,[1]1)=(1/C([i],[1i]))*(B(i)-first-second);

z(k,1)=z ([k+1],[1]);

first=0;

second=0;

if (i==n)
k=k+1;

end

end

end

for i=1:1:n
GaussSeidel (i) =z ([po+1]1, [1]);
end

GaussSeidel;

handles.gaussseidel=strcat (num2str (GaussSeidel) ) ;

set (handles.edit8, 'String',handles.gaussseidel) ;
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