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Abstrakt

Prace pojednava o experimentalnim vypoctu Ludolfova ¢isla pomoci dvou metod. Prvni
metoda je pouziti vypoctu pomoci Jednotkové kruznice. Druh4a metoda je experimentalni
vypocet pomoci Buffonovy ulohy. Soucésti prace je vytvofeny program v prostiedi
Matlab, ktery simuluje vySe uvedené metody. Zavér prace obsahuje vysledky testovani

téchto metod a jejich pfesnost.

Abstract

This thesis is about experimental calculation of "Ludolphian number" by help of two
methods. First one is using of calculation by help of unit circel. Second one is
experimental calculation by help of "Buffon task" Component of the thesis is created in
Matlab, whis stimulates methodes mentioned above. End of thesis contains results of

testing these methods and their accuracy.
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UvVOoD

Uvodem bych chtél fici, Ze prace byla zadana z diivodu vytvoteni vyukové pomiicky pro
pfedmét Zaklady informatiky. Na simulaénich modelech je vidét jak funguje geometricka
pravdépodobnost. Pomoci této pravdépodobnosti 1ze vypocitat Ludolfovo cislo s jistou

presnosti, kterd zavisi na poc¢tu generovanych cisel z intervalu.

Simulacni modely jsou realizovany v programovém prostiedi Matlab. Jsou doplnény
o uzivatelské prostiedi, které mohou vyuzivat studenti pro zadavani parametri simulace.
Simulace jsou doplnény o grafy, které zobrazuji pribéhy simulace. Kazdy model je
podrobné popsan v piilozené napoveédé€. Jednotlivé metody jsou vysvétleny v dokumentaci,

kterd je soucasti kazd¢ simulace.

Dalsi ¢asti je vyhodnoceni pokust ze simulacnich modelt. Vyhodnoceni spociva v tom, Ze
porovnavame hodnoty Ludolfova ¢isla, které jsem pomoci simulaci ziskal. Urcujeme jak
jsou obé metody piesné. Hodnoty vynasime do grafu v némz vidime odchylky od ptesné

hodnoty Ludolfova ¢isla.

Déle jsem se snazil v Buffonové tloze nalézt pomér mezi velikosti vrhané jehly

a vzdalenosti dvou rovnobézek, mezi které jehly dopadaji. Hledanou funkci jsem vSak
pomoci opakovani experimentalniho pokusu nenasel. Domnivam se vSak, Ze zde néjaka
zavislost existuje. Z provedenych pokust jsem zjistil, ze vétsi presnost pii stejném poctu
pokusti vykazuje metoda Jednotkové kruznice. Domnivam se ale, Ze pii zjisténi zavislosti
mezi velikosti jehly a vzdalenosti rovnobézek a spravnym nastavenim parametrii by byla

Buffonova uloha ptesnéjsi. Tuto domnénku potvrzuji i pokusy provadeéné jiz drive.
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I. TEORETICKA CAST
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1 VYTVARENI POSLOUPNOSTI NAHODNYCH CISEL

Pro feseni Buffonovy ulohy bude potieba generovat nahodna ¢isla z pfedem definovaného

intervalu.
1.1 Generovani nahodnych ¢isel

Nahodnym ¢islem se rozumi konecna posloupnost c¢islic, kterou lze povazovat za
posloupnost realizaci néhodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim na intervalu
(0;1).Jedna se vlastné o skupiny k ndhodnych dCislic ai, které povazujeme za prvnich
k desetinnych mist desetinného rozvoje ndhodného cisla 0, a; a5 ,...... Ok «ovvenn Realizace

nahodné ¢&islice 0,1,2....9 ma pravdépodobnost 107

Zde je uvedeno n€kolik zplisobli generovani nahodnych ¢isel.
1.1.1 Urna

Uziva se pro ziskani k-mistného ¢isla. Do urny vlozime 10 stejnych kouli oznacenych
¢isly 0,1,2....9. Z urny vyjmeme jednu kouli (i=1,2.....k), zapiSeme jeji ¢islo a; , kouli do

urny vratime a v§echny koule promichame.Postup opakujeme k-krat.

1.1.2 Kostky

Uzijeme od sebe dvé odlisné kostky, kterymi soucasné hazime. Jestlize na 1.kostce padne
¢islo r; a na 2.kostce ¢islo rp , pfi ¢emz r; ,rp je z intervalu (1,6) a bude-li r <6, pak
vezmeme za piislusnou ¢islici o vybraného ndhodného cisla zbytek po déleni (6(r;-1)+ r;
)/10. Cislo a je tak celé, nezaporné, mensi neZ 10 a spliuje vztah 6(r;-1)+ 1, = a(mod 10).
Kdyz r; =6, pak hazime kostkami znovu. Z vySe uvedeného stavu vypliva, ze a se stejnou
pravdépodobnosti mize nabyvat kazdé z hodnot 0,1,2....9. Z uvedenych postupli mizeme
dospét k sestaveni tabulek nahodnych ¢isel rovnomérné rozdélenych na intervalu <0;1>,

které 1ze napsat ve tvaru:

(1)
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1.1.3 Tabulky nahodnych cisel

Pouzivaji se pro jednoduché manualni vypocty . K jejich vytvoteni se uzivaly informace
0 poctu obyvatel ve méstech(uspotadanych podle abecedy s poc¢tem obyvatel vétSim nez

10000), cisla v telefonnich seznamech, tedy rozsahlé soubory dat urcené k jinym ucelim.

Ptestoze jsou tabulky nahodnych cisel s rozsahem milionli ndhodnych ¢isel k dispozici, 1ze

je pfi souc¢asném rozsifeni vypocetni techniky pokladat za zastaralé prostiedky.
1.1.4 Fyzikalni generatory

Jejich podstatou je ziskavani jistych hodnot z procesu, ktery ma ndhodny charakter. Jde
napf. o radioaktivni rozpad, Sum elektronky, respektive o zafeni na principu
Zari¢ + Detektor. Vyskytuji se zde ale rtizné jisté nesrovnalosti: systematické chyby
vzniklé technickymi problémy(nastaveni pfislusnych hodnot jejich udrzeni), nemozZnost
opakovatelnosti, coZz znemoziuje reprodukovatelnost (opakovani se stejnymi hodnotami)

ziskanych vysledki.
1.2 Generovani pseudonahodnych ¢isel

Praktické sestrojovani ndhodnych cisel je velmi slozité, zdlouhavé a neni pfili§ oprosténo
od dil¢ich nedostatkli. Proto davame piednost skrojovani tzv. Pseudonahodnych cisel.
Tato Cisla jsou vytvafena na pocitaci, ziskavaji se uzitim vhodnych algoritml a vykazuji
s dostate¢nou piesnosti pozadované znaky nahodnosti a nezavislosti. Tyto vlastnosti 1ze

ovéfit matematicko-statistickymi metodami.

Vétsina algoritmu, které jsou uzivany pro ziskavani pseudonahodnych ¢isel, 1ze zachytit

v rekurentnim tvaru:

2)

kde x¢ je vhodna pocatecni hodnota- ndsada, pomoci néhoz se vytvaii posloupnost

pseudonahodnych ¢isel { x; }, F je pfislusna funkce.

Lze se domnivat Ze ziskand posloupnost pseudondhodnych cisel bude vyhovujici,
respektive Ze byla aplikovana vhodna funkce F, jestlize z Cisel x; vytvofené uspotfadané
dvojice [x; .x2],[X3 ,X4],......,resp. Jejich obrazy, hust¢ vyplni jednotkovy Ctverec,

(viz obr. 1.1).
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Obr. 1. Jednotkovy Etverec
1.3 Testovani nahodnych ¢isel

Muize fici, ze univerzalni test ndhodnosti neexistuje- provéiit teoreticky statistické
vlastnosti 1 jednoduchych generatord je ponckud obtizné. Provadi se proto jen dva testy:
ATest dobré shody; 2. Test nahodnosti Testem dobré shody se ovétuje, zda posloupnost
pseudonahodnych ¢isel ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1). Testem nahodnosti se
ovéfuje, zda za sebou ndhodné ziskana Cisla lze povazovat za nezavisld, tj. zda kazdé

z moznych uspofadani ziskanych ¢isel mélo stejnou pravdépodobnost.
1.4 Cifry Ludolfova cisla

Jako zdroj ndhodnych ¢isel lze vyuzit i cifer Ludolfova Cisla m. Tento fakt vyplyva ze
zjisténi, ze m je tzv. normalni cislo. Normalnim ¢islem pii tom rozumime takové Cislo,
v némz frekvence vyskytu kazdé skupiny £ Cislic (k € N), v nekone¢né posloupnosti ¢islic
za desetinou ¢arkou se asymptoticky rovna 10, Matematik Y. Kanada zjistil statistickou
analyzou prvnich 10 000 000 ¢&islic za desetinou c¢arkou cisla m, Ze rozdéleni dislic

odpovidd vymezeni podminky o normalnosti.
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2 GEOMETRICKA PRAVDEPODOBNOST

2.1 Vypocet Ludolfova ¢isla

Prvni zminka tomto dalezitém matematickém pojmu — ozna¢ovaném feckym pismenem m-
pochazi z Prvni knihy kralovské, kterd popisuje udélosti, jez se stal nc¢kolik let pied

Kristem.

V knize je uvedeno, Ze délka kruznice je asi trojndsobkem jeho priméru, tedy ze n=3.
Snahou je stanovit geometrickou konstrukci, s niz by bylo mozné sestrojit ze znalosti
velikosti poloméru daného kruhu ¢tverec, jehoz obsah by byl shodny s obsahem uvedeného

kruhu, a bylo by ke konstrukci pouzito pravitka a kruzitka.

Kvadratura kruhu je charakterizovana v tzv. Papyrusu Rhind (uloZené¢ho v Britském
muzeu) z obdobi asi 2000 let pfed Kristem; je uvedeno pravidlo pro vypocet obsahu kruhu:
obsah kruhu je stejné velky jako obsah Ctverce, ktery ma stranu o velikosti 8/9 praméru

kruhu d.

V tomto ptipad¢ je obsah kruhu jen o néco vétsi nez ve skutecnosti:

3)
e
9
4
5o 0904
P
)

Archimédes postupem vytvareni vepsanych a opsanych pravidelnych mnohouhelnikiit dané
kruZnice- az z 96 stranami- dospél ke zjisténi, ze 3(10/71)<

n<3(1/7);respektive vypocetl, ze konstanta n=3.14.

Archimédes kromé toho dokazal dalsi dvé dilezité véty:

Obsah kruhu se rovna obsahu pravothlého trojuhelnika, jehoZ jedna odvésna se rovna

poloméru kruhu a druha odvésna jeho obvodu.
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Pomér obsahu kruhu a ¢tverce o stran¢ rovné priiméru kruhu se rovna piiblizné 11:14.

Stejny postup jako Archimédes, ale s pravidelnymi 1 073 741 248- Ghelniky, zvolil Ludolf
von Ceulen a dospél k uréeni hodnoty Cisla w na 35 desetinnych mist.Za tuto jeho praci je
¢islo m nazyvano po ném.

V dalSich letech pak byly odhalovany rtizné formule a vztahy k vypoctu m. S rozvojem
vypocetni techniky pak nastal zasadni zlom: idaj z roku 1987 tika, ze Y.Kanada urcil u

¢isla 201 326 000 &islic za desetinnou ¢arkou- za 6 hodin na pocitaci Hitachi.

V praxi vSak pro vypocet postacuje jen n€kolik desetinnych mist ¢isla .
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3 POPIS BUFFONOVY ULOHY

Neni bézné znamé, Ze hodnotu Cisla m lze stanovit ,jen jistym vrhanim jehly na
rovnobézky. Formulujeme nyni tento problém tfesné: vroviné jsou narysovany
rovnobézky, jejichz vzdalenost je L. Ur¢ime pravdépodobnost toho, ze ndhodné vrzena

jehla délky / (I<L) protne nékterou pfimku(Buffonova tiloha).

Reseni této ulohy spadd do oblasti geometrické pravdépodobnosti. Ze zadani tlohy
vypliva, Ze jehla miize protnout pouze a jen jednu piimku. Poloha jehly v systému
rovnobézek je jednoznacné urcena soutfadnicemi stfedu jehly a thlem, ktery jehla svira

s pfimkou viz. Obr. 2.

y 4
D C

L2

_
0 \} . 0 q

Obr. 2. Vzajemna poloha jehly a piimky

Predpokladejme, Ze rovnobézky jsou rovnob&zné s osou x; oznacme d vzdalenost stiedu

jehly od pfislusné rovnobézky ¢, ozna¢me uhel ¢, ktery svird jela s touto rovnobézkou.

Poloha jehly je tedy urcena bodem o soufadnicich [d; ¢], pficemz OSa’S%;OS 0= T.

v : . . [ .
Ptiznivé situace- jehla protne rovnobézku- nastane, jestlize dSESIH 7

Cely obdélnik OrCD ma plochu o velikosti S=§7z ; vySrafovana- pfizniva- plocha ma

velikost:
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S'= j —sin @d @
Y 2
(6)
Pravdépodobnost toho, Ze jehla protne rovnobézku, je tedy:
T / /
‘([zsmgod(p 5[—008(/)]0 5[1+1] 2]
p = = = = —
L L L Lx
—7r —7r —7
2 2 2
(7)

Uvedenou pravdépodobnost p lze odhadnout prostfednictvim relativni Cetnosti p” na
zékladé zhodnoceni provedenych pokust: 7z je celkovy pocet hodl; m je pocet hodt, kdy

jehla protnula nékterou z ptimek- nastal ptiznivy jev a tedy: p =m/n.

Pak dostavame:

2l m 21n
ST —

Lz n Lm

~
~

(8)
. , C o . y ., 2In | .
Za slabého zakona velkych cisel (Bernoulliova véta) plyne, ze vyraz L—predstavuje
m
veli¢inu, kterd pro n—oo konverguje v pravdépodobnosti k hodnot¢ =.
V literatufe je uvedeno, ze jsou zachyceny nasledujici udaje o realizaci Buffonovy tlohy:

Tabulka 1. Udaje o realizaci Buffonovy tlohy

Experimentator Rok Pocet hodii jehlou | Experimentalni hodnota
Volf 1850 5000 3,1596

Smith 1855 3204 3,1553

Fox 1894 1120 3,1419

Laccarini 1901 3408 3,1415929
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4 ZJISTENI LUDOLFOVA CISLA POMOCI JEDNOTKOVE
KRUZNICE

Hodnotu Ludolfova ¢&isla zjistime nasledujici zpisobem: mé&jme jednotkovou kruznici (viz

Obr.3) se sttedem v poc¢atku soutradného systému; oznaceny ¢tverec PABC je jednotkovy.

i

o=

Obr. 3. Cast kruznice k uréeni Ludolfova &isla

Nyni vytvofime na zékladé znalosti ndhodnych ¢isel rovnomérné rozdélenych na (O;l)

v Jankovych tabulkach po tadé¢ 200 téchto cisel 100 wuspotfddanych dvojic-

[xf;x;],[xf;xf], ....... [x;;’;’,x;gg] jakozto soufadnice bodi Di:[xg; yg],i:, ........ 100.

Porovnejme nyni, zda:d = (xiD )2 +(y2, )2 <1. Bude-li d <1, pak byl proveden zdafily
pokus.

Hodnotou Ludolfova ¢isla nyni mizeme- analogicky jako v Buffonové tloze- stanovit

uzitim geometrické pravdépodobnosti: ¢tverec PABC ma obsah S=1; vySrafovany

¢tvrtkruh ma obsah S'= %727"2 . Pravdépodobnost Ze bod D padne do Srafované oblasti, je p:
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)
Uvedenou pravdépodobnost p lze odhadnout prostiednictvim relativni Cetnosti p” na

zakladé¢ zhodnoceni provedenych pokust: n=100 je celkovy pocet pokusili; m je pocet

pokusii, kdy bod D patiil do vySrafované oblasti- nastal ptiznivy jev a tedy: p S
n

Pak dostaneme:
1 , m 4m
~N— ST~ —
4 n 100
(10)

Toto je vysledny vzorec pro vypocet Ludolfova ¢isla pomoci Jednotkové kruznice.
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II. PRAKTICKA CAST
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5 POPIS SIMULACNIHO MODELU JEDNOTKOVE KRUZNICE

5.1 Uzivatelské rozhrani Jednotkové kruznice

Uzivatelskym rozhranim je mySleno prostiedi programu Matlab, které uvidi uzivatel pii

pusténi simulacniho modelu. Zde vidime jak toto rozhrani vypadé tésné po spusténi.

-} Jednotkova_kruZnice B ] 7 |

Menu

Odhad Pi pomoci jednotkové kruZnice

0.g
Zade| rychlostwykreslowani bodid:

0.6
Zade| pocet generovanych Sisel: I—

0.4

[~ Chcete zadat mchlost vykreslovani bodd?

0.2

Odhadni Fi MEco o jednotkowve krugnici ‘

Odhad &isla Fije: I

Obr. 4. Uzivatelské prostiedi Jednotkové kruznice tésné po spusténi

Na obrazku vidime, Ze uZivatel mize zadavat dva parametry pro simulaci. Jednim z t€chto
parametrti je zadani rychlosti vykreslovani bodi. Je to rychlost sjakou se budou
vykreslovat body, které generujeme a zarovenl zobrazujeme v grafu umisténém v pravé
¢asti programu. Pokud nevyplnime pole Zadej rychlost vykreslovani bodu nebudou se
body zobrazovat s casovym zpozdénim, ale objevi se vSechny najednou. S polem rychlosti
vykreslovani bodi je jesté spjata zaskrtavaci polozka Chcete zadat rychlost vykreslovani
bodu. Pokud se rozhodneme, Ze chceme zadat jistou rychlost zobrazovani bod musi tato
polozka byt zaSkrtnuta. Pokud neni polozka zaskrtnuta je hodnota rychlosti vykreslovani

rovna 0 a body se zobrazi soucasné.

Dalsi polozkou je Zadani poc¢tu generovanych ¢isel. Tato polozka nam tika kolik pokust
Ludolfova ¢&isla vypoétena. Cim vétsi hodnota bude zadana, tim vice bude provedeno
pokusti a vyslednd hodnota Ludolfova ¢isla bude ptfesnéjsi. Maximalni hodnota, kterou

muzeme do tohoto pole zadat je ptiblizné¢ 500 000 testovanych bodu. Pro tuto hodnotu je
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jeste doba Cekani na vysledek tinosna. Je to sice relativni tvrzeni, ale pfedevsim zalezi na
pocetnim vykonu pocitace. Dalsi testovani bude popsano v samostatné kapitole. Pokud se
stane, ze by nc¢kdo zadal naptiklad desetinné cislo, program toto ¢islo automaticky

zaokrouhli podle ¢isla za desetinnou carkou.

Tlacitko Odhadni 7 se cely proces testovani generovanych bodi spousti. Okno, které je
umisténo vedle tlacitka nam tikd, jak tésn€ jsme odhadnuli Ludolfovo cislo. Pokud je
zaddna rychlost vykreslovani jind nez nulovd, vidime jak se dynamicky méni hodnota

vysledku. Pokud je rychlost vykreslovani nulova zobrazi se vysledek rovnou.

DalSim tlacitkem je Néco o jednotkové kruZznici. Po kliknuti na toto tlacitko se
automaticky otevie program Adobe Acrobat, ve kterém bude dokument popisujici princip

vypoctu pomoci Jednotkové kruznice.

Dale je v levém hornim rohu Menu. Po kliknuti se ndm toto menu rozbali a najdeme v ném
Ctyfi polozky. Prvni je Otevii statistiku pokust. Po kliknuti na tento odkaz se
automaticky otevie textovy dokument zjiz provedenymi pokusy. Dokument obsahuje
pocet generovanych cCisel a hodnotu, kterou jsem pro tento pocet Cisel odhadnul. Druhym
odkazem je Néco o jednotkové kruZznici . Tento odkaz nebudu popisovat z toho ditvodu,
protoze jsem o ném jiz mluvil. Dal$im odkazem je Napovéda. Po kliknuti na odkaz se
otevie program Adobe Acrobat a v ném bude dokument, ktery popisuje jednotlivé funkce
programu. Poslednim &tvrtym odkazem je Konec. Po kliknuti na tento odkaz se okno

programu Jednotkova kruznice zavfte.

Poslednim elementem ktery zbyva k popisu je Graf. Pii spusténi simulace v oblasti grafu
vznikne Ctvrtina kruZnice. V oblasti grafu se za¢nou objevovat body. Body, které padnou
pod kiivku se zbarvi Cervené a jsou to body, které uvazujeme jako body, jez vyhovuji jisté
podmince. Body, které nevyhovuji jsou zobrazeny modrfe a jsou nad kiivkou. Pomér téchto

bodi které padnou/nepadnou pod kiivku je dilezity pro vypocet Ludolfova Cisla.

Program je oSetfen z hlediska zadavani Spatnych hodnot. Kdyby nékdo naptiklad zadal
zapornou hodnotu rychlosti vykreslovani, program by jej na to upozornil varovnym

hlaSenim, které je na Obr. 5.



UTB ve Zline, Fakulta Technologicka 19

=

6 Zadejte kladnou hodnatulll
Ok |

Obr. 5. Varovné hldseni pfi Spatné zadané

hodnot¢ rychlosti vykreslovani
Pti $patn€ zadané hodnoté poctu generovanych ¢isel by hlaSeni vypadalo stejné.

Ukézka zdrojového kédu je v piiloze pod nazvem Cast zdrojového kédu Jednotkové

kruznice.
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5.2 Priklad odhadu Ludolfova ¢isla na Jednotkové kruznici

Pro ukdzku jsem zvolil generovani 1000 bodu, které se testuji podminkou zda padnou nad

kiivku ¢i pod ni. Vysledek je vidét na Obr. 5. Vidime, Ze hodnota Ludolfova c¢isla v tomto

pripad¢ je 3.084.

I

Menu

Odhad Pi pomoci jednotkové kruznice 1 Zobrazeni 1/4 jednotkove kruZnice

TP - I LER AT AR
2 * 'o'..{ﬂ.‘r * .“t“": 1

Zade] rychlostwykreslowani bodi:
Zade| pocet generowanych Sisel: | 1000

[T Cheete zadat mchlost vykreslovéni bodi?

Odhadni Fi Meco o jednotkowve kruznicl ‘

Odhad &isla Fije: I 3.084

Obr. 6. Priklad pokusu na Jednotkové kruznici
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6 POPIS SIMULACNIHO MODELU BUFFONOVY ULOHY

6.1 Uzivatelské rozhrani Buffonovy alohy

Po spusténi simulacniho modelu uvidi uzivatel na své obrazovce nasledujici okno, do

kterého bude zadavat parametry.

-} Buffonava iloha i im] 5

Menu

Buffonova Gloha

Je zde podminka, Ze velikost jehly nesmi byt vetsi nef vedalenost rovnobezeklll
0gr
Zadejte velikostjghly: [

0B

Zadejte vzdalenost rovnobgiek:

Zadejte pocet jehel:
IS REEEy 04}

Wykresli kaZdou ntou jehlu: 1
A 0z2r
Odhadni Pi | Jak funguje Buffonowa dloha?
Odhadovana hodnota Fi: | DD D_Iz D_I,l D_IE D_Ig 1|

Obr. 7. Uzivatelské prostfedi Buffonovy ulohy tésné po spusténi

Uzivatel, ktery spustil tuto simulaci bude mit moZnost nastavovat Ctyfi parametry této
simulace. Prvni parametr je oznacen jako Zadej velikost jehly. Timto parametrem
zadavame jak velika bude jehla, kterou budeme z konstantni vysky poustét mezi dvé
rovnobézky. Na velikosti této jehly zéalezi vyslednd hodnota Ludolfova cisla. Pokud
bychom zadali naptiklad zapornou hodnotu, program nds automaticky upozorni pomoci

chybového hldseni na Obr.8

J} Error Dialog o ]

6 Zadejte rozumnou hodnotulllledna se o velikost!
14 |

Obr. 8. Chybové hlaSeni pro Spatné¢ zadanou

vzdalenost jehly
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Dals§im polem, které se jmenuje Zadej vzdalenost rovnobéZek se nastavi hodnota, ktera
bude udavat, jak moc jsou od sebe vzdaleny rovnobézky, mezi které vrhame jehlu dané
velikosti. Na této hodnoté také zalezi jaky bude vysledek Ludolfova ¢isla. Musime vSak
davat pozor, aby byla dodrZzena hlavni podminka mezi velikosti jehly a vzdalenosti
rovnobézek. Tato podminka nam fika, ze velikost jehly nesmi byt vétSi nez vzajemna
vzdalenost rovnobéZznych primek. Pokud by tato podminka nebyla dodrzena Buffonova
uloha by nefungovala. Pokud se stane, ze uzivatel zada vét§i velikost jehly nez je
vzdalenost rovnobézek, program ho na tuto zavaZznou chybu automaticky upozorni

chybovym hlésenim, které je na Obr. 8

[0l

6 Je zadana #patna wedalenost rovnobézek!1!
] |

Obr. 9. Chybové hlaSeni pro Spatné zadanou

vzdalenost rovnobézek

Dalsi polozkou je Zadej pocet jehel. Polozka nam tika, ze mame zadat pocet jehel, které
budeme vrhat mezi rovnobéZzky. Je to vlastné hodnota, kterd udava kolikrat se bude pokus
opakovat. Pfi nespravném zadani hodnoty ndm program zobrazi chybové hlaseni, které je

na Obr. 10.

} Error Dialog =01 x|

6 Zadejte rozumnou hodnotulllMejlépe celé kladne Siglol!
14 |

Obr. 10. Chybové hlaseni pro Spatné zadany pocet jehel
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Ctvrtou polozkou je Vykresli kaZdou n-tou jehlu. Tato polozka fika, kolik jehel bude
vykresleno. Divodem pro¢ zde tato polozka existuje je skutecnost, Ze pii vykresleni

vétsSiho poctu jehel se stava graf neptehlednym. Nelépe to reprezentuje Obr.11

20 T T T

15 .

10+

o 10 20 30 40

Obr. 11. Vykresleni 1000 jehel do grafu

V grafu je zanesena poloha 1000 jehel. Je to velmi nepfehledné. Proto je zde tato polozka,
ktera nAm umozni nastavit vykresleni kazdé n-té jehly. Cislo, které zadavame do pole nam
reprezentuje pismenko n. Takto vypada graf, ktery ma stejné parametry jako predchozi,

s tou zménou, Ze hodnota n=100. Z toho plyne, Ze bude vykresleno 10 jehel viz. Obr.12.

20 : . .
15+ ]
10+ .
LS
0 10 20 30 40

Obr. 12. Vykresleni kazdé n-té jehly do grafu
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KdyZ ponechdame standardni nastaveni pfi spusténi programu, tak n=1. Z toho plyne, zZe se
vykresli vSechny jehly. Pokud zaddme, Zze nechceme vykreslit Zddnou jehlu, tedy n=0,

program zobrazi chybové hlaSeni viz.Obr.13.

—Eix

8 kuzime wykreslit alespon jedau jghlulll
Ok |

Obr. 13. Chybové hlaseni pro hodnotu n=0

Je zde jesté jedna podminka, kterou u tohoto pole musime dodrZet a to, Ze hodnota nesmi
byt vétsi nez je pocet jehel. V piipadé nedodrzeni této podminky se zobrazi chybové

hlasenti, které je vidét na Obr. 14

(1]

8 Je zadana jehla, kterow nelze wykreslitll
] |

Obr. 14. Chybové hlaseni, kdyz hodnota n je

veétsi nez pocet jehel

Tlacitko, které uzivatel vidi je Odhadni . Tato poloZzka spousti samotny proces vypoctu.
Nejdiive dojde k testovani vstupnich proménnych, které jsme zadali. Pokud jsou splnény
vSechny podminky dochdzi k samotnému vypoctu. Proces se opakuje tolikrat, kolik je

zvolenych jehel.

Pole Odhadovana hodnota m nam zobrazuje vysledek, kterého jsme u pokusu dosahli.
Mizeme se piesvédCit, ze pro stejné nastaveni parametrll existuje mnoho riznych
vysledk. To je déno stile novym ndhodnym vybérem hodnot zurcitého intervalu.

Hodnoty se generuji pomoci pseudondhodnych generatort.

Dalsim tlacitkem, které mize uzivatel pouzit je Jak funguje Buffonova uloha. Po kliknuti

na toto tlaCitko se automaticky spusti program Adobe Acrobat. V tomto programu bude
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otevien dokument, ktery obsahuje podrobny popis jak funguje Buffonova uloha. Jsou zde

uvedeny vSechny vztahy pro vypocty m.
V hornim levém rohu je polozka Menu. Po otevieni polozky vidime dalsi ¢tyfi odkazy.

Prvnim je Otevri statistiku pokusi. Tento odkaz otevira textovy dokument, ktery
obsahuje historii testovani. Jsou zde uvedeny parametry a vysledky vSech pokust, které

byly jiz diive provedeny. Jsou zde zaznamenany v tomto poradi:
- Velikost jehly,
- Vzdalenost rovnobézek,
- Pocet jehel,
-Vysledné hodnota .

Druhy odkaz je Funkce Buffonovy tlohy. Tento odkaz ma stejnou funkci jako tlacitko
Jak funguje Buffonova tloha.

Ttetim odkazem je Napovéda. Po kliknuti na tento odkaz se automaticky otevie program
Adobe Acrobat a vném bude dokument obsahujici podrobny popis jednotlivych ¢asti

uzivatelského rozhrani Buffonovy tlohy.
Poslednim odkazem je Konec. Tento odkaz zavie uzivatelské prosttedi Buffonovy ulohy.

Poslednim elementem je graf. V grafu se zobrazuji rovnob&zky. Jsou rovnobézné s x-ovou
osou. Maji zelenou a Cervenou barvu. Mezi tyto rovnobézky dopadaji generované jehly.
Jsou zde rovnobézky, které protinaji jak dolni pfimku tak rovnobé&zky, které ji neprotinaji.
Pomér téchto jehel, které protnou/neprotnou tsecku je dilezity pro vypocet Ludolfova
¢isla. Posun na x-ové ose nas nezajima. NejvetSim problémem byl pii vykreslovani mist
dopadu jednotlivych jehel. Museli jsme zjistit krajni mezni body piimek. Tyto body jme
zjistili tak, Ze jsme tyto pfimky ofezaly kruZnici a v mistech, kde se kruZnice protnula
s pfimkou byl hledany bod. KruZnice protnula kazdou ptfimku na dvou mistech. Takto jsme

ziskali hledanou jehlu.

Ukézka zdrojového kodu je v ptiloze pod nazvem cast zdrojového kdédu Buffonovy ulohy.
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6.2 Priklad odhadu Ludolfova ¢isla na Buffonové uloze

Zvolime hodnoty pro experiment. Velikost jehly bude 10. Vzdalenost rovnobézek je 20.
Pocet jehel, které budeme vrhat mezi rovnobézky je 1000. Vykreslovat budeme tieba

kazdou 80. jehlu. Vysledek pokusu vidime na Obr.15.

5
Menu
Buffonova dloha
Je zde podminka, Ze velikost jehly nesmi byt vetsi nef vedalenost rovnobezeklll %
20
Zadejte velikostjshly: [~ 151
Zadejte vzdalenost rovnobgiek: 20
10+
Zadejte potet jehel: 1000
Wykresli kaZdou ntou jehlu: a0 S /
Odhadni Pi | Jak funguje Buffonowa dloha? | o \ﬁ
Odhadovana hodnota Fi: | 31847 _50 1.0 QID 3ID 40

Obr. 15. Experiment v Buffonové uloze

Vysledna hodnota tohoto pokusu se zadanymi parametry je 3.1847
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7 STATISTICKE VYHODNOCENI METOD

7.1 Testovani metody Jednotkové kruZnice

Testovani jsem provadél tak, ze jsem pro zadané parametry tyto pokusy desetkrat
opakoval. Jednotlivé parametry jsem navySoval o konstantni hodnotu. Po ziskani deseti

vyslednych hodnot jsem z téchto hodnot udé€lal jednu priimérnou. Nékteré vysledky jsou

uvedeny v nasledujicich tabulkéch.

Tabulka II. Udaje o testovani metody Jednotkové kruznice pro 100

generovanych Cisel

Pocet generovanych

Vysledna hodnota

Cislo pokusu:1 Cisel pokusu
1 100 3,1600

2 100 3,3200

3 100 3,0000

4 100 2,9600

5 100 2,9600

6 100 2,9600

7 100 3,1600

8 100 2,9200

9 100 2,9600

10 100 3,0000
Smérodatna odchylka 0,1293
Priimér 3,0400

Tabulka III. Udaje o testovani metody Jednotkové kruZnice pro 10000

generovanych Cisel

Pocet generovanych

Vysledna hodnota

Cislo pokusu:78 &isel pokusu
1 10000 3,1420

2 10000 3,1536

3 10000 3,1520

4 10000 3,1372

5 10000 3,1372

6 10000 3,1552

7 10000 3,1720

8 10000 3,1480

9 10000 3,1484

10 10000 3,1356
Smérodatna odchylka 0,0110
Priimér 3,1481




UTB ve Zline, Fakulta Technologicka

28

Tabulka IV. Udaje o testovani metody Jednotkové kruznice pro 100000

generovanych ¢isel

Vysledn& hodnota

Cislo pokusu:96 Poclet generovanych &isel pokusu
1 100000 3,1543

2 100000 3,1518

3 100000 3,1352

4 100000 3,1468

5 100000 3,1394

6 100000 3,1477

7 100000 3,1413

8 100000 3,1410

9 100000 3,1451

10 100000 3,1357
Smérodatna odchylka 0,0065
Primér 3,1438

Tabulka V. Udaje o testovani metody Jednotkové kruznice pro 500000

generovanych ¢isel

Vysledn& hodnota

Cislo pokusu:100 Poc&et generovanych Cisel pokusu
1 500000 3,1458

2 500000 3,1386

3 500000 3,1423

4 500000 3,1417

5 500000 3,1410

6 500000 3,1405

7 500000 3,1394

8 500000 3,1408

9 500000 3,1413

10 500000 3,1430
Smérodatna odchylka 0,0020
Primér 3,1414

Dalsi tabulky s ostatnimi hodnotami jsou ulozeny na pfilozeném CD. Z tabulek je patrné,

7e se stoupajicim poctem generovanych ¢isel rostla i presnost odhadovaného Ludolfova

Cisla. Jeste vice patrné to je z grafu, ktery je umistén v piiloze pod nazvem “Graf zavislosti

presnosti Ludolfova ¢isla na poc¢tu generovanych cisel® .
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7.2 Testovani Buffonovy ulohy

Testovani této metody bylo odlisné nez v piipad¢ jednotkové kruznice. U Jednotkové
kruznice jsme zjistili, Ze s rostoucim poctem cCisel, které testujeme, se odhadovana hodnota
Ludolfova ¢isla blizila pfesné hodnoté. U Buffonovy tlohy jsem se zméfil na zjiSténi
vztahu mezi vzdalenosti rovnobézek a velikosti jehly, kterou mezi rovnobézky vrhame.
Z nésledujicich tabulek jsou vidét vysledky testovani. Zadal jsem konstantni vzdalenost
rovnobézek (volil jsem hodnotu 10) a postupné jsem méenil hodnotu velikosti jehly. Pocet
jehel, které jsem vrhal mezi rovnobézky byl konzultaci s vedoucim prace stanoven na

5000.

Tabulka V1. Udaje o testovani metody Buffonovy tilohy pro velikost jehly 1

Cislo Velikost | Poget generovanych | Vzdalenost Vysledna
pokusu:10 jehly Cisel rovhobézek hodnota
1 1 5000 10 2,7173913
2 1 5000 10 2,79329609
3 1 5000 10 3,04878049
4 1 5000 10 3,33333333
5 1 5000 10 277777778
6 1 5000 10 3,24675325
7 1 5000 10 2,84090909
8 1 5000 10 2,97619048
9 1 5000 10 3,24675325
10 1 5000 10 3,3557047
Smérodatna
odchylka 0,24682316
Pramér 3,03368898
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Tabulka VII. Udaje o testovani metody Buffonovy tilohy pro velikost jehly 5

Cislo Velikost | Pocet generovanych | Vzdalenost Vysledna

pokusu:50 jehly Cisel rovnobézek hodnota

1 5 5000 10 3,04878

2 5 5000 10 3,075031

3 5 5000 10 2,941176

4 5 5000 10 3,045067

5 5 5000 10 3,28084

6 5 5000 10 3,015682

7 5 5000 10 2,930832

8 5 5000 10 3,156566

9 5 5000 10 3,08642

10 5 5000 10 3,113325
Smérodatna

odchylka 0,102253

Pramér 3,069372

Tabulka VIII. Udaje o testovani metody Buffonovy alohy pro velikost jehly 9

Cislo Velikost | Pocet generovanych | Vzdalenost Vysledna

pokusu:90 jehly Cisel rovnobé&zek hodnota

1 9 5000 10 3,114187

2 9 5000 10 3,080082

3 9 5000 10 2,970297

4 9 5000 10 3,08642

5 9 5000 10 3,232759

6 9 5000 10 3,114187

7 9 5000 10 3,090659

8 9 5000 10 3,012048

9 9 5000 10 3,131524

10 9 5000 10 3,036437
Smeérodatna

odchylka 0,071927

Prdmér 3,08686

Jak vidime v tabulkach nejsou uvadény Zadné jednotky. Divodem je to, Ze veliCiny museji

mit vzdy stejny rozméer. Mluvime o velikosti a vzdalenosti. Ostatni tabulky jsou na

pfilozeném CD. V grafu, ktery je uveden v pfiloze pod nazvem “Graf zavislosti vypoctené

hodnoty Ludolfova ¢isla na velikosti jehly* vidime vysledky vSech pokust.
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Z grafu vidime, ze Zadny pomér velikosti jehly na vzdalenosti rovnobézek ndm nedava
uplné piesnou hodnotu. AvSak z grafu je viditelné, Ze s pfiblizujici se velikosti jehly ke
vzdalenosti rovnobézek se hodnota Ludolfova cCisla zptesiiovala. Svéd¢i o tom 1 nasledujici
graf, ktery udava zavislost velikosti odchylky od pifesné hodnoty Ludolfova ¢isla na

velikosti jehly.

Graf zavislosti velikosti odchylek od pfesné hodnoty Ludolfova
Cisla
0,25
L 2

> 0,2 —e— Graf velikosti

s odchylek od pfesné

'S 0,15 1 hodnoty

© L 2

: f

8 0,1 ll ﬂ ¢

=

o

> 0,05 -

0 > I I I I
0 2 4 6 8 10

Velikost jehly

Obr. 16. Graf zavislosti velikosti odchylek od pfesné hodnoty ¢isla w na velikosti jehly

Z grafu vidime, ze hodnoty se 1isi pfiblizn€ o 0,1. ProtoZe se mi pomoci pokusii nepodatilo
prokazat, Ze existuje mezi velikosti jehly a vzdalenosti rovnobéZzek néjaka zavislost, budu
uvazovat, ze nejpiesnéjsi hodnota, kterou Ize dosahnout bude, kdyz hodnota velikosti

jehly bude rovna vzdalenosti rovnobézek.
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ZAVER

Zaveérem bych chtél shrnout, co se mi podafilo vytvofit. Jako prvni bod bych se zminil
o sestaveni podkladl k feSeni danych tloh. Z danych materiali je snadné pochopit, jak
vytvofené simulace funguji a na jakém matematickém principu jsou zaloZeny. Z téchto
materidlu jsem poté vytvoril simulaéni modely v programovém prostiedi Matlab.
Uzivatelské prostredi bylo tvofeno v modulu GUIDE. V rozhranich je moZzné nastavovat
jednotlivé parametry simulaci, ale uzivatel si musi byt védom jistych omezeni a podminek,
které jsou v téchto simulacich nastaveny. Je to napiiklad podminka u Buffonovy ulohy,
kterd nam tika, ze velikost jehly nesmi byt vétsi nez vzdalenost rovnobézek. Obé metody
jsou oSetfeny z hlediska nesmyslného zadavani dat, jako je naptiklad zadavani zapornych
¢isel nebo Cisel desetinnych do udaji o poctu generovani atd. Simulace jsou vzdy
doprovazeny grafickym zobrazeni. Kazda simulace ma sviyj vlastni graf, v kterém uZivatel

vidi vysledky daného pokusu.

Nejvétsim  problémem bylo vykreslovani jednotlivych jehel v Buffonové uloze. Znali
jsme totiz pozici stiedu jehly a jeji velikost, museli jsme zjisti jeji koncové body. Tento
problém jsme vyfesili tak, Ze jsme rovnici piimky dosadily do rovnice kruzZnice, kterou
jsme usecku ofizli a mista, kde kruznice piimku protnula jsme spojili a ziskali hledanou

jehlu.

Déle bych se zminil o testovani jednotlivych metod. Jednotkovou kruznici jsem testoval na
presnost vypoctu Ludolfova &isla v zavislosti na poctu generovanych cisel. Testovani
dopadlo pode ptredpokladu, Ze s rostoucim poctem generovanych cisel se presnost vypoctu
zvySovala. U Buffonovy tlohy jsem testoval zavislost velikosti jehly na vzdélenosti
rovnobézek. U tohoto testu nebyly vysledky tak presvédCivé ,ale dospél jsem k zavéru, ze
s rostouci velikosti jehly se pfesnost vypoctu nepatrné zvySovala. Bylo by dobré podrobit
tyto vysledky zkoumani za pomoci evolucnich algoritmil, které by byly jisté¢ efektivngjsi
a ucinné;jsi.

Doufam, ze tyto dvé simulace budou pfinosem pro vyuku Zakladl informatiky a zpestii

a obohati vyuku uz tak zajimavého predmétu jakym Zaklady informatiky bezpochyby jsou.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

MATLAB - je integrované prostiedi pro védeckotechnické vypocty,
modelovani, nadvrhy algoritmt, simulace, analyzu a prezentaci
dat, méfeni a zpracovani signalu, navrhy fidicich a komunikac¢nich

systémdl.
GUIDE — modul programového prostfedi Matlab

ADOBE ACROBAT — program pro ¢teni dokumentii ve formatu PDF.
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PRILOHA P1: Cast Zdrojového kédu Buffonovy iilohy
1 m=0;

2 1=0;

3 pi=0;

4 C=0;

5 L=0;

6 d=0;

7 1i=0;

8 k=0;

9 q0;

10 pocet=0;

11 p=0;

12 a=0;

13 maximd=0;

14 maxima=0;

15 pripopcti=0;

16 jehly=0;

17 pomocna=0;

18 bodl1=0;

19 bod2=0;

20 bod3=0;

21 bod4=0;

22 hold off;

23 plot(0,0);

24 1=str2num(get(handles.edit4,'String")); % délka jehly

25 L=str2num(get(handles.edit5,'String')); % vzdalenost rovnobézek
26 C=str2num(get(handles.edit6,'String')); % pocet generovanych cisel
27 pocet=str2num(get(handles.edit8,'String"));% pocet zobrazenych jehel
28 if1<=0

29 errordlg('Zadejte rozumnou hodnotu!!!Jedna se o velikost!!");

30 break;

31 end;

32 if Ll

33 errordlg('Je zadana Spatna vzdalenost rovnobézek!!!");



34 break;

35 end;

36 if L<=0

37 errordlg('Zadejte rozumnou hodnotu!!!Jedna se o velikost!!");
38 break;

39 end;

40 if C<=0

41 errordlg('Zadejte rozumnou hodnotu!!!Nejlépe celé kladné ¢islo!!");
42 break;

43 end;

44 if pocet>C

45 errordlg('Je zadana jehla, kterou nelze vykreslit!!!");
46 break;

47 end;

48 if pocet==0

49 errordlg('Musime vykreslit alespon jednu jehlu!!!");
50 break;

51 end;

52 d=rand(C,1)*(L/2);

53 fi=rand(C,1)*(180);

54 a=rand(C,1)*(L)+l;

55 maxima=max(a);

56 maximd=max(d);

57 pripocti=maxima+maximd;

58 pomocna=((C+1)-(C/pocet));

59 jehly=round(pomocna);

60 bod1=[0,pripocti];

61 bod2=[L,L];

62 bod3=[0,0];

63 bod4=[0,pripocti];

64 bod5=[0,0];

65 bod6=[0,(L+1)];

66 hold on;

67 fori=1:C

68 if (((I/2)*sin(fi(i)))>=d(1))



69 m=m+l;

70 end;

71 end;

72 pi=((C*)/(m*L));
73 for i=jehly:C

74 q=d(i)-tan(fi(i))*a(i);

75 c=[(1+tan(fi(i)).*2)  -(2*(a(i)-tan(fi(i))*q+tan(fi(i))*d(i)))
2*d(1)*q+((d(1))."2)-16)];

76 r=roots(c);

77 y=tan(fi(i))*r +q

78 delka=sqrt((r(1)-r(2))."2+(y(1)-y(2))."2);

79 plot(r,y,bod4,bod3,bod1,bod2,bod5,bod6)

80 end;

81 fid = fopen('Statistika.txt','a+");

82 fprintf(fid,'%6.2f %6.2f %6.2f %18.8f \n',1,L,C,pi);
83 fclose(fid);

84 handles.p=strcat(num2str(pi)),

85 set(handles.edit7,'String',handles.p);

((a(i)).2+q."2-



PRILOHA P2: Zdrojovy kéd Jednotkové kruZnice
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33

function pushbuttonl Callback(hObject, eventdata, handles)
m=0;

n=0;

x=0;

y=0;

p=0;

pi=0;

g=0;

c=0;

gr=0;

a=0;

b=0;

plot(x,y);

rychlost=(get(handles.checkbox1,'Value'));
c=str2num(get(handles.edit3,'String"));%rychlost vykreslovani
n=str2num(get(handles.edit1,'String')); %pocet generovanych ¢isel
if n<0

errordlg('Zadejte kladnou hodnotu!!!")

end;

if c<0

errordlg('Zadejte kladnou hodnotu!!!")

end;

n=round(n);

a=rand(n,1)*(1);

b=rand(n,1)*(1);

hold on;

pomocnal=0:0.001:1;

pomocna2=sqrt(1-pomocnal.*2);

title('Zobrazeni 1/4 jednotkové kruznice');
kruznice=plot(pomocnal,pomocna2,'Color','c','LineWidth',2);
for i=1:n

p=sqrt((a(i)"2)+(b(1)"2));

if (p<=1)



34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

m=m-+1;
gr=plot(a(1),b(i),"','Color','red");
end;

i (p>=1)
gr=plot(a(i),b(i),".",'Color','blue');
end;

pi=(4*m)/i;
handles.k=strcat(num2str(pi)),
set(handles.edit2,'String',handles.k);
if rychlost>0

pause(c);

end;

end;

fid = fopen('Statistika2.txt','a+');
fprintf(fid,'%6.2f %18.8f \n',n,pi);
fclose(fid);

hold off;



PRILOHA P3: Graf zavislosti p¥esnosti Ludolfova ¢isla na po¢tu generovanych &isel

Graf zavislosti poc¢tu generovanych Cisel na priimérné a presné
hodnoté Cisla Pi
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PRILOHA P4: Graf zavislosti vypo¢tené hodnoty Ludolfova &isla na velikosti jehly

Zavislost velikosti jehly na vzdalenosti

rovnobézek

a 34
3 ﬂ —— Vypodtené hodnoty Pi
o 3,3 .. ; -
£ ’\l — Pfesna hodnota Pi
o |
c LA o A s
£ 31 VY v \fu o
»@
g€ 3 % ¢
¥~
o 2,9 \ \ \ \ \ \ \ \ \

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Velikost jehly

10




	VYTVÁŘENÍ POSLOUPNOSTÍ NÁHODNÝCH ČÍSEL
	Generování náhodných čísel
	Urna
	Kostky
	Tabulky náhodných čísel
	Fyzikální generátory

	Generování pseudonáhodných čísel
	Testování náhodných čísel
	Cifry Ludolfova čísla

	GEOMETRICKÁ PRAVDĚPODOBNOST
	Výpočet Ludolfova čísla

	POPIS BUFFONOVY ÚLOHY
	ZJIŠTĚNÍ LUDOLFOVA ČÍSLA POMOCÍ JEDNOTKOVÉ KRUŽNICE
	POPIS SIMULAČNÍHO MODELU JEDNOTKOVÉ KRUŽNICE
	Uživatelské rozhraní Jednotkové kružnice
	Příklad odhadu Ludolfova čísla na Jednotkové kružnici

	POPIS SIMULAČNÍHO MODELU BUFFONOVY ÚLOHY
	Uživatelské rozhraní Buffonovy úlohy
	Příklad odhadu Ludolfova čísla na Buffonově úloze

	STATISTICKÉ VYHODNOCENÍ METOD
	Testování metody Jednotkové kružnice
	Testování Buffonovy úlohy


