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ABSTRAKT

Tato bakalarska praca sa zaobera tedriou komplexnych Cisel a ich aplikovanim. V teoretickej
Casti je uvedena historia vyvinu komplexnych Cisel, ich zakladne vlastnosti, aritmetické ope-
racie a nakoniec ich aplikovanie v ré6znych vednych oboroch. V praktickej Casti je zbierka
analyticky rieSenych uloh, priklady, na ktorych su ukazané prikazy pre pracu s komplexnymi
¢islami v programe Wolfram Mathematica a nakoniec priklady demonstrujtice vyuzitie kom-

plexnych ¢isel v praxi.

KTIacové slova: komplexné ¢islo, imaginarna jednotka, Gaussova rovina, aritmetické opera-

cie, Moivreova veta, goniometricky tvar, exponencidlna forma, Eulerov vztah

ABSTRACT

This bachelor thesis deals with the theory of complex numbers and their application. The
theoretical part is dealing with the history of evolution of complex numbers, their basic cha-
racteristics, arithmetic operations and ultimately their application in a range of science-dis-
ciplines. Practical part contains collection of analytical solved problems, examples on which
are shown commands for working with complex numbers in the program Mathematica, and

finally the last part demonstrates examples of the use of complex numbers in practice.

Keywords: complex number, imaginary unit, Gauss plane, arithmetic operations, Moivre’s

formula, trigonometric shape, exponential shape, Euler relationship
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UvVoD

Aplikovanie komplexnych ¢isel v matematike nam umoznuje riesit’ tlohy, ktoré si v obore
realnych ¢isel nerieSiteI'né. Komplexné Cisla st abstraktnym oborom, v ktorom je definovana
odmocnina z kazdého ¢isla. V obore realnych ¢isel je definované s¢itanie, nasobenie, od¢i-
tanie a delenie 'ubovol'nym ¢islom okrem nuly. Pre realne ¢islo je tieZ definovana n-ta moc-
nina, kde n € N. Avsak n-ta odmocnina n € N je definovana len z nezaporného ¢isla. V do-
sledku toho je nemozné urcit’ korene kvadratickej rovnice so zapornym diskriminantom
a tiez korene niektorych algebrickych rovnic vyssich stupiov. Aby bola kvadraticka rovnica
typu x2 + x + 5 = 0 riesitelna, bol obor redlnych &isel R rozsireny na obor komplexnych
¢isel oznacovany C. Komplexné ¢isla maju svoje uplatnenie aj v inych vednych oboroch ako

je fyzika, grafika a elektrotechnika, ktoré sa opieraji o matematiku.

Tato bakalarska praca sa sklada z dvoch cCasti. V teoretickej Casti je definovana teéria kom-
plexnych ¢isel, ich zakladné vlastnosti, vyjadrenie v komplexnej rovine, vykonéavanie arit-
metickych operacii s tymito ¢islami, prehl’ad znamych pojmov a ich vyuZitie v réznych ved-
nych oboroch, konkrétne pri problematike RLC obvodu alebo frekvenéného prenosu v tedrii
systémov. V praktickej ¢asti je zbierka rieSenych prikladov pre danti problematiku komplex-
nych ¢isel, kde st aplikované vzt'ahy pouzité v teoretickej ¢asti. Nasledne su demonstrované
prikazy vo Wolfram Mathematica pre pracu s komplexnymi ¢islami, priklady na vyuZitie
komplexnych ¢isel pri RLC obvode ¢i frekvenénom prenose a nakoniec zbierka nerieSenych

uloh pre predmet Zaklady matematiky.
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. TEORETICKA CAST
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1 KOMPLEXNE CISLO

1.1 Historia

Cesta k objaveniu komplexnych ¢isel bola vel'mi dlha a mnoho znamych svetovych mate-
matikov k nej prispelo. Prvii zmienku o komplexnych ¢islach by sme mohli najst’ uz v 1. st.
nasho letopoctu, ked pri rieSeni objemu zrezaného ihlanu sa matematik Heron z Alexandrie
dostal k druhej odmocnine zaporného ¢isla. Heron toto ¢islo pod odmocninou ,,oto¢il* a po-

¢ital tak s kladnym cislom.

O dvesto rokov neskor narazil Diofantos z Alexandrie na kvadraticku rovnicu, ktora nemala
redlne rieSenie. Aj ked’ vSetky koeficienty boli v tejto rovnici kladné, o bolo znakom tejto
doby, pretoze bolo nepredstavitelné riesit’ nieco s ¢islami mensimi ako ,,nic*, tak pocas vy-
poctov dospel k tomu, Ze rovnica je nezmyselna. Uviedol, Ze rovnica nema rieSenie, pretoze

pre dany tvar rovnice musi existovat’ racionalne riesenie.

K vyvoju komplexnych ¢isel prispel aj Leonard Pisansky, znamy ako Fibonacci. V jednej zo
svojich knih sa venuje kubickym rovniciam, ktoré rieSi pomocou geometrie. A aj ked’ jeho
spdsob vypoctu nebol uplne zrejmy, tak pri urceni vysledku jednej z jeho rovnic sa 1isil asi
len 0 3 x 10! od vysledku po pouziti Cardanovych vzorcov objavenych neskor.

V roku 1545 publikoval taliansky matematik Gerolamo Cardano knihu, v ktorych bola po-
pisand metoda rieSenia kubickych rovnic. Cardanova préaca bola prili§ komplikovana a plna
symboliky. V tej dobe boli stale zaporné ¢isla povazované za zvlastnu fikciu. V sucasnosti
sa Cardanove vzorce prili§ nevyuzivaji az na niektoré Specialne vynimky z dovodu zlozitosti
a v niektorych pripadoch sa vyjadruju redlne korene kubickej rovnice pomocou ¢isel imagi-

narnych.

Bolonsky matematik Rafael Bombelli v roku 1550 vypracoval tedriu o rydzo imaginarnych

¢islach, kde objasnil struktiry vyrazov v Cardanovych vzorcoch. Vyrazy v tvare

a+ bv-—1,

ktoré sa objavuju vo vzorcoch pre rieSenie algebrickych rovnic druhého a tretieho radu, boli

nazyvané ako imaginarne. Bombelli skimal rovnicu
x3 = 15x + 4,

kde po uziti Cardanovych vzorcov mozno dostat’
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X = 3\/2 +v—-121 + 3\/2 —V—=121.

Postrehol, Ze rieSenim rovnice je x = 4. Nasledne sa snazil o objasnenie Cardanovych vzor-

cov, kde udal nasledujuce rovnosti

3/2 +V=121 = a + bi,
3/2 — V=121 = a — bi.

Tieto rovnice riesil pomocou algebrickych uprav a zistil, ze a = 2,b = 1, ize
x=a+ bi+a-—bi,
x =2a=4.

Francuzsky matematik René Descartes, dnes povazovany za zakladatel’a analytickej geomet-
rie vydal spis v roku 1636, kde vyuzil algebrické rovnice pri stadiu v analytickej geometrii.
Uvédza tu tedriu algebrickych rovnic, kde vyuziva pravidlo pre ur¢ovanie poctu kladnych
a zapornych korenov algebrickych rovnic. Pracoval so zapornymi aj komplexnymi ¢islami,

aj ked’ ich nepovazoval za seberovné kladnym ¢islam.

V roku 1692 vydava Albert Girard knihu, kde pouziva nulu, zaporné ¢isla, ale aj komplexné
¢isla. Jeho znazornenia komplexnych ¢isel v geometrickej podobe viedlo neskor k vytvore-
niu ¢iselnych os. ReSpektoval komplexné korene algebrickych rovnic, co mu umoznilo sfor-

mulovat’ zakladnt vetu algebry.

Komplexné ¢isla sa zacali rozsirovat’ v roznych oboroch matematiky. Pracovali s nimi po-
predni matematici ako Isaac Newton, Johann Bernouli, Abraham de Moivre, John Wallis ¢i

Roger Cotes. VIadla v nich neistota vyplyvajuca z neobjasnenej podstaty komplexnych ¢isel.

Leonhard Paul Euler v roku 1755 usiloval o vytvorenie geometrického vykladu komplex-
nych Cisel. Pravdepodobne rozumel komplexné ¢isla ako body v rovine. V roku 1777 zavie-
dol ako prvy symbol i = v—1. Zavedenim polarnych stradnic r a ¢ ziskal goniometricky

tvar komplexného ¢isla
x +yi =r(cos¢ + ising).
Na zaciatku devétnasteho storocia sa niektori matematici snazili o geometrické uvazovanie

komplexnych ¢isel. S uspechom sa komplexné ¢isla Casto stretavali v matematickej analyze.
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Stale ale nebolo jasné, ¢o to vlastne komplexné Cislo je a ako si ho predstavit. Franctzsky

matematik Lazare Nicolas Marquerite Carnot zaviedol ako prvy termin ,,komplexné ¢islo*.

Dalsi franctuzsky matematik Adrien-Quentin Buée si zadal uvedomovat’ rozdiel medzi zna-
mienkami pri ¢isle a znamienkami jednotlivych operacii. Chapal ¢islo z dvoch pohladov.
Z aritmetického hl'adiska sa nazdaval, ze kazdé Cislo ma urcity ,,rozmer* a z geometrického
hl'adiska sa domnieval, Ze je kazdé ¢islo orientované nejakym ,,smerom*. V roku 1806 vydal
publikdciu, ktora sa stala zdkladom pre akceptovanie grafickej reprezentacie komplexnych
Cisel.

Revoluénym pokrokom prispel k vyvoju komplexnych ¢isel nemecky matematik Johann
Carl Friedrich Gauss, ktory rozvinul geometricku interpretaciu komplexnych ¢isel. V roku
1831 vydal publikaciu, v ktorej skonstruoval presnu aritmetiku komplexnych ¢isel zalozenu
na geometrickej komplexnej rovine. Polozil tu zdklady komplexnej terminoldgie. Dokazal
tiez platnost’ viacerych operacii s komplexnymi ¢islami, ktoré boli zaloZzené na geometric-
kom zobrazeni. Taktiez ako prvy uviedol dokaz o zdkladnej vete algebry. Tymto spracova-
nim komplexnych ¢isel sa umoznilo zakoncit’ tedriu o algebrickych rovniciach. Podla roz-
nych ohlasov bol Gauss prvy, kto pracoval s komplexnymi ¢islami sebavedome a vedeckym

spdsobom.

Dalsi matematici, ktori sa venovali vyvoju komplexnych ¢&isel boli Sir William Rowan Ha-
milton, Augustus-Louis Cauchy, Hermann Hankel, Georg Friedrich Bernhard Riemann, Da-
vid Hilbert a mnoho d’alsich. [1]

1.2 Tvary komplexného ¢isla

Komplexnym ¢islom z moZzno nazvat’ usporiadant dvojicu redlnych cisel dy a d4, ktoré je
mozné zapisat’ v zlozkovom, algebrickom alebo goniometrickom tvare. Cisla d,, d; su re-
alne cisla, kde ¢islo d, vyjadruje realnu cast komplexného cisla a Cislo d; reprezentuje
imaginarnu cast komplexného ¢isla. V zlozkovom tvare moZno nazvat’ akékol'vek ¢islo
v tvare 3 = [d,; d,] a v algebrickom tvare ¢islo z = dy + d;i. Symbol i predstavuje kom-
plexné &islo, ktoré sa nazyva imaginarna jednotka a pre ktoré plati vztah i = —1. Tento
vzt'ah bude odvodeny neskor. V pripade, ze je d; rovné nule, tak komplexné cislo je ekvi-
valentné realnemu cislu predstavujuce len realnu ¢ast’ d,. Pokial’ d; je nenulové tak sa to-
muto ¢islu hovori imaginarne Cislo. Ak je redlna ¢ast’ d, rovna nule, tak komplexné ¢islo sa

vola rydzo imaginarne ¢islo. Tieto podmienky platia pre oba spominané tvary. MdzZeme si
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zaroven vSimnut’, ze podl'a vyssie uvedenej podmienky platnosti pre redlne Cislo, je mnoZzina
R podmnozinou mnoziny C.

Kazdé komplexné ¢islo ma okrem zlozkového a algebrického tvaru aj tvar goniometricky.

Zapisuje sa v tvare z = |z| - (cos ¢ + isin @).

1.2.1 Rovnost

Nech mame dve komplexné ¢isla v algebrickom tvare z; = dyy + dypi @ 3, = diq + dyq,
respektive v zlozkovom tvare z; = [dq; d20] @ 32 = [d11; d21]. Rovnost’ medzi tymito
komplexnymi ¢islami nastane, ak ich realna Cast’ d,,, d;; & imaginarna ¢ast’ d,,, d,; maji

rovnaka hodnotu
21 =22 © (dyp = dq11) A (dzo = dyy).

V goniometrickom tvare sa tieto ¢isla rovnaja v pripade, Ze ich absoltutna hodnota je rovnaka

a ich argument ¢ je rozdielny o 2km, kde k € Z.

1.2.2 Opacné komplexné ¢islo
Nech mame komplexné Cislo v tvare z = dy + d,i, respektive z = [dg; d4], tak jeho opac-
nym ¢islom bude ¢islo 3 = —d, — d4i, V zloZkovom tvare g = [—d; —d;]. Zmenia sa teda
znamienka pri oboch Castiach komplexnych ¢isel.

V goniometrickom tvare by bolo pre ¢islo, z = |z] - (cos ¢ + i sin ¢) bolo opacnym ¢islom

% = |z| - [cos(¢ + km) + isin(p + km)].

1.2.3 Inverzné komplexné ¢islo

Prevratenym, teda inverznym c¢islom 3z ku komplexnému cislu z = dy + d4i, bude Cislo

Vv tvare

11 dy dy
ST T ot dii B +d B+d”

(1)

Postup, ako sme sa dopracovali k vyslednému vyjadreniu inverzného ¢isla si ukazeme, az

po ukazke aritmetickych operacii s komplexnymi ¢islami.

1.3 Gaussova rovina

Gaussova rovina G, nazyvana aj rovina komplexnych ¢isel alebo zjednodusene komplexna

rovina, je rovina s pravouhlou ststavou suradnic x a y, kde zobrazujeme komplexné Cisla
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tak, ze kazdému komplexnému ¢islu z je priradeny kazdy bod roviny a naopak. Obrazy re-
alnych cisel lezia na osi x, nazyvanej aj realna os Re. Obrazy imaginarnych ¢isel su body
Gaussovej roviny, ktoré neleZia na realnej osi. Na osi y, nazyvanej aj imaginarna os Im, sa

nachadzaju obrazy rydzo imaginarnych ¢isel.

Komplexné ¢&islo si mozno predstavit ako polohovy vektor v rovine, ktory ma dizku |z]

a smer 0z, kde 0 predstavuje pociatok kartezidnskej sustavy suradnic. Tym, ze kazdy bod
v Gaussovej rovine ma svoje komplexné ¢islo, je priradenie medzi komplexnymi Cislami
a polohovymi vektormi vzajomné jednoznacne.

A
Im

: z[dy,d;]

FPe

Obrazok 1: Komplexné ¢islo v zloZkovom tvare

1.3.1 Absolutna hodnota

Absolutna hodnota komplexného ¢isla je vzdy nezaporné realne Cislo. Znacime ju |z a je

|z :,’d02+d121 2

ktory plati pre zloZkovy aj algebricky tvar. Komplexné ¢islo, ktoré mé absolutnu hodnotu

vyjadrend vztahom

rovnu jednej, sa nazyva komplexna jednotka.

Z geometrického hl'adiska nam absolitna hodnota komplexného ¢isla z urcuje vzdialenost’
obrazu tohto ¢isla od pociatku Gaussovej ststavy suradnic. VSetky komplexné ¢isla majuce
rovnaku absolutnu hodnotu vytvoria v rovine kruznicu so stredom v pociatku suradnicove;j
ststavy a s polomerom |z|. V pripade komplexnych jednotiek ma tato kruznica polomer
jedna. [3]
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A
Im
1
gl PN z=dy+d,i
zl=1 |
h -1 0 dD 1 Fe
-1
Y

Obrazok 2: Jednotkova kruznica

1.3.2 Komplexne zdruZené ¢islo

Kazdé komplexné ¢islo ma svoje komplexne zdruzené ¢islo, ktoré je simerne s povodnym
komplexnym ¢islom podl'a realnej osi. To znamena, Ze sa meni znamienko pri imaginarne;
zlozke komplexného ¢isla. Pokial’ komplexne ¢islo vynasobime komplexne zdruZzenym &is-
lom, tak ziskame redlne Cislo. Tato metodda sa vyuzZiva najmé pri podiele dvoch komplexnych
¢isel. Nech mame komplexné ¢islo z = dy + d;i, tak jeho komplexne zdruZzenym ¢islom

bUde Z_ == dO - dli.

Im %
d 2 g %1
T |
____,F-""H o i
e - i >
o~ 1d, Fe
—d, Tl
.‘-'.'-1
Y

Obrazok 3: Komplexne zdruZzené ¢islo
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1.4 Aritmetické operacie

V mnozine C st definované rovnaké aritmetické operacie ako v mnozine R. Nech mame dve
komplexné ¢isla v algebrickom tvare z; = dyy + dyoi @ 3, = dq; + dy11, respektive ich
zlozkova formu z; = [dy; d2o] @ 32 = [d11; d21]. Matematické operacie tychto dvoch ¢isel
budu zobrazené v nasledujucich podkapitolach v algebrickom tvare a nasledne v tvare zloz-

kovom.

1.4.1 Sucet

Sucet komplexnych ¢isel 7, a 3, prebicha tak, Ze sa s¢itaju oba ich vektory. V koncovom
bode prvého z komplexnych Cisel, v naSom pripade z;, si méZeme predstavit’ pociatok si-
radnicovej sustavy pre vektor druhého Cisla. Vysledkom je znova vektor. Tento vysledny
vektor spaja pociato¢ny bod prvého vektora s koncovym bodom druhého vektora. Z algeb-

rického hl'adiska by sa dal sti¢et zapisat’
31 + 33 = (d1o + d11) + (dzo + d21)1i,
31+ 33 =[ dyo + di1;d20 + das.

Samostatne sa s¢itava redlna Cast’ a samostatne imaginarna ¢ast. Vysledkom su koncové
stradnice vysledného vektora v Gaussovej rovine. Z pohl'adu binarnych operacii sucet spl-
nuje asociativny a komutativny zakon. Z geometrickej stranky mézeme na obrazku 3 vidiet

princip stctu dvoch komplexnych ¢isel.

dag+dp g g 51tz

2 = 3]

i | -
dq dig dyt+dy; FRe

Obrazok 4: Sucet komplexnych cisel
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1.4.2 Rozdiel

Postupuje sa tym istym sposobom ako pri sucte, no neplati tu asociativny ani komutativny
zakon. Do koncového bodu prvého vektora zavedieme pociatok druhého vektora, ktory oto-
¢ime o 180°. Vysledkom je znova vektor, ktorého pociatok zacina v pociatku prvého vektora
a koniec ma v koncovom bode druhého vektora. Algebricky je mozné rozdiel nasSich dvoch

komplexnych ¢isel zapisat
21 — 3 = (dyo — dqq1) + (dpo — d3q)i
21— %2 =[dyo — d11;d30 — d21].

Z toho vyplyva, ze tak ako pri sucte, tak aj pri rozdiele sa redlne Casti a imaginarne Casti
dvoch cisel od seba od¢itavaji. Na obrazku 4 mézeme vidiet’ princip rozdielu komplexnych

¢isel, kde som zvolil substituciu d,, = d;g — d;1 Z dévodu prehl’'adnejSicho obrazku.

it
d 21 2
d 20 [T S S .
& dndy =
d2o-ds, B
Y

Obrazok 5: Rozdiel komplexnych ¢isel

1.43 Sucin

Operacia nasobenia je oproti dvom predchadzajucim trocha zlozitejSia. Vyuzivaju sa tu totiz
aj uhly vektorov zvierajuce s realnou osou. Nasobenim dvoch vektorov ziskame vektor, kto-
rého uhol s redlnou osou je suctom uhlov dvoch néasobiacich ¢isel a velkost’ vysledného
vektora bude reprezentovand sti¢inom absolutnych hodndt velkosti ndsobenych vektorov.

Z algebrického hladiska to m6Zeme zapisat’

212 =djodyq + 1 (dyodyy + dyedyg) + i2d20d21-
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Mozeme si vSimnut, ze posledny ¢len obsahuje imagindrnu jednotku umocnent na druhu.
Symbol i je jednotkovy vektor na imaginarnej osi Im, ¢o znamena, Ze zviera 90° uhol s re-
alnou osou. Pokial’ nasobime dve rovnakeé ¢isla, tak sucet ich uhlov musi byt’ dvojndsobny
oproti povodnému uhlu tohto ¢isla. Vysledny vektor bude teda v nasom pripade 180° od
redlnej osi, o nas nasmeruje do zapornej Casti realnej osi. Z toho vyplyva, Ze vektor &isla i2
bude mat’ velkost’ jedna, pretoze ide o jednotkovy vektor a stiradnice koncového bodu buda

[-1;0], z ¢oho prameni, Ze i? = —1. Spitnym dosadenim ziskavame

2122 = (dodyg — dpedypq) + i (diodar + dyodyq)
21 3 = [dyodyq — dyodyy 5 diodyg + dyodys]

Sucin splituje asociativny, komutativny a navyse aj distributivny zdkon vo¢i suctu komplex-
nych ¢isel. Geometricky pohl'ad na stcin je na obrazku 5, kde som zaviedol dve substitucie

dS - d10d21 + d20d11 a dr = d10d11 — d20d21. Platia teda VZt’ahy

|21 - 22| = |21] * | 32|

=9 to

d 5 _JI £3 2 = ia 1

|

|

|

|

|

| Ln
doy - -

|

| K,

|

[~ r'l

eyt f

| \\

|
oo Az,

| f1 D '_,e-q” Vool

,f-""”f Py
Fe
r d 11 d 10

Obrazok 6: Sucin komplexnych cisel

1.4.4 Podiel
Pri podiele komplexnych Cisel sa bude vyuzivat’ komplexne zdruzené ¢islo delitel'a. Nech je

v nasom pripade delitelom ¢islo z,. Jeho komplexne zdruzenym ¢islom v algebrickom tvare

bude z,” = dy; — d,1i aV zlozkovom tvare z, = [dy1; —d31]. Uhol vektora ziskame tento-
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kréat od¢itanim uhla delitel'a od uhla delenca. Velkost’ vektora dosiahneme podielom vel-
kosti hodnot jednotlivych vektorov. Z algebrického aspektu ziskame podiel tak, ze zave-
dieme sucin povodného podielu s podielom komplexne zdruzeného delitel’'a. V nasom pri-

pade z,". Platia teda nasledujice vzt'ahy

%1 %1 Z3

22 22 33

31 _ dyo +idyo . di; —idy
Zy diq +idy; dyq —idyy

Roznasobenim menovatel'a ziskame redlne ¢islo, ¢o ndm umozni zlomok rozdelit’ na dve
Casti: redlnu a imaginarnu.

31 _ diodi1 — id1oday + idi1dag — i%da1dy0 _
Zy  dygdyg +idyidyy — dyqidyy — idyqidy

_ (d10d11 + d21dzo) — L (d1odz1 + d11d20) _
d:ﬁ - i2d§1

_ (dyod1y + da1dz0) — i (d1oday + d11d30) _
diy +d3,

_ diodyy + dy1dyg _ dyodry + di1dyg i
di, +d3, diy +d3

21 _ diodyg + da1dy L dqiodyq + di1dy
<2 d}, +d5, ’ d}, +d3,

Po bliz§om preskiimani méZeme vidiet, Ze tak ako aj v pripade rozdielu, tak ani tu neplati
asociativny ani komutativny zakon. Geometricka predstava o podiele dvoch komplexnych
¢isel je zobrazena na obrazku ¢islo 6. Zaviedol som tu znova rovnaké substitucie ako pri
sucine. Pre podiel platia teda vzt'ahy

31
2,

0 =p—q .

_ |74
|21
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A
Im
G2
}‘\\‘ dE 1
FI Y - Z‘_}:{ _______ 9151
@A
< N 17 .
d d @/ d Re
11 r /1 10
5y #]d,
el
Y

Obrazok 7: Podiel komplexnych cCisel
Inverzny tvar komplexného ¢isla v podobe (1) mézeme teda ziskat’ nasledujucim postupom

_ Z_ _ dO_dli _do_dli_ dO d1 .
T 2% (dotdiD)-(do—dyi) L+ d2+d L2+d-

V4

N | =
Ny | &

1.5 Goniometricky tvar
Na obrazku 8 mézeme vidiet’ polarne stiradnice komplexného ¢isla polozeného v Gaussovej

rovine s polarnymi osami.

v A
(|=]. ) alebo (x,y)
|| B .
> d,=|z|.sin(ep)
0
- >
N J X
v
dp=|z|.cos(p)

Obrazok 8: Polarne stiradnice v komplexnej rovine

Potom d,, d, | 3| a ¢ st skonstruované ako d, = cos(¢) a d,; = sin(¢). Tieto rovnice nam
vyjadruju nenulové komplexné ¢islo z = d, + id; ako

z = (|z|cos@) +i(|z|sing) = |z|(cosp + ising).
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Tomuto tvaru sa hovori goniometricky alebo polarny tvar komplexného ¢isla. Os x je realna
0S Re a 0s y je imaginarna os Im. Uhol sklonu vektora z od realnej osi, ktory je vyjadreny
v radianoch alebo stupiioch, bude kladny v pripade, Ze sa bude merat’ v proti smere hodino-
vych ruciciek a zédporny naopak ak sa meria v smere hodinovych ruci¢iek. Tento uhol je
nazyvany argument komplexného ¢isla z a je oznacovany ¢ = arg(z). Argument komplex-

ného ¢isla musi spliiat’ rovnice

do

Cos @ = m
. dy
Sing = m

Argument komplexnych ¢isel nemdze byt’ jedinecny, pretoze sin ¢ a cos ¢ majl periodicitu
2m. To znamena, Ze pre komplexné ¢islo z, ktoré ma nejaky argument ¢, tak potom uhly

Qo X 2m, @y 4m, @q * 67 ... su taktiez argumentami komplexného ¢isla z.

1.5.1 Hlavny argument

Symbol arg(z) v skuto¢nosti reprezentuje subor hodnot, ale argument ¢ komplexného ¢isla
z, ktory lezi na intervale - < ¢ < m je hlavny argument ¢isla z alebo hlavna hodnota

arg(z). Hlavny argument ¢isla 3 je jedine¢ny a je ozna¢ovany ako Arg(z). Plati teda [2]

- < Arg(z) <.

1.5.2 Sicin a podiel

Nech mame dve komplexné ¢isla v goniometrickom tvare z; = |3;|(cos @, + ising;) a

%, = |33|(cos @, + isin ¢,), kde ¢, a ¢, st prislusné argumenty z, a z,. Potom ich su¢in
2132 = |%11|32|[cos @4 cos @, — sin ¢4 sin @, + i(sin @, cos @, + cos ¢, sin @,)].
V pripade, ze 3, # 0, tak podiel je

21 |zl . . o .
poal e [cos ¢4 cos @, + sin @, sin @, + i(sin @, cos ¢, — cos @, sin @,)].
V) V)

Podra prislusnych uprav pre sinus a kosinus sa daji tieto rovnice pre sicin a podiel upravit’

pomocou vzorca
sin(A + B) = sinAcos B + cos Asin B,

cos(A+ B) = cosAcosB + sinAsinB,
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na tvary

3132 = |311132][cos(@1+¢,) + isin(p;+¢,)],

21 |zl

— = ——|[cos - + isin - .
o |Z2|[ (p1—2) (p1—92)]

Z tychto vzt'ahov ndm vyplyvaju rovnice pre jednotlivé argumenty

arg(z,z,) = arg(z,) + arg(z,),

arg (2] = arg(z,) — arg(zy).

2

Grafické zobrazenie tychto rovnic si mdézeme znova pozriet’ na obrazkoch 6 a 7, kde sa jed-

notlivé uhly komplexnych ¢isel naozaj scitavaju, respektive od¢itavaju.

1.5.3 Mocnina

Skor ako prejdeme k umociniovaniu samotného komplexného ¢isla, ukazeme si jednotkovy

vektor polozeny priamo na kazdej ose Gaussovej roviny. Vieme, e i2 = —1. V tom pripade
i3=—-1-i=—ianakonieci*=i?-i?=(-1)-(-1) = 1.
A
Im
L
A
!'.I
i
= 1S ©# 0 "1 pe
f_?
Y
-1
Y

Obrazok 9: Jednotkova kruznica komplexnej roviny
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Nech mame komplexné ¢islo v algebrickom tvare z = d + d;i. Jeho n-ti mocninu mdzeme

zapisat' v tvare 3™ = (dy + dqi) - (dy + dqi) - .- (dy + dqi). V pripade, ze pocitame
1 2 n

druhti alebo tretiu mocninu, tak moézeme vyuzit vzorce (a + b)? = a? + 2ab + b? respek-
tive (a + b)® = a3 + 3a?b + 3ab? + b3. Pre poditanie vSeobecnych mocnin v algebric-
kom tvare je mozné pouzit’ binomicku vetu, ktord hovori

n

o+ =) () @ 0¥,

k=0

kde k,n € N an > k. Daleko jednoduchsie je viak pouzit’ miesto algebrického tvaru kom-
plexného cisla tvar goniometricky. Nech mame komplexné Cislo z zapisané v tvare

z = |z|(cos ¢ + isin @), potom n-tou mocninou tohto ¢isla bude
z™ = |z|"[cos(ng) + isin(ne)].

Tento vztah je odvodeny od franctizskeho matematika Abrahama de Moivreho a nazyva sa

Moivreova veta. Tato veta nam priamo prepaja komplexné ¢isla s trigonometriou.
Tato vetu je mozné dokazat’ matematickou indukciou. Pre n = k dostaneme
(cos@ + isin@)* = coskg + isinke.
Teraz chceme dosadit’ za n = k + 1 a ukazat, Ze to naozaj plati
(cos @ + isin@)**t! = (cos ¢ + isin @) (cos ¢ + isin @)*.
Na pravej strane pouzijeme rovnicu, ktort sme si odvodili pre n = k

)+l = (cos @ + isin @) (coske + isinkg) =

(cos@ +ising
= (cos @) (cos k) + i?(sin @) (sinke) + i (sin @) (cos k) + i(sinkep)(cos p) =
= (cos @) (cos k) — (sin@)(sinke) + i (sin@)(cos k) + i(sin kp)(cos ).
Teraz vyuzZijeme vzorce pre sinus a kosinus
sin(a + b) = sinacosbh + sinbcosa,
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb.
Dostaneme teda
(cos @ + isin@)**1 = (cos(k + 1)¢ + isin(k + 1)),

¢im sa nam podarilo dokazat’ Moivreovu vetu.
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1.5.4 Odmocnina

Kazdé rieSenie rovnice 3™ = a je n-tou odmocninou z ¢isla a. Ak mame a = 0, tak pre
akékol'vek n ma rovnica 3™ = 0 prave jedno rieSenic z = 0. Avsak ak je a # 0, tak potom
aj z # 0. Nech mame obe komplexné ¢isla vyjadrené v goniometrickom tvare z =
|z|(cos @, +ising,) a a = |a|(cos¢, + ising,). Potom rovnica 3™ =a ma tvar

|z|™*(cosng, + isinng,) = |a|(cos @, + isin ¢@,).

Dve komplexné ¢isla sa rovnaju, ak hodnota ich absolutnych hodnoét je rovnaka a zaroven sa

ich argumenty rovnaju alebo odliSuju o celo¢iselny nasobok periddy 2. Z tejto odvodenej
rovnosti vyplyva, ze |z|™ = a a ngp, = @, + 2km alebo |z] = V/|a| a ¢; = % + Zan, kde

k € Z. To znamena, ze vSetky rieSenia rovnice 3" = a, mozeme zapisat’ v tvare

2km 2km
z, = +/lal [cos (% + T) + isin (% + —)],

n
kde k = 0,1,2 ..., n — 1. VSetky n-té odmocniny z a maji teda rovnakt absolatnu hodnotu

/la| aich argumenty st rozdielne o nisobok 27” [3]

1.6 Exponencialna forma
Komplexne ¢islo e? je ¢islo definované
e? = e**bl = ¢(cos b + i sinb).
Zakon exponentov pre komplexné ¢isla hovori
%132 = 31132,

Okrem toho Eulerov vzorec je Specidlny pripad, ked’ z je rydzo imaginarne Cislo, tak a = 0
a b je nahradené ¢. Eulerov vzorec ma pohodIné vyuzitie vo viacerych konceptoch. Gonio-

metricky tvar komplexného ¢isla z moéZeme teraz zapisat’
z = |z|e'?.

Tomuto zapisu hovorime exponencialny tvar komplexného ¢isla. [2]
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2 APLIKACIA KOMPLEXNYCH CISEL

2.1 Kvadraticka rovnica

V tejto praci sa budeme venovat’ kvadratickej rovnici s jednou neznamou. Ide o algebricka

rovnicu druhého stupna, ktora ma vSeobecny tvar
ax?>+bx +c =0,

kde ¢len a nazyvame kvadraticky koeficient a nemoze byt rovny nule, b je linearny koefi-
cient a c je absolutny koeficient. V pripade, ze a = 0, tak z kvadratickej rovnice sa stava

linearna rovnica. [2]

Na to aby sme nasli rieSenie tejto rovnice sa pouziva diskriminant, ktory sa urcuje podla

vzorca

D = b? — 4ac.
Ak D > 0, tak kvadraticka rovnica bude mat’ dva realne korene. V pripade, ze D = 0, tak
rovnica bude mat’ jeden dvojnasobny korefi. A nakoniec ak bude D < 0, tak korefimi budu
dve komplexne zdruzené ¢isla. VSeobecné korene mézeme ur€it’ podl'a

—b++D

X1,2 = a

V pripade, ked’ diskriminant bude zaporny sa predchadzajici vzt'ah moze zapisat’ v tvare

2.2 Diferencialna rovnica

Prvym krokom k rieSeniu linedrnych obycajnych diferencialnych rovnic druhého radu
f(x) = ay” + by” + cy s realnymi koeficientami a, b, ¢ je vyrie$it’ pridruzenti homogénnu
rovnicu ay”” + by’ + cy = 0. Druha rovnica ma rieSenie y = e™*. Aby sme to spozorovali,
zavedieme nasledujlice substiticie y = e™*, y" = me™* ay”’ = m?e™, z Soho nam vyjde

rovnica
ay” + by + cy = am?e™ + bme™* + ce™ = ™ (am? + bm + ¢) = 0.

Z tejto rovnice mozeme vidiet, ze y = e je rieSenim homogénnej rovnice, kde m je ko-

refiom polynomickej rovnice am? + bm + ¢ = 0. Tato rovnica je nazyvana charakteristicka
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rovnica. Aj ked’ st koeficienty polynomickej rovnice realne, nemusi mat’ rovnica ani jeden
realny koren, to znamena, Ze korene budu tvorit’ konjugovany par. V pripade, ze charakte-
risticka rovnica ma komplexné korene a + bi, a — bi, b > 0, tak dve riesenia rovnice ay”” +
by” + ¢y = 0 st komplexne exponenciélne funkcie y = e @*+F)* gy = ¢(@-if)x pre ziska-

nie redlneho rieSenia sa pouziva Eulerov vzorec
e'? = cos ¢ + isin g,
kde ¢ je realne. Nahradenim ¢ za § a —f pri pouziti Eulerovho vzorca dostavame
e(@+iB)X = oaxlBX = o@X(cos fx + i sin fx), 3)
e(@7iB)x = gaXo=ifX — oaX(cos Bx — i sin fx).

Teraz ked’ je diferencidlna rovnica homogénna, je linedrna kombinécia

y, = %[e(cwiﬁ)x + e(a—iﬁ)x]’
1 (a+ip)x (a—ip)x
Y2 =5 E —e |

tiez rieSenim. Ale s oh'adom na rovnicu (3), sl oba z vys$sie uvedenych vyrazov realne funk-

cie vo fundamentalnom systéme
v, = e* cos fBx, 4)
Yy, = e* sin fx,

kde fundamentalnym systémom rieSeni sa rozumie n-tica rieSeni, ktoré su linedrne nezavislé.
Nech mame funkcie y; a y,, ktoré st rieSenim zadanej diferencialnej rovnice a st linearne

nezavislé v danom interval, potom za v§eobecné rieSenie povazujeme
y; = C;e* cos fx,

y, = C,e" sin fx.

2.3 Laplaceova transformacia

RieSenie diferencidlnych rovnic je casto komplikované mnohymi vypoctami. Pre zjednodu-
Senie vypoctu diferencidlnych rovnic a ich stistav sa pouzivaju rozne integralne transforma-
cie. NajvyznamnejSou a najcastejSie pouzivanou transforméciou je Laplaceova transforma-
cia. Nech mame funkciu f:(0,00) - R, potom jej Laplacova transformacia bude funkcia

F(s), ktora je ur¢ena vztahom
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F(s) = f f(t) e st dt, (5)

kde s je komplexna premenna v tvare a + bi. Funkcia f(t) sa nazyva original a funkcia
F(s) sanazyva obraz. Laplaceova transformacia vyuziva operator L, ktory symbolizuje pri-
radenie f(t) — F(s). Zapis pomocou tohto operatora je L{f(t)} = F(s). Spétny prevod
Z obrazu na original sa nazyva spitna Laplaceova transformacia a znaéi sa operatorom L1

Jej zapis je L™HF(s)} = f(¢). [4]

S komplexnou premennou s sa pri ziskavani obrazov poc¢ita podl'a rovnakych pravidiel, aké
sa pouzivaju pri derivovani a integrovani redlnych funkcii redlnej premenne;j. Pri pocitani

obrazov moZeme teda predpokladat’, Ze s je kladna redlna premenna.

Na obrazku 10 mézeme vidiet’ princip vypoctu tlohy zadanej v originali pomocou Laplace-
ovej transforméacie. Original sa transformuje na obraz, nasledne sa vyriesi a rieSenie sa potom

prevedie pomocou spitnej Laplaceovej transformacie na vysledok v originali. [4]

—

e

—
\ - ..

xﬂ\ ) /

klasid:é riesenie

7N

|I vysledok v originali :
|

NN

T

NEPAN

. - . II
rieSenie v obraze |

Y

III
|I vysledok v uhraze
L /

priestor cbrazov

I
|
|
|
I
|
|
|
I
|
|
|
I
|
|
|
I
|
|
|
I
|
|
|
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_{_
|
I

priestor originalow

Obrazok 10: Princip vypoctu pri pouziti Laplaceovej transformacie
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Spétnu Laplaceovu transformaciu je mozné vykonavat’ viacerymi metodami. V tejto praci si
ozrejmime metodu suctu rezidui, kde suctom rezidui rozumieme sucet rezidui vo vSetkych

singularnych bodoch funkcie F(s).

[ = LHEE)) = ) res[F(s)e*"]
V pripade, Ze obraz F(s) obsahuje pdly prvého radu tak
res[F(s)e™ s, = lim [(s = s,)F(s)e™],
SoSm

kde s,, je rozny pol charakteristického polynomu v menovateli daného obrazu F(s). Ked’

mame poly n-tého radu tak vypocet rezidui bude

1 dn—l

(n—1)! sl—lgrln dsn1

res[F(s)e*]s=s,, = [(s = sm)"F(s)e*’]. (6)

Laplaceova transformacia ma mnoho vlastnosti. My si predstavime vetu o derivacii origi-

nalu, ktorti budeme vyuzivat pri rieSeni diferencialnych rovnic. Pre prvu derivéciu plati

df ()] _
]L{T} = SF(S) - f(O)

Pre n-tu derivaciu plati

L{f"()} = s"F(s) —

k=1

=s"F(s) = s"71f(0) = s"72f7(0) = s £ (0)—... = [T (0). ()

2.4 RLC obvod

V elektrotechnike sa s komplexnymi ¢islami moZeme stretnut’ napriklad pri h'adani pradu
I, V ustalenom stave v zapojenom RLC obvode, v ktorom je naboj q(t) na kondenzéitore pre

¢as t > 0 opisany diferencidlnou rovnicou

dg d’q 1 .
RE+LW+Eq=Eosmat, (8)

kde R, L, C, E, su zname kladné konstanty pre odpor, impedanciu, kapacitu a napétie. K zis-
teniu pradu i, musime najprv ziskat’ niboj na kondenzitore ndjdenim partikuldrneho riese-
nia g, (t), kde vyuZzijeme metodu neurcitych koeficientov. Za predpokladu, ze partikularne

rieSenie je q,(t) = Asinat + B cos at, substituujeme tento vyraz do diferencialnej rovnice
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EoX EoR
*—aB=——:,
A —-aZ?

kde

a rieSime pre nezname koeficienty A a B, pre ktoré plati vztah A =
premenné

1
X=La——, 9
= 9

Z =+/X?%+R?, (10)

st nazyvané reaktancia a impedancia obvodu. Takze rieSenie bude

EoX EoR
qp(t) = — @sm at — 77 cos at.

Z tohto rieSenia a vztahu i,,(t) = q"(t) ziskame

. Ey (R X
i) = 7 (E sinat — fcos at).

Takéto problémy sa casto rieSia komplexnymi ¢islami, pretoze preformulovanim fyzikal-
nych problémov do komplexnych ¢isel sa vacsinou tieto problémy zjednodusia. V tomto

pripade sa bude pouzivat symbol j, ako komplexna premenna aby nedochadzalo k zdmene
s pradom i. Cize j = v/—1. Vzhladom k tomu, Ze prid i s ndbojom q je vo vztahu i = %,
tak diferencialna rovnica (8) bude rovnaka ako

R'+Ldi+1 = Eysinat 11
[ I Cq— o Sinat. (11)

Podrla Eulerovho vzorca, ak nahradime ¢ za symbol a, tak napatie E, sin at je rovnaké ako
Im(EO el “t). Vzhl'adom k poslednému tvaru, spdsob neurcitych koeficientov ukazuje, Ze sa
snazime o rieSenie vo forme konStantného nasobku komplexnej exponencidly i,(t) =
Im(Aej “t). Tento vyraz dosadime do rovnice (11) a predpokladame, Ze komplexna expo-
nenciala spiiia zvycajne pravidla diferenciacie, vyuZijeme toho, Ze naboj q je neuréitym in-

tegralom prudu i a porovname koeficienty pri e/%t . [2]

Vysledkom je
A(R +jLa+.L> = E,,
jCa
z ktorého dostavame
A= Eo __E
R+j(La—%) R+jX
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kde X je reaktancia a menovatel’ posledného vyrazu je komplexna impedancia obvodu.

, 1 ,
ZC=R+](La—a>=R+]X.

2
Podl'a modelu komplexnej impedancie |Z.| = \/ R? + (La — i) , & podl'a impedancie vy-

jadrenej vo vzt'ahu (10) mézeme tvrdit, ze komplexna impedancia je |Z.| = Z. Z exponen-

cidlneho tvaru komplexného Cisla mozeme vyjadrit’ komplexna impedanciu ako

Z.=|Z,|el? = Zel?,

kde
1
La — m
tan¢@ = :
=R
Preto sa stiva A = =2 = —%_ 3 vznika ndm vztah pre prad
Zc Zel®

. EO —i it
i,(t) =Im (76 JPela >

Féazorové diagramy znazoriujl rozloZenie fazoru napitia a pradu len v uréitom ¢asovom

okamziku: v ¢ase t = 0 a potom vzdy za urciti periodu.

2.5 Tedria systémov

Teobria systémov je zalozena na interdisciplindirnom chapani pojmu systém. Zameriava sa
primarne na Stidium vSeobecnych abstraktnych ale aj redlnych systémov, ich aktivitou,
adaptabilnostou a interakciami s okolim. TaktieZ sa zaobera Specializovanymi tedriami kon-
krétnych tried modelov. Systém mdzeme definovat’ viacerymi spésobmi podla typu pri-
stupu. MéZeme ho vnimat’ ako dant mnozinu veli¢in, ako mnozinu variécii veli¢in v Case
pri zlozitych systémoch. Pri ndvrhu regulécie ako ¢asovo nemenny vzt'ah medzi aktudlnymi
a predchadzajucimi alebo buducimi hodnotami veli¢in. Pri kybernetickom pristupe v biolo-
gii alebo fyzike ho mézeme definovat’ ako mnozinu prvkov spolu s ich spravanim a mnozina
védzieb medzi tymito prvkami a ich okolim. A nakoniec v teoretickej informatike ako mno-

Zinu stavov a mnozinu prechodov medzi stavmi.
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25.1 Frekvencny prenos

Frekvencny prenos ziskame v pripade, Ze na vstup systému privedieme harmonicky signal
napr. u(t) = u, sin(wt), kde u, je amplituda vstupného signalu a wt je uhlova frekvencia.
Vystupnym signadlom bude znova sinus, ktory bude mat’ rovnaku uhlovu frekvenciu ale od-
lisn amplitidu a bude oproti vstupnému signalu fazovo posunuty y(t) = uysin(wt + @).

V komplexnom tvare sa vyjadruje vstupna funkcia v tvare u(t) = uye/*t a vystupna funkcia
v tvare y(t) = y,e/ @) Frekvenény prenos definuje pomer tychto dvoch vektorov, ktoré

st vyjadrené v komplexnej rovine a otacajuce sa uhlovou rychlost'ou w. [4]

Frekvenény prenos moézeme ziskat’ z jeho spojitého prenosu zavedenim substiticie
G(w) = [G(S)]s=jow

kde j predstavuje imaginarnu jednotku. Vychadzajic zo spojitého prenosu v tvare

b(s) _ bg + bys + bysP+... +bpys™
a(s) ag+ a;s + ays?+...+a,s"’

G(s) =

Ziskame frekven¢ny prenos v tvare

b(jw) by + b1 (jw) + by(jw)*+... +bpy ()™
a(jw)  ag+ a,(jw) + a,(jw)2+... +a, o)™

G(jw) =

V nasledujticich tpravach vyuZzijeme prvé Styri Cleny v Citateli a menovateli z dovodu vacsej
prehl’'adnosti

_ by + b (jw) — by (w)? — b3(jw)? + by(w)*
Cag+ a,(jw) — ay(w)? — az(jw)3 + ag(w)?

G(w)

kde teraz vzajomne oddelime redlne a imaginarne ¢leny

by — by(w)? + by(w)* + j[b1(w) — b3(w)°]

U = @@ + @) @) — as@)’]

Oznacime si polyndmy pre kazdi redlnu a imaginarnu cast’
d(w) = by — by(w)? + by (w)*
e(w) = ap — az(@)? + ay(w)*

f(@) = by (@) = b3(w)?

9(@) = a;(0) — az(w)®
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a teraz mézeme frekvencny prenos zapisat’ ako

_d(w) +jf(w)

U =)+ gy

Teraz vyuzijeme komplexne zdruzené Cislo tohto prenosu, ktorym vynasobime citatel’a aj

menovatel’a

_ (@) +jf(@) e@) - jg(w) _
e(@) +jg(@) e(@)—jg@)

G(jw)
_ dw)e(w) +jf(w)e(w) — jd(w)g(w) - j*f(w)g(w) _
e?(w) —j?g*(w)

_ dw)e(w) + flw)g(w) +jlf (w)e(w) — d(w)g(w)]
e?(w) + g*(w)

_ d@)e(@) + f(@)g(@)  f@)e(w) ~ d(w)g(®)
T 2w+ gi@ )T )+ ()

a ziskame tak realnu ¢ast’ komplexného ¢isla frekvenéného prenosu ozna¢ovanu aj ako P(w)

a imaginarnu ¢ast’ Q (w)

P(w) = d(w)e(w) + f(w)g(w)
- () +gi(w)
0(w) = f(w)e(w) — d(w)g(w)'

e?(w) + g*(w)

kde P(w) a Q(w) st racionalne funkcie v w. Karteziansky tvar frekvenéného prenosu je teda

Vv tvare
G(jw) = Re[G(jw)] +j Im[G(jw)] = P(w) + jQ(w).
Existuje aj takzvany polarny tvar frekvencného prenosu
G(jw) = A(w)e/?,

ktory sme schopny ziskat’ z Kartezianskeho tvaru. Vieme, ze komplexné Cislo je v komplex-
nej rovine bod. Jeho absoltutna hodnota sa vyjadruje pomocou vztahu (2). Amplitadu frek-
venéného prenosu, oznacovanu A(w), mézeme povazovat’ za absolatnu hodnotu tohto kom-

plexného cisla a preto teda plati v tomto pripade vztah

A(w) = P2(®) + Q2(w).
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Obrazok 11 Frekven¢ny prenos v komplexnej rovine

Pre fazovy posun oznacovany ¢ plati vzt'ah

tan p(w) = M - @(w) = arctan ggﬁi

P(w)
Grafické zobrazenie frekvencného prenosu G (jw) nazyvané frekvencéna charakteristika sa

prevadza v komplexnej rovine pre w € (0, o). [4]

2.5.2 Stabilita dynamickych systémov

V roku 1892 rusky matematik a fyzik Aleksander Mikhailovich Lyapunov vydal publikaciu
Vseobecny problém stability pohybu, kde stanovil definiciu pre vnitornu stabilitu dynamic-
kych linedrnych a nelinearnych systémov. Stabilita dynamického systému predstavuje
schopnost’ systému vratit’ sa do pdvodného alebo iného rovnovazneho stavu pri vychyleni,
spdsobenim vonkaj$imi poruchami alebo zmenou pozadovanej hodnoty. Na obrazku 11 mo-
zeme vidiet’ Standardny priklad stability, kde je gul'6¢ka v gravitacnom poli. Ak by gul'd¢ka
pri nestabilnom systéme sa trocha vychylila, tak spadne dole bez moZnosti vratit’ sa spat’ do
povodného stavu. V pripade stabilného systému sa gul'6¢ka vzdy vrati spit’ do svojej rovno-

vaznej polohy po akomkol'vek vychyleni. [4]

/7 N\
e

nestabilny stabilny hranica stability

Obrazok 11: Stabilita gulocky v gravitatnom poli
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Pre pokraCovanie charakterizovania stability dynamickych systémov je nutne si vysvetlit’
pojem ,,pol«. Pol systému charakterizuje vnatorni dynamiku systému. Je rovny komplex-
nym frekvenciam, ktoré je systém schopny vytvarat. UrCuju sa z charakteristického poly-
nomu menovatel’a daného prenosu. Priklad urcenia pélov mozeme vidiet’ podl'a zadaného

prenosu

G(s) = —) - s;ia(s;) =0,

kde b(s) je Laplaceov obraz vystupnej veli¢iny, a(s) je obraz vstupnej veli¢iny a s; je pol

b(s)
a(s

daného prenosu. [4]

Pri definicii stability spojitych a diskrétnych systémov sa opét’ vyuziva komplexna rovina.
Pokial’ sa pdly spojitého systému nachadzaju v l'avej polrovine komplexnej roviny, tak sys-
tém povazujeme za stabilny. Hlavnou podmienkou stability tychto systémov je, aby vSetky
koeficienty charakteristického polynému mali rovnaké znamienko a ani jeden nebol rovny
nule. V pripade diskrétnych systémov sa vyuziva jednotkova kruznica v komplexnej rovine,

kde ak vsetky korene lezia vnutri tejto kruznice, tak systém je stabilny. [4]

Im Im
A
N . nestabilna
stabilna nestabilna z8na
zdna zdna
stabilna
zéna
3 >
0 -1 ] 1
Fe Re
g
spojité systémy diskrétne systémy

Obrazok 13: Stabilita spojitych a diskrétnych systémov
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1. PRAKTICKA CAST
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3 RIESENE PRIKLADY

Priklad 1. Preved'te algebricky tvar komplexného ¢isla z = 4v/2 + 4i, na goniometricky

tvar.
Riesenie.

Najprv vypocitame absolitnu hodnotu |z]|, podl'a vzorca (2)

2
|z] = \/(4«/2) +(4)2 =32+ 16 =48
Teraz potrebujeme zistit’ uhol, ktory ziskame pomocou jednoduchych uprav

4z
Vs

cos @ =

42
= arccos — = 35,26°
¢ V48

Goniometricky tvar teda bude
z = V48(cos 35,26° + i sin 35,26 °).

Priklad 2. Vypocitajte podiel dvoch komplexnych ¢isel v goniometrickom tvare pre z, =

4(cos4?n +i sin%n) azy; = 6(cosllTn + isinllT”).

Riesenie.
Z1 4(cos4§+isin4§)
22 6(cosllTn+isinllTn)

VyuZijeme Eulerovu vetu

e'? = cos @ + isin g,

AT
43 2 am 1im 2 gr-1im 2 -m
'111_[—393 6 =—¢ 6 = —e 2
6e' 6
21 2( -1 tisi —T[)
— = =|CO0S— LSIn—).
V) 3 2 2
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14
, . Vi, . 4T . . 4T
Priklad 3. Pomocou exponencialneho tvaru vypocitajte (cos - tisin ?) .
Riesenie.
Najprv si prevediem komplexné ¢islo z goniometrického tvaru na tvar exponencialny

14
am 4\ 2T i2qq _ 287
(COS?-FLSIH?) =(€ 3) =e 3 =e 3.

. . . . .56 2 e % e v
Vieme, ze jedno oto¢enie okolo kruznice je 27. Preto si od ST= 18 37 odcitam Co najvacsi
nasobok 2m. V tomto pripade sa ,,oto¢ime* po kruznici 9 krat, ¢o je 18w a po od¢itani mi

2
ostane 57‘[.

56T 2T

e’ 3 e'3

Vysledkom je teda

( 4-7T+_ _ 471)14_ i%"_( 27‘[+. ) 27'[)
cos3 lsm3 =e —cos3 lsm3.

3
Priklad 4. VyrieSte pomocou Moivreovej vety vyraz z = (3\/§ + Zi) .
Riesenie.

Algebricky tvar si pretransformujeme najprv na tvar goniometricky

|z =\/(3\/§)2 +(2)2=V45+4=+49 =7,
sin ¢ =

Q= arcsin; = 16,6°.
Goniometricky tvar bude teda
z = 7(cos 16,6 ° + isin 16,6°).
Teraz vyuzijeme Moivreovu vetu a vysledok bude
(3\/3 + 21')3 = 73(c0s 16,6 ° + isin 16,6 °)3 =
= 343(cos 16,6°-3 +isin16,6°-3) =

= 343(cos 49,8° + i sin 49,8°).
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Priklad 5. Vyjadrite v goniometrickom tvare komplexné ¢islo z = 1 + cosg +i Sing.
Riesenie.

Najprv vypocitame

Ty 2 T T
— _ T2 . — R
|z|—\/(1+c053) + sin 3= ’2+2c053—\/3.

s T
T+cosz  sing B 3( 3 \/§>_ <\/§+_1>
N “V\z7z )

Z:\/§ \/§ ‘|‘l\/§ ﬁ-*_lﬁ

)

Ziskame teda argument ¢ podl'a jednej z rovnice

| S

cos @ =

)

N — N

singp =

)

pouzijeme napriklad sinus
1
@ = arcsin— = 30°.
2
Takze
s
z=1+ cos§+ i = v/3(cos 30° + i sin 30 °).
Priklad 6. V algebrickom tvare vyjadrite z = §<Cos gn +i singn).
Riesenie.
Upravime si tvar podla periody 2
_3( 9 +isi 9 )_3( 1 +isi 1 )_0+,n
z=g|\cosgm+isingm)=2|cosgm+isingm)= i

Algebricky tvar teda bude

N
I
e
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Priklad 7. Z komplexnych cisel z, pre ktoré plati |z — 20i| < 10, vyberte tie, ktoré na in-
tervale (0, 2) maji najmensi argument.

Riesenie.

Komplexné ¢isla, ktoré spliuji zadani podmienku, vytvoria v komplexnej rovine kruh so
stredom S, ktory je obrazom ¢isla 20i a s polomerom 10. Z logického hl'adiska teda najmensi
argument bude ¢islo, kde sa akoby vektor rotujici okolo poc¢iatoéného bodu v protismere
hodinovych ruciciek prvy krat dotkne kruznice. Tento bod sa nazyva dotykovy bod, v naSom

pripade 3,4, ktory ziskame polozenim te¢ny f vedenej z pociatku sturadnicovej ststavy ku

kruznici k.

Im

Obrazok 14: Znazornenie problému

Zq = |z4l(cos @ + isin @),

1z4] = /10S|2 — |Sz4]? = /202 — 102 = 10 - /3.

Dalej uré¢ime

ISzql 10 1

OS¢ =051 "20" 2
lzql  10-v3 3
COoS = = = —

Dostali sme teda

1 3
zd=10-\/§<§+i§>=5\/§+15i.
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Priklad 8. V obore komplexnych ¢isel vyrieste rovnicu (p — 2)x? — (p —4)x +2p — 2 =

0, premennej x, kde p je realny parameter.

Riesenie.
D=(p-4?-4(p-22p-2)
D=p*—8p+16—4(2p*>—4p—2p+4)
D = —7p% + 16p = p(—7p + 16).
Pre p = 2, ide 0 linearnu rovnicu, ktora ma jedno rieSenie, kde x = —1. Podl'a diskriminantu

dostanemepreD>0—>pe(0,2)u(2,17—6), preD=0—>p1=0ap2=§,preD<0—>

16 L. ) ) ,
(—o0,0) U (7, 00). V zavislosti na parametri p teda dostavame:

p € (—,0) — dva imaginarne korene x; , = p_4ii2° (;€(21)6—7p)’

p = 0 - dvojnasobny redlny korent x; , = 1,

p € (0,2) — dvarbzne realne korene x;, = % 255126)_717),

p = 2 = lineédrna rovnica s koreiom x; = —1,

16 ~ , —4+/p(16—-7
p € (2,7) — dva rozne redlne korene x,, = %Ez)p),

16 . . 3
p=—- dvojnasobny realny koren x; , = —3,

__ p—4tiy-p(16—7p)

16 ) .,
E(— 00)—> a imaginarne korene x; , =
p pp dv g e korene x; 2-2)

Priklad 9. V mnoZine C rieste rovnicu x> + 4 — 4i = 0.
RieSenie.
Rovnicu si upravime na tvar

x> — (=4 +4i) =0,

kde ¢islo —4 + 4i prevedieme do goniometrického tvaru

. n . . 7T
—4 4+ 4i =+/32 (cosZ+lsm Z)

Korene danej rovnice teda budi
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T T
5 —+4 2km —+4 2km
X = |32 COS4T+isin4T . k=01,234.

Po dosadeni jednotlivych koeficientov za k dostaneme rieSenia

5 7T . . n
Xo = /\/32 (cos% + Lsm%),

5 o o
x, = V32 (cos% + isin%>,

5/ 17 17m

X, = [V32 (cos—20 + Lsm—20 ),
5/ 257 257w

X3 = V32<cos—20 +Lsm—20 >,

X4 = i]Tﬁ(cosgzs—g[ + isin323—(;-[>.
Priklad 10. V mnoZine C rieste rovnicu (1 —i)x?> — (5 —i)x + 6 — 4i = 0.
Riesenie.
Urc¢ime diskriminant
D=(G-i)?-4(1-1i)(6—4i) =16 + 30i.

Prevedenim diskriminantu na goniometricky tvar

D = 34(16+ '30)
RSV
Zistime, Ze pre argument ¢ Cisla D plati
cosg ==,
.15
sing = 7.

Odtial’ potom pomocou vzorcov

| 1 |_ 1+cosg
cosS | = R
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1 ‘_ 1—cosg
sinZ | = >

ziskame

’ 1 ‘_ 1 _ 25
coszgo —cosz<p— 37
1 ‘_ 1 _ 9
sm2<p—s1n2<p— 34

Uvedomime si, ze 4/ |D| = V34, dostaneme dva korene danej rovnice

, /25 ./9
— i+ =4 =
S5-it 34( 34 "1 34) 5—i+(5+3i)

*12 = 21— 1) T 21—

apo ﬁprave dostaneme
X1 = 2+ 31,

x2=1—L

3.1 Diferenciilne rovnice

Priklad 11. Vyrieste zadanu diferencialnu rovnicu y™* + 2y + 2y = 0.

Riesenie.

Aplikujeme kvadraticki formulu do charakteristickej rovnice x? + 2x + 2 = 0 a ziskame

komplexné korene x; , = —1 + i. Podl'a korenov ur¢im a« = —1 a f# = 1, ktoré po dosadeni

do rovnice (4) ziskam tvary
y;, = e *cosx,
Yy, = e *sinx.
Priklad 12. Vyrieste zadant diferencialnu rovnicu y”" — 4y” + 13y = 0.

Aplikujeme kvadraticka formulu do charakteristickej rovnice x* — 3x + 13 = 0 a ziskame
komplexné korene x; , = 2 % 3i. Podl'a korenov ur¢im o = —3 a f = 3, ktoré po dosadeni
do rovnice (4) ziskam tvary

3

y; = e~ °* cos 3x,
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y, = e 3% sin 3.

Priklad 13. Vyrieste zadanu linearnu oby¢ajnu diferencidlnu rovnicu 6y°(t) + 8y(t) = 10t

pri nulovych pociato¢nych podmienkach pomocou Laplaceovej transformécie.

Riesenie.

Obraz l'avej strany ziskame pouzitim vztahu (7), teda vety o derivacii originalu
L{6y'(t) + 8y(t)} = 65Y(s) —y(0) + 8Y(s) = Y(s)(6s + 8).

Obraz pravej strany ziskame pouzitim vzt'ahu (5)

e}

lL{10t}=f 10te~Stdt.
0

Vyuzijem metddu per partes

a pokracujeme

j 10te™Stdt = 10 {[——e‘“] —f ——e‘“dt} =
0 S 0 0 S

10 101 1 ®
=10 {[0 — 0] + —f e‘“dt} =— ——e‘“] =
0 0

S S S
10 10
:—5—2[0—1] :S_Z

Vypocitane obrazy l'avej a pravej strany dosadime spét’ do rovnice a ziskame
10
Y(s)(6s+8) =—;,
S

kde si vyjadrime Y (s)

10

YO =Z@s+a

Teraz potrebujeme rieSenie previezt spat’ do priestoru originalu pomocou spitnej Laplaceo-

vej transformacie

10
y() =L HY(s)} =L7! {m}
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PouZijeme metddu suétu rezidui. Charakteristicky polyném menovatel'a s?(6s + 8) = 0 je
polynom tretieho stupiia a mé pél druhého radu s; = 0 a pdl prvého radu s, = — 2. Vypocet

teda bude prebichat’
10
— St
y(® Zres[ 2(65+8) © ] .
kde pre pdl s; sa musi vyuzit’ vzt'ah (6)

y(t) = llmi[ 10 St] + lim [(65 + 8)1— St] =
-0 dsl” s2(6s+ 8) 52 s%(6s + 8)

= lim
5s—0

10test(6s + 8) — 60e°t o
(65 + 8)2 ffl_ [_e ] -

_80t—60 10 8 80 60 90 4
64 16 64 64 16

Po skrateni vysledku dostdvame partikuldrne rieSenie zadanej diferencialnej rovnice v tvare

= t——4—¢73
y(t) t 16+8e

5 15 45 4,

Priklad 14. Vyrieste zadant linearnu obycajnu diferencialnu rovnicu y”(t) + 5y°(t) +
4y(t) =1 pri pociatoénych podmienkach y(0) = 1,y’(0) = 0, pomocou Laplaceovej

transformacie.
Riesenie.
Obraz l'avej strany ziskame podl'a vztahu (7)
s?Y(s) — y(0) — y'(0) + 5[sY(s) — y(0)] + 4Y(s) =
=5%Y(s) =1+ 5s5Y(s) =5+ 4Y(s) = Y(s)(s?> + 55+ 4) —

Obraz pravej strany ziskame pomocou vztahu (5)
L{1} = Joole‘“dt = —l[e‘s'f]oo = —1(0 -1) =l
0 s 0 s s

Dosadime oba obrazy do rovnosti a ziskame tvar

Y(s)(s?+5s+4) —
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Vyjadrime si Y (s)

1+ 6s

6s+1 6s+1

= S = =
V) = s2+55+4 s(s2+5s+4) s(s+1(s+4)

RieSenie prevedieme pomocou spétnej Laplaceovej transformacie na original

6s+1 }

y(©) = L7y ()} = L™ {s(s +1)(s+4)

Pouzijeme metodu stétu rezidui. Charakteristicky polyndém menovatela s(s + 1)(s + 4) =
0, je polyném tretiecho stupiia a ma pély prvého radu s; = 0,s, = —1,s5; = —4 . Vypocet
bude

y®) = Z res [s(s -fsl)-l_(sl+ 4) eSt] '

S=Sm
N =i [ 6s +1 St]+l' [ +1 6s +1 st] 4+
y(® = lim S+ +4)° Jm, |(s )s(s+1)(s+4)e
+Jim [+ 4 oo+ 1 e
Jm, |(s )s(s+ Ds+4° 17
1 5 -23
2t 20 —at
4+ 3e + 12 e .
RieSenim diferencialnej rovnice je
1 5 —23
—_4 2 -t —4t
y(t) 2 + 3¢ + TR

Priklad 15. Vyrieste zadant linearnu obyc¢ajnu diferencialnu rovnicu y”(t) + 2y°(t) +
3y(t) = 0 pri pociatoénych podmienkach y'(0) = 3, y(0) = 0 pomocou Laplaceovej trans-

formacie.
RieSenie.
Obraz l'avej strany ziskame podl'a vztahu (7)
s2Y(s) —y(0) — 3 + 2[sY(s) —y(0)] + 3Y(s) =
= 52Y(s) + 2sY(s) +3Y(s) =3 =Y(s)(s?+25+3)—3
Ur¢me teraz obraz na pravej strane

L {0} = 0.
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Polozime do rovnosti obe strany a ziskame tvar
Y(s)(s?+2s+3)—3=0.
Vyjadrime Y (s)

3 3
s2+25+3 (s2+2s+3)

Y(s) =

Ziskame korene charakteristického polynému menovatela (s? + 2s +3) = 0
51’2 = _1 i l\/i

Rozlozime menovatel' teda na sucin korenovych Cinitelov a rieSime spédtnti Laplaceovu

transformaciu
v(s) = 3 _ 3
7 (s2+254+3) (s+1+iWV2)(s+1—iv2)
—q-1 -1 3 } —
YO =L =L {(s RN | Ny

= ) res [ (s+1- iﬁ)g(s 1+ iﬁ)LS

3
=S_)11111112[(s+1 (S+1—l\/_)(5+1+l\/_) I+
3

+ lim I(S+1+l\/_)

s—»—1—iV2

e, T

3 3

— e (F1+IVDE e(-1-V2)t —
—1+iV2+1+iV2 —1-iV24+1-iV2
— ie(—uiﬁ)t 3 T p-1-iv2)t —
2iV2 —2i\2

— . i ;
=3 [ e(-1+iVD)t 4 e(—1—l\/§)t]_
2V2 2V2

Vyuzijeme teraz Eulerovho vzt'ahu a ziskame tvar
y() = 3{; = [cos(v2L) + isin(v2t)]e~" + = [eos(v2t) ~ isin(vZ)]e ™}

kde po tpravach dostavame rieSenie zadanej diferencidlnej rovnice
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y(t) = % sin(v2t)e~t.

3.2 RLC problematika

Priklad 16. Mame sériovo zapojené prvky R,L,C k striedavému napétiu U s frekvenciou f.

Vypoéitajte prad I, te¢uci obvodom a ubytok napitia na jednotlivych prvkoch v obvode.
Zadané hodnoty:
U=220V,R; =500,R, =150Q,R; =100Q,L =1H,C =12 pF,f =50 Hz

I,Ury, U, Ups, U, U, =7

Obrazok 15: Zapojenie RLC pre priklad 16
Riesenie.

Celkova impedancia sériovo zapojenych prvkov v obvode bude vyjadrena v tvare

R 1
Z=R{+jwlL+ R, +—+R;.
1T Jjw 2 jwC 3
Vypocitame si uhlova frekvenciu podl'a vzt'ahu

w = 2nf = 314.

Dosadime do rovnice pre impedanciu vSetky zname hodnoty a vypocitame ju

) 1
7 =50 + 314j + 150 100 =
T+ O e 12 10

=300 + 314j — 265,39 = (300 — j48,61) Q.
Teraz si mézeme vypocitat’ prud I te¢ici obvodom

220 220(300 + 48,61))

=== =
300 —48,61j 3002 + 48,612

N| )

= (0,71 +j0,12) 4,
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1 =40,712 40,122 = 0,72 A.
Fazor [ prevedieme do exponencialneho tvaru

Im(D)

= arctan ——=,
¢ Re(D)

et 212 _ g e
(p—arcan0’71— ,07,

[=0,72¢/9%°A.
Teraz ur¢ime napatia na jednotlivych prvkoch v obvode
Ug, = Ry[ =50-0,72e/%5 = 36e/9¢° V,
Ur, = R,] = 150+ 0,72e/95%° = 108e/%¢° V,
Ursz = Ryl = 100 - 0,72e/95%° = 72¢/%6° V,
U, = jowLl = j314-1-0,72e/%5 = 226,08¢/°9°° 1,

1
O.=—J]=—j
€T iwc T 7314-12-10-¢

Féazovy diagram bude vyzerat podl'a obrazka 16

A
Im

A

Ue

s
5 U 2 -::_
A Ugy 28 \+mt

e >

Obrazok 16: Fazovy diagram

- 0,72e/95% = 191,08¢ /804°
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Priklad 17. Prvky R,L,C v paralelnom zapojeni podl'a obrazka 17 st pripojené k strieda-
vému napitiu U s frekvenciou f. Vypogitajte finalny prad I, prady I;, I, I3 v jednotlivych

vetvach a ibytky napitia na jednotlivych prvkoch R; a X .
Zadané hodnoty:

U=220V,R, =200 0Q,R, =500Q,R; =500,X, =2000Q,X, =400, f =50Hz

~

1,11,12, 13, UXL’ UR3 :7

Fad

L,

H)
by I

| Bl L]

LT )
(Ul R, X, lUxL

a8
Obrazok 17: Zapojenie RLC pre priklad 17

Riesenie.

Hned’ na zagiatku sme schopni uréit’ f5 ako

—~

o0 220 220(50 — j200)
37 Ry +jX, 504,200 502 + 2002

|I5| = /0,262 + 1,042 = 1,074,

—1,04
0,26

= (0,26 — j1,04)4,

@3 = arctan = -76°

I; = 1,07e777¢°A.
Dalej uréim I, a [; ako

. U 220
IZ = =

=22 = 0,5 = 0,5e%°4,
—jx, Ja00~/ ¢

~

P g 220
V" R,+R, 250

= 0,88 A.

Celkovy prad ur¢ime suctom vsetkych fazovych pridov, ¢o v naSom pripade bude

I=0L+5L+1,
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[=0,88+0,5+ 0,26 — 1,04j,

[=(1,14 —jo,54) A,

[ =+1,14%2 4+ 0,542 = 1,26 4,

ot 25,35°
1,14 e

@ = arctan
[ =1,26e725354,
A nakoniec zistime Ubytky napitia na R3 a X,
O, =X, - Iy = j200 - 1,07¢7776" = 214¢/%V,
Ugr, = R3[3; =50-1,07¢7/7¢ = 53,5¢ /7" V.

Fézovy diagram je na obrazku 18.

A
Im

Obrazok 18: Fazovy diagram

3.3 Teodria systémov
Priklad 18. Urcte frekvenény prenos pre zadany prenos G(s) = ﬁ Vv zloZkovom tvare.
Riesenie.
Zavedieme substituciu
G(jw) = [G()]s=jow

3 3 3 .—3(]'w)+1
3w)+1 3(w)+1 —3(w)+1

Gw) =
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—9jw+3 3 iy (—9w)
902 +1 902+1 ‘9wz +1

G(jw) =
Priklad 19. Urcte frekvencny prenos v exponencialnom tvare z predchadzajuceho prikladu.
RieSenie.
Zlozkovy tvar z minulého prikladu bol

. (%)
+J .
w2 +1 Qw2 +1

G(w) =
Exponencialny tvar ur¢ime podla

G(jw) = Al(w)el?@),

kde amplitada
A@w) = 16| = /P(@) + Q@)
A(w) = ( ’ )2+'( e )2
©= 9wz +1) T w21/
9 + 8lw? 9%w? + 1) 9
A((,l)) == = = ,
Ow2+1)?  [(Ow2+1)?  [9w?+1
(@) = ——
W) = ——.
Vow? +1
Féza bude
(=9w)
2
¢(w) = arctan P() = arctan % = arctan(—3w),
dw? +1

¢(w) = —arctan(3w).

Exponencialny tvar teda bude

G(]'a)) — 3 e—j-arctan(Bw).

Vow? +1
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Priklad 20. Urcte frekvenény prenos pre zadany prenos G(s) = V exponencialnom

s2+4s5+4

tvare.
Riesenie.
Zavedieme substiticiu

G(w) = [G(S)]s=jw

a rieSime
, 1 1 —w? —4jo + 4
Gw) =+ . = . . . :
(w3 +4w+4 —-w?+4jo+4 —w?—-4jo+4
_ 4— w? —4jo 4 — w? )
G(jw) =

(4— 022 + 1602 (4—wd)Z+16w? ’(4— wd)? + l6w?

Vypocitame teraz amplitidu

oy | (B @) + 1602 !
(@)= [(4 - 0?)? +1602]* /(4 — w?)? + 1602

Faza bude

—4w 4w
¢(w) = arctan (4 — a)z) = —arctan (4 — a)2>'

Exponencialny tvar frekvenéného prenosu bude

. _ 1 —j-arctan( 4w )
G(jw) = .e 1-w?/
V@& — 0?2 + 1602

Priklad 21. Urdte stabilitu systému zadaného charakteristickym polynémom F(s) = s? +
75 + 12.

Riesenie.

Vyrie$ime dany polyném ako kvadraticku rovnicu a ziskame korene

Oba korene lezia teda v l'avej polrovine Gaussovej roviny a mdézeme povedat’, Ze systém je

stabilny.
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Priklad 22. Urdte stabilitu systému zadaného charakteristickym polynémom F(s) = s3 +
352+ 3s + 1.

RieSenie.
Zistime korene danej rovnice pomocou 'ubovolnej metddy pre rieSenie polyndmov vyssich
radov a ziskame trojnasobny koren
S123 =—1.
Vsetky korene st zaporné a systém je teda stabilny.

Priklad 23. Urcte stabilitu systému zadaného charakteristickym polynomom F(s) =

st + 53— 1252 —28s — 16.
RieSenie.
Zistime korene danej rovnice pomocou 'ubovolnej metddy pre rieSenie polyndmov vyssich

radov a ziskame korene

S1 = _11
S23 = —2
Sy = 4,

Jeden z korenov leZi v pravej polrovine Gaussovej roviny a systém je teda nestabilny.
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4 WOLFRAM MATHEMATICA

Mathematica je vypoctovy program pouzivany najma vo vedeckych, strojarskych, pocitaco-
vych a matematickych oborov, zaloZeny na symbolickej matematike. Bol vyvinuty spoloc-

nostou Wolfram Research Champaign a vyuziva svoj vlastny programovaci jazyk Wolfram.

Wolfram Jazyk ma podporu pre obe explicitne vyjadrené komplexné Cisla a symbolické
komplexné premenné. Vsetky pouzitelné matematické funkcie podporuji vyhodnotenie vy-
sledku pre komplexné hodnoty vSetkych parametrov a symbolické operacie automaticky za-
obchadzaji s komplexnymi premennymi v plnej vSeobecnosti. Reprezentacia imaginarnej
jednotky v jazyku Wolfram sa definuje konstantou I rovnajucej sa v—1.

Priklad 24. V programe Mathematica zapiSte komplexné ¢islo 3 + 21 do premennej x a na-
sledne vypiste jeho redlnu a imaginarnu ¢ast’, absolutnu hodnotu, komplexne zdruzené ¢islo

a argument.

Riesenie.

outZ 3

In[3]:= Im[x]

Ir[4):= Abs[x]

—
Outj4l W 13

Ir[5)= Conjugate[=

Outff} 3 -2 1

Infg]:= Arg[x]

L | R

Qutf ArcTan

Priklad 25. Pre dve zadané komplexné ¢islaa = 5+ 2i, b = 6 — 4i analyticky vypoci-
tajte nasledovné operacie: a) sucet b) sucin c¢) rozdiel d) podiel a porovnajte ich so softvérom

Wolfram Mathematica.
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Analytické riesenie.

a) Sicet
G+20)+(6—-4)=06B+6)+[2i+(-4)]=11-2i
b) Sucin
(5+2i) x(6—4i) =30—20i+12i —8i*=30—-8i +8=38—8i
¢) Rozdiel
(5+2i) — (6 — 4i) = (5—6) + [2i — (—4))] = —1 + 6i
d) Podiel

(5+20) (5+2i) (6+4i) 30+20i+12i+8i® 30+32i—8
(6 —4i) (6—4i) (6+4i) 36—24i+24i—16i2 36+ 16

_22+32i_22 32 11 8.
T 52 527527267 13"

Riesenie v programe Mathematica.

Najprv si zadané komplexné ¢isla ulozim do premennych a,b a nasledovne s nimi vykona-

vam jednotlivé operacie.

a) Sucet

In[E=a+b

Outfl 11 -2 1

b) Sucin

c) Rozdiel

out[if -1+ 61
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d) Podiel

Mozeme vidiet, ze rieSenia si zhodné a nés analyticky vypocet je teda spravny.

Priklad 26. Urdte korene kvadratickej rovnice x2 — 4x + 5 = 0 v komplexnej rovine po-

mocou Wolfram Mathematica.
Riesenie.

In[13)= Solve[x*2-4x+5 =0, x]

Priklad 27. Nech mame zadanu kvadratick(i rovnicu 2x? + Bx + 15 = 0. Urcte analyticky
mnozinu celych cisel pre premennt S, tak aby korene tejto rovnice po vyrieSeni patrili do

mnoziny C. Overte v programe Wolfram Mathematica.
RieSenie.
Po dosadeni do vzorca pre diskriminant dostavame

D = p?% —120.

Pokial' chceme ziskat” komplexné korene, musi byt diskriminant zaporny. Upravime teda

rovnicu pre diskiminant do tvaru
p? < 120,
B < V120,
B > —V/120.

Po umocneni dostdvame vyhovujuci interval (—10,95;10,95).Ked’ze je podla zadania
nutné urcit’ celo¢iselntt mnoZzinu, tak zaokrihlime koncové hodnoty vypocitaného intervalu
a ziskame celociselny interval (—10; 10). V programe Wolfram Mathematica dosadime ¢isla

z intervalu, mimo interval a na hranici intervalu.
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In[14]= Solve[2 x*2-11x+15 =0, x]
5.

Out[id}= {{X =3 —}, IX=33};
LL a2 J

In[18]= Solve[2 x*2+11x+15 =0, x]

:: il
E
!

I
L
E
!

I

|

In[18]= Solve[2x*2-10x+15 =0, x]

:I.. . 7 i J.
s = (5-i/5] ., ix=

|;::|
1
|

(5444

- -
2 2

In[17]= Solve[2 x*2+10x+ 15 =0, x]

1, — - - 1 — e
Qut[17}= H=— (-3-1WE |y X2 |-5=1N5 | ;
£ - £ B
In[18]= Solve[2 x*2 -9 x+15 =0, x]
1, — 1 .
Out[18= 1 {x =+ — 19-1%39 |}, X2 — '9:1v39 .}
L L 4 d ¢ L 4 d L
In[12]= Solve[2 x*2+9x+15 =0, x]
1 — —
Out[15)= = — —Q—L*'."BE‘_ Fp 1M = -9 -139 ]

MoéZeme vidiet', Ze na§ analyticky vypocet je spravny.

Priklad 28. Vyjadrite komplexné ¢islo 2e3! v goniometrickom tvare.

Riesenie.

Prikaz ExpToTrig[vyraz] konvertuje vyraz Z exponencialneho tvaru na goniometricky tvar.
Infzi)= ExpToTrig[2 Exp[3 T (x)1]

Priklad 29. Vyjadrite komplexné ¢islo 2 cos 3x + 2i sin 3x v exponencidlnom tvare.

Riesenie.

Prikaz TrigT oExp[vyraz] konvertuje vyraz z goniometrického tvaru na exponencialny tvar.

In[z1)= TrigToExp[2+Cos[3+x] + 2xIx5in[3+x]]

3im

Mozeme si v§imnut, Ze rieSenie je zhodné zo zadanym komplexnym ¢islom v predchadza-

jucom priklade a tak je to naozaj spravne.
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Priklad 30. RozloZte na stéin polynémov vyraz x* — 1 tak, aby tento rozloZeny suéin ob-

sahoval aj sucinitel’ s komplexnymi ¢islami.
Riesenie.
Prikaz Factor|[vyraz] vyjadruje vyraz v tvare sicinu koreiiovych ¢initel'ov realnych ¢isel.

In[z2]= Factor[x"~4-1]

o

ouf22)= (-1ex) (lex) (lex

Prikaz Gaussianintegers rozsiruje V tomto pripade moznosti prikazu Factor 0 mnozinu

sucinu koreniovych ¢initelov komplexnych celych Cisel.

Priklad 31. Vygenerujte tri ndhodne komplexné ¢islo v kde realna Cast bude z inter-

valu (0,5) a imaginarna ¢ast’ bude z intervalu (10,15).
Riesenie.
Pre generovanie nahodnych komplexnych ¢isel slazi prikaz RandomComplex|[vyraz].

Ir[z4]= RandomComplex[{5+10I, 15 I}, 3]

ou24)= [4.11014 = 12,1823 i, 4.72874 +11.9752 i, 2.24906 + 10.3446 i}
Priklad 32. Rozlozte funkciu f(x) = cos 2x + i sin 2x.
RieSenie.
Funkcia TrigExpand[vyraz] rozklada zadanu funkciu.

Injz8)= TrigExpand [Cos[2 x] + I+5in[2 x]]

OwtzE= Cos(x]%+2 i Cos(x)] Sin(x] - Sin[x)*
Priklad 33. Vysledok z minulého prikladu redukujte.
RieSenie.
Prikaz TrigReduce[vyraz] sluzi k zredukovaniu zadaného vyrazu.

Inj28]:= TrigReduoce[Cos[x+x] + 221+ Cos[x] #5in[x] - Sin[x+x] ]
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5 NERIESENE PRIKLADY
1. Vypocitajte a zjednoduste
a) i’
b) ;799
c) % +il5 -V
d) 18i°+ 8i'® — 10i'°> + 6i°33
e 1-—(2-10)

f) i, 1

1-i | 1+
g) (3i—5)5+ (1 + 2i)?
h) 612 —3(4 +3i%)2 + 2
2. Vypocitajte absolutnu hodnotu
a) 34 3i
b) =7 —2i
1, i
C) P + 1
d) i+ 1)?

2+1i
€) 13
f) i®+2i—6

0) (2+2i)3

1
h) -
3. Vypocitajte sucet, rozdiel, sucin a podiel dvoch ¢isel x a y
a) x=5+3i,y=1+1i
5,3, a2, 2.
b) x—2+4l,y—31 +3l
c) x=0Q2+1)?*+3i,y=>5i

d) x =22y = i* +2i% + 3012
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4. Preved'te na goniometricky tvar
a) 3+4i
b) V4 —iV6
c) (1+ 3i)?
5 3
d) StT
5. Preved’te na algebricky tvar
a) 2(cos30°+ isin30°)
5 2T . . 2T
b) 3 (cos? + isin ?)
s . .. T
c) 10 (cosz + isin Z)

d) 2e'
6. Rieste rovnicu v mnozine C
a) 5x2—6x+2=0
b) x2 —4x =—6
c) x*-1=0

d x2—-11x+6=0

2

1 1
) —+—=—
) x—=5 x+1 x—4

f) 2x+i=3+2
X l
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ZAVER

Hlavnym cielom tejto bakalarskej prace bolo ozrejmit’ tedriu komplexnych ¢isel, poukazat’
na ich vlastnosti, na operacie vykonavané pomocou tychto ¢isel, ich grafické znazornenie
v komplexnej rovine, upozornit’ na zname Vety a vzorce tykajuce sa vypoctov a prace s kom-
plexnymi ¢islami, nasledne demonstrovat’ tieto teoretické poznatky na prikladoch a nakoniec

aplikovanie tychto ¢isel v réznych vednych oboroch.

V teoretickej Casti som uviedol historicky vyvoj komplexného Cisla, kde sa prvy krat obja-
vuje komplexné Cislo uz v prvom storo¢i nasho letopoctu a znamych matematikov, ktori
prispeli k tomuto vyvoju. Poukazal som na fakt, ze komplexné ¢islo sa da reprezentovat’ vo
viacerych tvaroch a objasnil stvislost’ medzi tymito vzt'ahmi. Poukézal som na komplexné
¢islo ako vektor a zobrazil jednotlivé aritmetické operacie nielen analyticky ale aj pomocou
vektorov v komplexnej rovine. Pocas prace som ozrejmil Eulerov vzt'ah ¢i Moivreovu vetu,
ktort som dokazal matematickou indukciou. V poslednej kapitole teoretickej ¢asti som po-
ukézal na vyuzitie komplexnych &isel pri rieSeni diferencidlnych rovnic pomocou Laplace-
ovej transformacie, v oblasti elektrotechniky pri rieSeni RLC problematiky a v obore tedrie
systémov pri vypoctoch frekven¢ného prenosu a uréeni stability linedrne dynamickych sys-

témov.

V praktickej ¢asti sa mi podarilo ukézat’ zdkladné vzt'ahy komplexnych ¢isel uvedené v te-
oretickej Casti na rieSenych prikladoch. TaktieZ som objasnil teoreticky vyklad problematiky
v RLC obvodoch a teérii systémov na rieSenych prikladoch. Nasledne som definoval za-
kladné prikazy v prostredi Wolfram Mathematica a ozrejmil ich pouZitie pomocou demon-
Strujucich prikladov. Nakoniec som zostavil zbierku nerieSenych tloh, ktoré by mohli sluzit’

pri vyuke predmetu Zaklady matematiky.
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arg(z)

Arg(z)

Mnozina celych ¢isel

Mnozina prirodzenych cisel

Mnozina redlnych ¢isel

Mnozina komplexnych ¢isel

Operator Laplaceovej transformacie
Operator spitnej Laplaceovej transformacie
Prenos linearneho dynamického systému
Komplexné premenna

Gaussova rovina

Argument komplexného Cisla z

Hlavny argument komplexného cisla z
Volt

Ampér
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