Numerické reseni soustav diferencialnich rovnic
pomoci softwaru Mathematica

Numerical solution of differential equations using the software
Mathematica

Tomas Ondra

Bakalarska prace Univerzita Tomase Bati ve Zliné
2011 Fakulta aplikované informatiky




Univerzita Tomase Bati ve Zliné
Fakulta aplikované informatiky
akademicky rok: 2010/2011

ZADANI BAKALARSKE PRACE

(PROJEKTU, UMELECKEHO DILA, UMELECKEHO VYKONU)

Jméno a pF’ijmenl’: Tomas ONDRA

Osobni &islo: A07077

Studijni program: B 3902 InZenyrska informatika

Studijni obor: Informaéni a fidici technologie

Téma prace: Numerickeé feseni soustav diferencialnich rovnic

pomoci software Mathematica

Zasady pro vypracovani:

. Sestavte literarni reSersi v oblasti numerického feseni soustav diferencialnich
rovnic.

- Najdéte okruh metod Fegeni diferencialnich rovnic, které jsou vhodné pro fegeni v
software Mathematica pfedev3im z hlediska programovatelnosti.

. Navrhnéte a vyfeste nékolik vzorovych piikladii pro Feseni.

. Lpracujte postup, ktery by popisoval, jak v softwaru Mathematica fegit
diferencialni rovnice nebo soustavy diferencialnich rovnic.

. Dosaiené vysledky fadné okomentujte a ohodnotte vysledky z hlediska rychlosti,
vypocetnich naroki, sloZitosti apod.



Rozsah bakalaiské préace:
Rozsah pfiloh:
Forma zpracovani bakalaiské prace: tisténa/elektronicka

Seznam odborné literatury:
1. Johnston, R. L. Numerical Methods. John Wiley & Sons. 1982.

2. Fausett, L. V. Numerical Methods: Algorithms and Applications. Prentice Hall;
2002.

3. Bohat, Z., Castova, N.: Zakladni numerické metody. Skriptum VSB-TUO, Ostrava
1997.

4. Wolfram Research: Mathematica, Technical and Scientific Software [onlinel.
Dostupné z URL: http://www.wolfram.com/

5. Wolfram Mathematica 7 Documentation Center [onlinel. Dostupné z URL:
http://reference.wolfram.com/mathematica/guide/Mathematica.html

Vedouci bakalafské prace: Ing. Jifi Vojtések, Ph.D.
Ustav fizeni procesii

Datum zadéani bakalafské préace: 25. dnora 2011
Termin odevzdani bakalafské prace: 7. €ervna 2011

Ve Zlin& dne 25. anora 2011

prof. Ing. Vladimir Vasek, CSc. “ , prof. Ing. Vladimir Vasek, CSc.
dékan = reditel dstavu



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011 4

ABSTRAKT

Bakal&ska prace se zabyva numerickymi metodsesenim soustav diferencialnich rovnic
v software Mathematica. Teoretick@ést prace vysitluje moznostieSeni diferencialni
rovnice numerickymi metodamiieSeni soustavy diferencialnich rovnic numerickymi
metodami a &které numerické metody jsou popsany. V teoretitdsti jsou dale zahrnuty

chyby numerickych metod, zejména zdroje a typy chyb

Praktickacast se zabyva vytvenym notebookem v softwaru Mathematica, ktery slozi
k numerickémureSeni soustav diferencialnich rovnic. Vyt®oy notebook je popsan jak
s pohledu uZivatele, tak s pohledu programatora.

Kli¢ova slova: numerické metody, diferencialni rovniathematica, notebook

ABSTRACT

Bachelor thesis deals with the numerical solutioathuds of systems of differential
equations in Mathematica software. The theoretsmaition explains the possibility of
solving differential equations using numerical noel, solving systems of differential
equations by numerical methods and some numericathods are described. The
theoretical parts are also included errors of nicakmethods, including the sources and

types of errors.

The practical part deals with established softwaathematica notebook in which to lodge
a numerical solution of differential equation sysse Created notebook described how the

user's perspective, so the programmer point of view

Keywords: numerical methods, differential equatjdlathematica, notebook
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UvoD

VétSina diferencialnich rovnic, jak z ogtvi fyziky, matematiky atd. jsou analyticky
reSitelné velmi obtizh Ve «tSirg pripadech pesnéieSeni ani nenalezneme. Numerické

metody se tento nedostatek snazi odstranit a llpdaje pibliznaieSeni.

Cilem této bakakské prace bylo vytuit notebook proreSeni soustav diferencialnich
rovnic pomoci numerickych metod v softwaru Mathaoagatktery nam usnadni vygty a
muze se aplikovat naueznou soustavu diferencialnich rovnic jak z &dv fyziky tak

matiky.

Teoretickacast je ¥novana teoretickému popisu jednotlivych numerickyobtod pro
feSeni diferencialni rovnice. Dale je zde popsanupogk numerické metody pri@Seni
diferencialni rovnice upravit na numerické metody peSeni soustav diferencialnich
rovnic. V posledniasti této kapitoly jsou popsany numerické meto@dymzna chyby
numerickych vypétech.

Praktickacast je ¥novana popisu vytieneho notebooku. Tato kapitola obsahuje jak
jednotlivé vstupni parametry zadavat spkadn vytvaeného notebooku. Dale je zde fest
popsano, jak rizeme vytvéeny notebook rozit pro reSeni soustavityr diferencialnich

rovnic oproti soustavdvou diferencialnich rovnic.
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1 NUMERICKE METODY RESENi OBYCEJNYCH
DIFERENCIALNICH ROVNIC

Numerické metody se pouZivaji proto, Z&které obyejné diferencidlni rovnic nejdou

analytickyiesit vibec a ®gkteré maji analytickéeSeni velmi obtizné.

Pri feSeni numerickych metod ¢githme pouze hodnotyiiplizZzného reSeni v kon&ném
poctu bodi a=x, <x <X, <...<x,=b. Tyto body se nazyvaji uzlové body nebo uzly
sits a mnoZirt {x,,x....,x,} fikame sf. Krok sit nazyvame rozdil mezi uzlovym bodem

X, a uzlovym bodenx;.

Priblizné hodnotyreSeni v uzlovych bodech jsou Zeay y,, V,,..., Y, a hodnoty pesného
resSeni jsou zri@ny Y(X,), Y(X,),-.., Y(X, ).
Na obrazku 1 je plnodarou vyzndeno esnéreSeni diferencialni rovnice a krouzky

priblizné hodnotyeseni.

l‘!"|_-|_._ e ————— e |

Y of—

x':l }:l ....... xn ¥

Obrazek 1 — fesné a piblizné reSeni diferencialni rovnice

Na obréazku 1 byl pouzit konstantni krékmezi jednotlivymi uzly. [1]
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1.1 Pocateéni tuloha
V této praci se budeme zabyvaSenim ob§ejné diferencialni rovnice prvnihi@du se

zadanou p&ateini podminkou, kterou nalezneme v nasledném tvaru
y'= f(xy) (1.1)
¥(%) = Yo (1.2)
kde x, a y, jsou zadané hodnoty.
Prikladem diferenciélni rovnice s g@teini podminkou je nap
y=-2(y-x+1 y(0)=1 (1.3)
[111[2]

1.2 Rungovy-Kuttovy metody

1.2.1 Eulerova metoda
Eulerova metoda je jedna z nejjednodussich jedkoksech metod.

Pokud v poateni uloze (1.1) nahradime derivaci na levé sirdiferencialem podle

vzorce, dostaneme:

y(Xn+1)h_ y(Xn) - f (Xn , y(xn)) (14)

Pokud hodnotuy(x, nahradime fibliznou hodnotouy,, vyjadit piibliznou hodnotu

y(Xn+1) jako
yn+1 = yn + h f (Xn’ yn) (15)

[1]
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Algoritmus Eulerovy metody
1. a, b, x,=a, zvolimeh, n=0, c=(b-a)/h
2. Vypocitame f(X,, Y, )
3. Z(2.5) dostanemg, =y, +hf (X,,Y,), X =X +h
4. Je-lin=c= KONEC
5. ++n skok na 2 [1] [3]
Priklad vypoétu
Zadani: Eulerovou metodou s krokeim= 0,1 reSte poateni ulohu
y=x+y , y(0)=1
na intervalu( 0,06) .
Reseni:
X, =0y, =1 a f(xy)=x+y. Podle vzorce (1.5) vygdame dalSi piblizné bodyreSeni.
You = Yo + 01X, +Yy,) » n=0...4

Do tabulky zapiSeme vyptené hodnoty spoieé¢ s hodnotami fesného reSeni
y(X) = 2e7* —x—1 v uzlovych bodech. Z tabulky jggmé jak se tyto dvieSeni od sebe

liSi. VSechnaisla v tabulce jsou zaokrouhlena na 4 desetinntamis

n X y(x) Yn €n

0 0,0 1,00000|  1,00000 0,000(
1 0,1 1,11034|  1,10000 0,0103
2 0,2 1,24281|  1,22000 0,0228
3 0,3 1,39972|  1,36200 0,0377
4 0,4 1,58365| 1,52820 0,0555
5 0,5 1,79744|  1,72102 0,0764
6 0,6 2,04424 |  1,94312 0,1011

Tabulka 1 — Vysledky vypitu EM
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y 2,5 -
2,0 -
1,5 -
1.0 ——presné&eseni
—=—teSeni pro h=0.1
0,5 -
0,0 T T T T T T 1
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Obrazek 2 — Grafické zndzami vysledki vypoitu EM
Na obrazku 2 Ize vypozorovat nasledujici vlastndsyibye
= chybae je amérna krokuh

» chybae s rostoucinx vzrista
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1.2.2 Modifikace Eulerovy metody

Modifikace Eulerovi metody vychazi z Eulerovy meto&i Eulerow metod pouzivame

pti kroku z x do x,, konstantni hodnotu derivacé(x;,y, ng celém intervalu. Tato

hodnota by se #ta nmenit. Tento fakt zfisobuje, Ze Eulerova metoda je tak igsma.

Prvni modifikace Eulerovy metody pouziva derivagrasted intervalu na rozdil od

Eulerovy metody.

Vysledny vzorec je

k. =f(x,,Y,)
1 1
k,=f(x, +=hy +=h
2 ( n 2 y 2 kl)
yn+1 = yn + hkz (16)

Druha derivace pouzivaijpmér na z&atku a na konci intervalu

kl = f (Xn' yn)
k2 = f (Xn +h’yn +hk:|.)
1
Yo = Yo +§ h(kl + kz) (1-7)

[2]

1.2.3 Rungovy-Kuttovy metody
Rungovy — Kuttovy metody vychéazeji z vylepSovaristd modifikaci Eulerovy metody.

Pri Rungow — Kuttow metod ziskavame &kolik odhadi derivacek; v riznych bodech.
Pro cely krok potom pouzijeme vazenyupgr téchto derivaci s vahamw. tj.

Yo = Yo th(wk, +---+wk,) (1.8)
kde

k= (X,,Yn,) (1.9)

i-1
k = f(x,+ahy, +h> Bk), i=2..,5
j=1

a w,a; a f; jsou konstanty volene tak, aby metoddarmaximalniad.
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U prvni modifikované Eulerovy metody bylw, =0,«, =1,a, =1/2 a 5,, =1/2, u druhé
modifikacew, =a, =1/2,a, =1 a S,, = 1.
Nejproslulejsi je nasledujici metoda Runge-Kuttgdu.Casto, mluvi-li se 0 Rungéyv

Kuttové metodt, mysli se tim prayvtato konkrétni metoda.

kl = f (an yn)
k, = f(x, +1/2h,y, +1/2hk)
k, = f(x, +1/2h,y, +1/2hk,)
k4 = f(xn +h’yn +hk3)
yn+1 = yn + l/6h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (110)
[1112]
Priklad vypoctu

Zadéani: Rungovou-Kuttovou metodaieSte péatesni ulohu
y=x"-y , y(0)=1
s krokemh = 0,1 na intervalu( 0,05).

Reseni:Prvni krok metody fedvedeme podoBnvysledky dalsich krakpouze zapiseme
do tabulky.

Zname x, =0,y, = 1budeme péitat y,, tj. pribliznou hodnotureSeni v bo& x, = 01.
K tomu potebujemek,,k,,k;,k,. Ta vyp@teme podle vzoifc(2.10)
k,=f(0;)=0*-1=-1
k, = f(0+1/201;1+1/2[01(-1)) = f (005;095) =-0,9475
k, = f(0+1/2[01;,1+1/20A[{-0,9479) = f (01,0,952625 = -0,950125
k, = f(0+ 01;1+ 01[{-0,0,950125) = f (01,0,904987% = -0,8949875
Y, =Y, +1/6 010k, 2k, ,2k,,k,) = 09051627
V kazdém dalSim kroku budeme sbppctitat cisla k;,k,,k; a k,. Pomoci nich pak
pribliznou hodnotureSeni v dalSim uzlovém b&dV tabulce jsou pro srovnani vypsany
hodnoty piblizného fe$eni i hodnoty fi@snéhoredeni y = —e™ + x> —2x+ 2 Tentokrat

jsoucisla zaokrouhlena na 7 desetinnych mist.
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N| X |Yn y (%) X y
0| 0 |1 1 0 1 ki=-1
0,05 | 0,95 k,=-0,9475
0,05 | 0,95263 ks=-0,950125
0,1 | 0,9049875 |ks=-0,8949875
1|/ 0,1(0,9051627| 0,9051626 0,1| 0,905162}k;=-0,8951627
0,15 | 0,8604046 |k,=-0,8379046
0,15 | 0,8632675 |ks=-0,8407675
0,2 | 0,8210860 |k4=-0,7810860
210,2]0,8212695| 0,8212693 0,2 0,821269bk;=-0,7812695
0,25 | 0,7822060 |k,=-0,7197060
0,25 | 0,7852842 |ks=-0,7227842
0,3 | 0,7489911 |k4=-0,6589911
3| 0,3|0,7491822| 0,7491818 0,3] 0,7491822k;=-0,6591822
0,35 | 0,7162230 | k,=-0,5937230
0,35 | 0,7194960 |ks=-0,5969960
0,4 | 0,6894826 |k4=-0,5294826
410,4|0,6896804| 0,6896800 0,4 0,6896804k,=-0,5296804
0,45 | 0,6631964 | k,=-0,4606964
0,45 | 0,6666456 |ks=-0,4641456
0,5 | 0,6432659 |ks=-0,3932659
5| 0,5|0,6434699| 0,6434693
Tabulka 2 — Vysledky vypitiu R-KM
y1’2_
1,0
0,8 -
0,6 -
0.4 - —o—presné&eseni
—=—teSeni pro h=0.1
0,2 -
0,0 . . .
0 0,2 0,4 0,6y

Obrazek 3 — Grafivké znazami vysledki vypoctu R-KM
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2 NUMERICKE RESENi SOUSTAV DIFERENCIALNICH ROVNIC

VSechny metody zipdeslé kapitoly Ize jednoduSe zobecnit i na sousthferencialnich

rovnic. V gipad zadani soustavy dvou rovnic proédwezname funkce(t), y(t)
xX=f(t,%xYy) X(ty) =%, (2.1)

y=gtxy) Yyt =Y (2.2)
miazeme pomoci numerické metody ziskat aléggblizné hodnotyresenix, v, .

Diferenciélni rovnici druhéhdadu lze zavedenim dalSi prémmé gFevést na soustavu

rovnic prvnihoradu.
Napiklad pohybovou rovnici
r'=f ¢,r,r') (2.3)
|ze zavedenim rychlostif@vést na soustavu
r'=v (2.4)
r'=f(t,r,v) (2.5)

a tuto soustavu jiz tiZzemeresit réjakou z dale uvedenych metod. [2] [4]

2.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda je nejjednodussi numerickou jedsiakrou metodou préeSeni soustavy
diferencialnich rovnic. Eulerova metoda pro soustaliferencialnich rovnic vyplyva
z Eulerovy metody prdeSeni jedné diferencialni rovnice. Jeden krok Bwlemmetody

pros soustavu diferencialnich rovnic.

t,., =t, +(n+Dh, (2.6)
Xps = X, +(t,, X, Y,), (2.7)
yn+1 = yn + hg(tn’xn’yn)’ (28)

kde h :% znasi krok metody,n= 012,...,N -1. [4]

Priklad: Pomoci Eulerovi metodieSte danou soustavu diferencialnich rowire 2 -¢”

y'=x s paatesni podminkoux(0) =1, y(0) =0 na(0;0,4) s krokemh=01.
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Redeni Proh =01 v¢islet, = 01 mamet, =0, x, =0, y, = Q Proto plati

X =X+ f (g, %0, Yo) = X +h(2-€*) =1+ 0102-1) =11
Y. = Yo +ha(ty, %, o) = Yo +h¥, =0+ 011=01
Opakovanim tohoto postupu najdeme hodnotu v ptast Tabulky 3.

Celkovy vypaet je usptadan do tabulky:

th Xn Yn

0,0 1,00000f 0,0000Q0
0,1 1,10000( 0,1000Q0
0,2 1,18948| 0,2100Q00
0,3 1,26612| 0,328948
4 0,4 1,32716| 0,455560

Tabulka 3 — Vysledky vypttu EM pro soustavy

WN Pk O|S

2.2 Rungovy-Kuttovy metody

Tato metoda je zobeénim Rungovy-Kuttovy metody pro jednu diferenci&lovnici.

k= f (X, ¥n)

k, = f(x,+h/2,y, +h/2[K,)
k,=f(x,+h/2y,+h/2[k,)
k. = 1(x, +h,y, +hik,)

(2.9)

piicemz

k =1/60k, + 2k, + 2[Kk, +k,) (2.10)
yn+1 = yn + hk (211)

Pro soustavu ma jeden krok Rungovy-Kuttovy metody t

k=t X, Ya)

;=9 X Ya)

k, = f(t,+h/2,x, +h/2k,y, +h/20,)
l,=g(,+h/2,x, +h/2k,,y, +h/20,)
k,=f(t, +h/2x +h/2[k,,y, +h/2[,)
l,=g(,+h/2x, +h/2k,,y, +h/20,)
k, = f(t, +hx +hik,,y +h,)
l,=g(t, +hx, +hik,,y, +h,)

(2.12)

piicemz
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k =1/6(k, + 2k, +2[k, +k,)
| =1/60(, + 20, +20, +1,)
X4 = X, +hk

Yo = Yo T

(2.13)
(2.14)
(2.15)
(2.16)

[5]

Priklad: Reste danou soustavu diferencialnich rovmie 2—-e¥ , y'=x s paatesnimi

podminkamix(0) =1 , y(0) =0 a krokemh = 0,1 na intervalu{ 0;0,4)

Reseni Vypocitejme x,, y,pro t, = 0,2

kg = f(to: %, Yo) =1

= 9(t, %, ¥o) =1
k,=f(t,+h/2,x,+h/2[k,,y, +h/20,) =0,948729
l, =9, +h/2,x, +h/2K,,y, +h/20,) = 105

ky=f(t, +h/2,x,+h/2k,,y, +h/2[,) = 0,953459
l, =g, +h/2,x, +h/2[k,,y, +h/20,) =1,04744
k, = f(t, +h,x, + hik,,y, +h ;) =0,889574

l, =g(t, +h X, + hik;,y, +h,) =1,09435

k=1/60k, +2[k, + 2k, +k,) = 1/6 (567395 = 0945658
| =1/60l, + 20, + 20, +1,) = 1/6 [(6,28923 = 1,0482

X, =X, +hk =0+ 0100,945658=1,09457

Y, =y, +hl =0+ 0101,0482= 010482

Celkovy vypaet je usptadan do tabulky:

t Xn Yn

0 1,00000 0,00000
0,1| 1,09457 0,10482
0,2| 1,17695| 0,21850]
0,3| 1,24466| 0,33972
4 | 0,4| 1,29487| 0,46685]

W N P~ O|S

Tabulka 4 — Vysledky vypitu R-KM pro soustavy
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3 NUMERICKE METODY

3.1 Chyby p¥i numerickych vypoétech

Pfi feSeni numerickych metod ziskavantiligné vysledky, které nam #pobi, Ze mezi

piesnymieSenim ulohy #eSenim ziskanym numerickou metodou nalezneme vgdiyn
rozdil. [1]

3.1.1 Zdroje a typy chyb

Z&kladni druhy &kolika chyb:

chyby matematického modelu — vznika pi piepsani daného procesu na
matematicky model. Na&pprepséni fyzikalniho &ge na diferenciélni rovnici nebo

soustavu diferencialnich rovnic.

chyby vstupnich dat — vznikaji @i nepgesném nseni a zadavani vstupnich
veli¢in.

chyby numerické metody — nazyvame je zdroj chyb, které dostavanie p
aproximaci matematické ulohy numerickou ulohou slednénteSenim. B reSeni
numerické metody by &h byt odhad chyby satasti. V mnoha fipadech je odhad

e

chyby slozi€jSi nez samotn&eSeni numerické metody.

chyby zaokrouhlovani— vznikaji zaokrouhlovaninsisla ksthem vypdatu. Cislo se
vzdy zaokrouhluje na jiny get mist a tim jsou chyby zaokrouhleni odlisné. To

zpasobi, ze se mohou kumulovat, nebo rusit. [1] [5]
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3.1.2 Definice chyb

Absolutni chybu aproximace nazyvame rozdil me&spou hodnotowisla X a jeji

aproximacix. Vyjadiuje se v procentech.
E(X) =X-Xx

Relativni chybu aproximace uzivame, pokud fespa hodnota velmi mala nebo velmi

velka. Relativni chyba aproximace se taky vigge v procentech.

RE(X) :ﬂ,
X

Odhad absolutni chyby aproximace nebo mezni absolutni chybu nazyvdme kazdé

nezapornéislo ME(x) , pro které plati:
X=X < ME(X), tj. XO(x~ME(x),x+ME(x))

Odhad relativni chyby nazyvame kazdé nezapoisié MR(x), pro které plati:

%~ X
|Xi < MR(x), x#0
VétSinou uZivané zapisy:
X = x+ ME(X), resp. X = x(L£ MR(X)).
[1]
3.1.3 Zaokrouhlovani. Sieni chyb i vypoétu
Je-li x reélnécislo, které ma obeé&mekonéné dekadické vyjaeni, paksislo x@, které
ma d desetinnych mist, je spravmaokrouhlenou hodnotatisla x, plati-li
‘x— x‘d" <1ig
2
Tady nap. ma-li byt x¥ spravi zaokrouhlena hodnotdsla x na jedno desetinné misto,

nesmi se o lisit o vice nez 01/210* = 0,05

Pfi numerickych vypoétech pracujeme se zaokrouhlenygisly. Vysledky pd@etnich
operaci sdmito cisly jsou ot zaokrouhlovany a dale se snimi pracuje. Tim se

zaokrouhlovaci chyby 8i [1]
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3.1.4 Podminénost numerickych tloh a numericka stabilita algoriima

Zaokrouhlovani &hem vypdtu a malé zreny ve vstupnich hodnotach maji vliv na
vysledek pi feSeni numerickych metod. Jedna se taktidapovani vstupnich udaj
vystupnim datm. Korektni Ulohu nazyvame, ma-li totariimzeni spojité zobrazeni.
V opainém gipack se jedna o ulohu nekorektni.

Zpasobi-li malé zmny vstupnich Gd#éj malé zndny na vystupnich udajich, mluvime o
dolie podmirné korektni tloze.

Zpusobi-li malé zmny vstupnich ud&j velké zngny na vystupnich udajich, mluvime o

Spatré podmirgné uloze.
Cislem podmisnosti tloh C, charakterizuje podménost korektnich uloh a vypaa se
podilem relativni chyby vystupnich udaj relativni chyby vstupnich Udaj

_ relativnichybavystupnid ddaji
relativnichybavstupnichidaj

p

Pokud jecislo C, blizkécislu 1 jedna se o déd podmignou tlohu.

Je-li algoritmus malo citlivy na poruchy ve vstugmi datech, mluvime o déb
podmirgném algoritmu. Pokud je algoritmus numericky stabiineovliviiuje vysledek

pouzitého algoritmu ani zaokrouhlovani. [1]
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. PRAKTICKA CAST
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4 POPIS PROGRAMU

Numerickeé reseni soustav diferencialnich rovnic

Z.adani vstupnich parametrua

Metody vypoctu

Zobrazeni vyslediu

Porovnani metod

Obréazek 4 — Uvodni obrazovka programu

Program se &i nactyii hlavni¢asti, pro lepSi orientaci a ovladani programu:

4.1 Zadani vstupnich parametni

Vstupni parametry jsou chapany jako diferencidbvinice, p@atecni podminky, interval

vypoctu nebo krok vypétu.

Zadani vstupnich parametru

B Nulovini jednotlivich proménnych
B Definovani konstant

B Vstupni hodnoty

B Vstupni diferencialni rovnice

B Zadani kroku vypoétu

B Zadani intervalu vypoctu

B Zadani potatetnich podminek

B Pomocné proménné

Obréazek 5 Cast pro zadani vstupnich parametr

4.2 Metody vypoctu

Program zde nabizi vgbzectyi numerickych metod.

Metody vypoctu

» Eulerova metoda
» Eulerova metoda - Prvni modifikace
» Eulerova metoda -Druha modifikace

» Rungova — Kuttova metoda 4. Fadu

Obréazek 6 Cast pro vyBr metody vypétu
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4.3 Zobrazeni vysledki

Program nabizi dva typy zobrazeni. Prvnim typ wpigsledek pomoci tabulky a druhy

typ nam vykreslfeSeni pomoci grafické formy.

Zobrazeni vysledu

= Eulerova metoda
= Eulerova metoda - Prvni modifikace
= Eulerova metoda - Druhi modifikace

= Rungova - Kuttova metoda 4. Fadu

Obréazek 7 €ast pro vybr zobrazeni vysledk

4.4 Porovnani vysledk jednotlivych metod.

Program jednotlivé vysledkyeSeni jednotlivych metod zobrazi v tabulce. Z tapyk

patrné, ktera z jednotlivych metod jgeprejSi a ktera méhpresna.

Porovnani metod

Obréazek 8 Cast pro porovnani vysledkednotlivych metod
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5 RESENI SOUSTAVY DVOU DIFERENCIALNICH ROVNIC
Zadani: NajckmeteSeni systému diferencialnich rovnic
m,=n,

n,=1+e™

s pasatesnimi podminkamim(0) = 0, n (0) =0 s krokemh = 0,1 na intervalu( 0;04).

5.1 Zadani vstupnich parametni

Program se v tét@&asti zabyva zadavani vstupnich paratel této ¢asti programu
muzeme zadat jak diferencialni rovnice,cateni podminky tak krok vyp#iu. Vice si

popiSeme dale.

5.1.1 Nulovani jednotlivych proménnych:

Zde miZzeme vynulovat veSkeré prémrmé, které se v programu vyskytuji. Vynulovani
proménnych se provadi, abyipppakovaném vypiiu nedochazelo ke zmé jednotlivych

hodnot pronsnnych.
® Nulovani jednotlivych proménnych
Clear[f, krok, DolniInterval, HorniInterval, x, y, y10, v20, k1, k2, k3, k4]-;
5.1.2 Definovani konstant
MuzZzeme si zde nadefinovat veSkeré konstanty, kt@m®gramu budete pouZivat.

m Definovani konstant

konstantal = 0;

konstanta2 = 0;

5.1.3 Vstupni hodnoty

Zde si mizeme nadefinovatuené hodnoty vstup které déle v programu budeme

pouZzivat.

® Vstupni hodnoty

Vstupl =0;
Vstup2 = 0;
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5.1.4 Vstupni diferencialni rovnice

Tato ¢ast programu nam slouzi pro zadani diferencialndetmic. Program umi pracovat
jen s promnnymi X,y,,y,. VeSkera jina zngeni program nepodporuje. Diferencialni
rovnice ze zadanim' = n,n' =1+e™ musime fepsat, jinak by program nefungovatepis
provedeme nasledujicim gobem: prornné m odpovida pronna y, a prongénné n
odpoviday, . Prepsany tvar diferencialnich rovnig, =y, , y', =1+e", ktery program
podporuje.

m Vstupni diferencialni rovnice

yl' =y2;
y2' =1+ Exp[yl]:

5.1.5 Zadani kroku vypoctu:

Krok vypaétu se v programu definuje jednoduSe. Do p¥ong krok uloZzime hodnotu,
kterd udavéa vzdalenost mezi jednotlivymi baggeni. Pokud hodnota kroku je desetinné
¢islo, zadava se do programu jako 0.1 ne jako 0,1.

m Zadani kroku vypoctu
krok=0.1;

5.1.6 Zadani intervalu vypoétu

Vezreme interval vypstu ze zadan{ 0;04). Dolni interval se bude rovnat hodad.
Horni interval se bude rovnat hoda@t4.

m Zadani intervalu vypoctu

DolniInterval = 0;

HorniInterval =0.4;
5.1.7 Zadani potateénich podminek
V zadani jsme ®i nésledné peateini podminky m(0) =0,n(0) =0. Nejprve musime
pocateEni podminky pepsat do tvaru, které program podporuje. To znajmEngaronnné
m a n musime peprat do formyy, a y,. Po gepsani pdateni podminky maji tvar
y, (0)=0,y, (0) =0. Paateni podmincey1(0) =0 v programu odpovida pramna y10
a paateeni podmincey 2(0) = 0 odpovida prornné y20.
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m Zadani pocatecnich podminek

yl0=0;
y20=0;

5.1.8 Pomocné pronénné

Tato ¢ast programu slouzi pro pomocné peome, které budeme dale v programu
pouzivat. Nap UloZeni jednotlivych diferencialnich rovnic do lpoUreni pa&ateni
podminky pro profnnou X.

m Pomocné proménné

f[0] =y1';

fl[1] =y2"';

PocetKroku = (HorniInterval - DolniInterval) / krok;
x[0] = DeolniInterval;

5.2 Zobrazeni vysledki

Vysledky mizeme zobrazovat dma zpisoby.

Prvni zpisob je zobrazeni vysledkieSeni pomoci tabulky. Vysledna tabulky obsahuje
pocet kroki, hodnoty jednotlivych krak a vysledky v jednotlivych krocich vyptu.
Hodnoty kroki jsou pedstavovany progmnou X a vysledky v jednotlivych krocich

VypoStu jsou gredstavovany hodnotou Y[1] a Y[2].

Druhy zpisob zobrazeni vysledkeSeni je pomoci grafu. Program nam vykresli graf, v

kteréem dostavame fioch feSeni dané numerické metody.

Zde si zobrazime vysledky jednotlivych metod, kisrée aplikovali na na&iklad.

5.2.1 Zobrazeni vysledki pomoci Eulerovy metody

= Pomoci tabulky

n X Y[1] Y[2]

0 0 0 0

1 0.1 0 0.2

2 0.2 0.02 04

3 0.3 0.06 0.60202
4 0.4 0.120202 0.808204

Tabulka 5 — Vysledky vypidu EM
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= Pomoci grafu

Eulerov: metod: Eulerov: metod:

0.12 0.8F

0.10

0.08 0.6

< 0.06 ] N 0.4

0.04

0.02 0.2

0.00: ‘ ‘ ‘ ] 0.0%, ‘ ‘ ‘ ]
00 01 02 03 04 00 01 02 03 04

X X

Obrazek 9 — Grafivké zndzami vysledki vypoctu EM

5.2.2 Zobrazeni vysledki pomoci Eulerovy metody — Prvni modifikace

* Pomoci tabulky

n X Y[1] Y[2]

0 0 0 0

1 0.1 0.01 0.2

2 0.2 0.0400503 0.40202
3 0.3 0.0904571 0.60822
4 0.4 0.161753 0.821067

Tabulka 6 — Vysledky vypitu EMP

* Pomoci grafu

Eulerova metoda- Prvni modifikace Eulerova metoda- Prvni modifikace
0.15 0.8
0.6;

0.10-

= S 0.4
0.05 0.2

0.00x; ‘ ‘ ‘ E 0.0x:; ‘ ‘ ‘ E

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
X X

Obrazek 10 — Grafivké znazami vysledki vypoitu EMP
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5.2.3 Zobrazeni vysledki pomoci Eulerovy metody — Druha modifikace

* Pomoci tabulky

n X Y[1] Y[2]

0 0 0 0

1 0.1 0.01 0.2

2 0.2 0.0400503 0.402025
3 0.3 0.0904571 0.608246
4 0.4 0.161755 0.821146

Tabulka 7 — Vysledky vyptu EMD

* Pomoci grafu

Eulerov: metod: — Druhé modifikace Eulerovi metod: — Druhé modifikace
0.15 ] 0.8
0.6;

0.10

= S 0.4
0.05% 02

0.00:: ‘ ‘ ‘ J 0.0x: ‘ ‘ ‘ J

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
X X

Obrazek 11 — Grafivké znazami vysledki vypoétu EMD

5.2.4 Zobrazeni vysledki pomoci Runge — Kuttovy metody 4adu

* Pomoci tabulky

n X Y[1] Y[2]

0 0 0 0

1 0.1 0.0100084 0.200335
2 0.2 0.0401516  0.402706
3 0.3 0.0907422 0.609297
4 0.4 0.162327 0.822609

Tabulka 8 — Vysledky vypitiu R-KM



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011

32

Pomoci grafu

Rungov: - Kuttove metod: 4. fadt

Rungovi - Kuttove metod: 4. fadu

0.15 0.8
0.6
0.10
= S 0.4
0.05 02l
0.00- ‘ ‘ ‘ ] 0.0- ‘ ‘ ‘ ]
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
X X
Obrazek 12 — Grafivké znazami vysledki vypaoctu R-KM
5.3 Porovnani metod
Tatocast programu slouZzi pro porovnani vyskegédnotlivych numerickych metod.
n X YI-E Y1 -EP Y1 -ED YI-R Y2-E Y2—-EP Y2-ED Y2Z-R
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1|1 0.1 0 0.01 0.01 0.0100084 0.2 0.2 0.2 0.200335
2] 02 0.02 0.0400503 0.0400503 0.0401516 0.4 0.40202 0.402025 0.402706
3|1 03 0.06 0.0904571 0.0904571 0.0907422 0.60202 0.60822 0.608246 0.609297
41 04 0.120202 0.161753 0.161755 0.162327 0.808204 0.821067 0.821146 0.822609

Tabulka 9 — Porovnani vysledky vyfio jednotlivych metod

Jiz podle této tabulky fizeme usoudit, Ze vysledky jednotlivych metod sesebe lisi.
NejpresrEjSi metodou je Runge — Kuttova metodaiddu. Nejméa presnou metodou

s pouzivanych metod je Eulerova metoda.
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6 APLIKACE PROGRAMU NA NAZORNY P RIKLAD

Zadani: ReSte soustavu dvou olsjnych diferencialnich rovnic, které popisuji

matematicky model gtocného chemického reaktoru (CSTR).

Doba simulace bude 30 min a simiriakrok 0,1 min.
6.1 Zadani vstupnich parametni

6.1.1 Definovani konstant

V =100l

k, = 7,2[10"° min™
E/R=100" K

T, =350K

T., = 350K

AH =-2010° cal [mol™
c, =lcallg™ K™

C, =lcall@™ K™
=100 gO™
p.=100° gO™

Cpo =1mold™

h, =710 cal (Min™[K ™

Prepis zadanych hodnoty ze zadani do programu.

m Definovani konstant

vV =100;
k0=7.2+%10~10;
El=1%10"4;
TO = 350;
Tc0 = 350;
H=-2%x10*5;
cp=1;
cpe=1;
ro=1%10"3;
roc=1x10~3;
cal=1;
ha=7+«10"5;
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6.1.2 Vstupni hodnoty

q =100
q. =80

Kde g, a q,. se vypgitaji ze vztahu:

U,q
=Qq+ 1
% =900
U2Qc
=q +—==
qlc qc 10c

kde U, a U, predstavuji zminy vstupni veltiny v procentech.
Prepséani vstupnich hodnot ze zadani do programu.

m Vstupni hodnoty

qg=100;

gc = 80;

ul=0;

U2 = 60;

gl=qg+ (g+Ul) /100;
gle =ge+ (gexU2) /100;

6.1.3 Vstupni diferencialni rovnice

-h,

a

. - AH _E ,Oc@c cCpcllhc
ylz%(To-ympEct,, [k, [&FT Eyz*m% [L-e” %) [Ty — V)

-E
y,= %(CAO —Y,) —k, &7 [,
Prepsani diferencialnich rovnic ze zadani do programu

m Vstupni diferencialni rovnice

yl' = ((gl/V) * (TO-y1)) + ((-H/ (xroxcp)) *kO+xExp[-EL /yl] *v2) +
(((roexcpe) / (roxcpxV)) xgqlecx (1 -Exp[-ha/ (roexcpexgle)]) * (TecO0-y1));
v2' = ((gql/V) » (cA0 -y2)) -kO+xExp[-E1/yl] »y2;

6.1.4 Zadani kroku vypoétu
Simulani krok 0,1 min.

m Zadani kroku vypoctu

krok=0.1;



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011

35

6.1.5 Zadani intervalu vypoétu

Doba simulace 30 min. S toho vyplyva, Ze se budeohgbovat na intervalg 0,30).

m Zadani intervalu vypoctu

DolniInterval =0;

HorniInterval = 30;

6.1.6 Zadani potateénich podminek

y,(0) =35426 ; vY,(0)=09620

Prepsani p&atesnich podminek do programu
m Zadani pocatecnich podminek

y10 = 354.26;
v20 = 0.9620;

6.2 Zobrazeni vysledki

Zobrazené vysledky odpovidaji vstupnim hodnotam0% a J=60%

6.2.1 Zobrazeni vysledki pomoci Eulerovy metody

= Pomoci grafu

Eulerova metoda Eulerova metoda
0.07 ‘ ‘ ‘ ‘ g ‘ ! : : :
0.0030
-0.2 0.0025
-0.4- 0.0020
< 0.6 1 = 0.0015
-0.8; ] 0.0010
-1.0 ] 0.0005
-1.2H ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ . 0.0000- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ E
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
X X

Obrazek 13 — Grafivké znazemi vysledki vypoctu EM
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6.2.2 Zobrazeni vysledki pomoci Eulerovy metody — Prvni modifikace

* Pomoci grafu

Eulerova metoda- Prvni modifikace Eulerova metoda Prvni modifikace

0.0r
02 0.0030
Bl ] 0.0025
-0.4} 1 0.0020
< 0.6 ] N\
> > 0.0015
-0.8} 0.0010
~1.0f 0.000%
1.2t ‘ ‘ ‘ ] 0.0000: ‘ ‘ ‘ ]
0 15 20 25 30 0 15 20 25 30

X

X

Obrazek 14 — Grafivké znaze@mi vysledk vypaoitu EMP
6.2.3 Zobrazeni vysledki pomoci Eulerovy metody — Druha modifikace
* Pomoci grafu

Eulerovi metod: — Druhé modifikace Eulerov: metod: — Druhé modifikace

0.0 0.0030
—0.2 0.0025
—0.4¢ 0.0020
> -0.6 > 0.0015
-0.8 0.0010
-1.0} 0.0005

~1.24 : : : ] 0.0000: ‘ ‘ ‘ ]

0 15 20 25 30 0 15 20 25 30

X

X

Obrézek 15 — Grafivké znazemi vysledki vypoctu EMD
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6.2.4 Zobrazeni vysledki pomoci Rungove — Kutto¥ metody 4fadu

* Pomoci grafu

Rungovi - Kuttove metodi 4. fadu
0.07 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]

~0.4- '

-1.0- 1

-1.24 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
0 5 10 15 20 25 30

X

Rungovi - Kuttove metod: 4. fadu

0.0030¢
0.0025
0.0020

N

> 0.0015
0.001G
0.0005
0.0000:

5 10 15 20 25 30
X

Obrazek 16 — Grafivké znazemi vysledk vypoctu R-KM

6.3 Porovnani metod

Zde je gehled prvnich 20 kokkjednotlivych numerickych metod.

Tabulka 10 — Porovnani vysledky vypo jednotlivych metod

n .4 ¥1-E T1-EF T1-ED ¥1-R ¥T2-E T2 -EF T2 -ED ¥T2-R
0 a 354.26 354.26 354.26 354.26 0.982 0.982 0.982 0.982
1l 0.1 354.054 354.071 354.071 354.07 0.961987 0.562013 0.3g2018 0.396201¢
2 0.2 353.882 353.911 353.911 353.909 0.962037 0.962084 0.962084 0.96208
3 0.3 353.739 353.776 353.776 353.774 0.962133 0.962184 0.962184 0.962179
4 0.4 353.62 353.661 353.661 353.659 0.962261 0.962309 0.962309 0.962303
3 0.5 353.522 353.565 353.565 353.562 0.362411 0.36245 0.36245 0.362444
8 0.8 353.44 353.483 353.483 353.481 0.962573 0.962601 0.962601 0.96253¢
7 0.7 353.372 353.415 353.415 353.412 0.962742 0.962758 0.962757 0.962753
& 0.8 353.31%6 353.357 353.357 353.355 0.962913 0.962915 0.962915 0.962911
a 0.9 353.27 353.308 353.308 353.308 0.983082 0.983072 0.983072 0.983088
10 1. 353.232 353.267 353.267 353.265 0.3963248 0.36322 0.36322 0.3683222
11 1.1 353.2 353.233 353.233 353.231 0.963405 0.963373 0.963373 0.963371

2 1.2 353.174 353.204 353.204 353.202 0.963556 0.963515 0.963515 0.963513
13 1.3 353.152 353.179 353.179 353.178 0.963698 0.96365 0.96365 0.963648
14 1.4 353.134 353.15%8 353.15%8 353.137 0.963832 0.963777 0.963777 0.963777
15 1.5 353.12 353.142 353.142 353.14 0.963957 0.963897 0.963897 0.963897
16 1.6 353.108 353.127 353.127 353.128 0.964073 0.96401 0.96401 0.96401
17 1.7 353.098 353.115 353.115 353.114 0.96418 0.964114 0.964114 0.964115

g 1.8 353.09 353.105 353.105 353.104 0.364273 0.3g4212 0.3g4212 0.3g4212
19 1.5 353.083 353.087 353.087 353.09¢ 0.98437 0.3964302 0.3964302 0.964303
20 2. 353.078 353.09 353.09 353.089 0.964454 0.964385 0.964385 0.964386
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7 ROZDILY MEZI RESENI SOUSTAVY CTYR A DVOU
DIFERENCIALNICH ROVNIC

7.1 Zadani vstupnich parametni

7.1.1 Vstupni diferencialni rovnice

Resime-li soustavityt diferencialnich rovnic, musime dg&sti pro zadavani vstupni
diferencialni rovnice doplnit k protnnym y',a y', prongnné y'; a y', oproti feSeni

soustavy dvou diferencialnich rovnic. Ukadzka nad&ku.

m Vstupni diferencialni rovnice

yl' =y2;
y2' =1+Exp[yl]-;

m Vstupni diferencialni rovnice

yl' = (glr/Vr) » (cA0 -yl) - k01 *ExXxp[-E1 /y3] *yl - k03 xExp[-E3/y3] xyl+yl;

v2' = (-qlr /Vr) +y2 + k01l «Exp[-El (1 /y3)] »yl - k02 +Exp[-E2 % (1/y3)] »v2;

y3' = (gqle/Vr) » (Tx0 -y3) - ((hl1+xk01l +xExp[-El+ (1/y3)] »xvl) + (h2+x+ k02 xExp[-E2 (1/y3)] »v2) +
(h3%* k03 +*Exp[-E3 % (1 /y3)] *yl*yl)) / (ror+cpr) + ((Ar+U) / (Vrexrorxcpr)) » (v4-vy3);

yvad' =1/ (mexcpe) * (Qlec+ ((RAxr+U) » (v3-v4))):;

7.1.2 Zadani potateénich podminek

Pri feSeni soustavy dvou diferencialnich rovnic jsoutgdia d¥ pocatesni podminky, které
jsou v programu definovany praémnymi yl0 a y20. Chceme-lieSit soustavuctyr
diferencialnich rovnic, musime program doplnit §eét dw pocateni podminky. Tyto
podminky musime v programu definovat jako péamé y30 a y40. Nasledné Upravy

mizeme vidt na obrazcich.

m Zadani pocatecnich podminek

yl0=0;
y20=0;

m Zadani pocatecnich podminek

v10 = 2.1403;
¥20 = 1.0903;
v30 = 387.34;
v40 = 386.06;



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2011 39

7.1.3 Pomocné pronénné

V piipact feSeni soustavytyi diferencialnich rovnic musime v programu upraakyt
pomocné prornné. Jedna seigdevSim o pole, do kterého se nam ulozi vstupni
diferencialni rovnice postuprod diferencialni rovnice s ozéenimy';, az po diferencialni
rovnici s oznaenim y',. V poli sindexem 0 (f{0]) budeme mit uloZzenoued#ncialni
rovnici y',. V pripac reSeni soustavy dvou diferencialnich rovnic mamentadefinované
jen f[0] a f[1]. V pipadt feSeni soustavityt diferencialnich rovnic musime k f[0] a f[1]
doplnit f[2] a f[3] které odpovidaji vstupni diferealni rovniciy', a y',. Popsané upravy
jsou na nasledujicich obrazcich.

® Pomocné proménné

f[0] =y1"';

fll] =y2"';

PocetKroku = (HorniInterval - DolniInterval) / krok;
x[0] =DolniInterval;

m Pomocné proménné

£f[0] =y1';
f[1] =y2"';
f[2] =y3"';
f[3] =vy4';

PocetKroku = (HorniInterval - DolniInterval) / krok;
x[0] =DolniInterval;

7.2 Metody vypoctu

7.2.1 Eulerova metoda:

Pii feSeni soustavytyi diferencialnich rovnic musime Eulerovu metodu wujpraproti
feSenim soustavy pro é&wdiferencialni rovnice nasledujicimigobem. V prvnim fpack
musime Eulerovu metodu doplnit o prémé yE[0,2] a yE[0,3] oproti sousiawdvou
diferencialnich rovnic, kde jsme pouzili prérmé yE[0,0] a yE[O0,1]. Proémna yE[0,0]
nam gFedstavuje peateini podminku pro diferencialni rovnigy’,. Dale musime upravit
funkci f v Eulero¥ metod. Pro d¢ diferencialni rovnice ma funkce jefi argumenty

flx_,yl ,y2 ]af[x[n], yE[n,O], YE[n,1]].
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Pro ¢ty  diferencialni  rovnice poebujeme, aby funkce &a argument peét
fix_,yl ,y2 ,y3 ,y4 ]af[x[n], yE[n,O], YE[n,1],B[n,2], YE[n,3]].

Posledni dpravou Eulerovi metody je &ma hodnoty prognné m. B dvou
diferencialnich rovnicich, mame prémmou m naslednou {m,0,1}. P ¢tyrech
diferencialnich rovnicich mame prémmou m zménénou {m,0,3}, protoZe se pouZivaji
¢tyii diferencialni rovnice a musime zajistit, aby gpatty vykonaly ve vSech rovnicich.
Nasledné zrny pro lepSi orientaci jsou znazény na nasledujicich obrazcich.

« Eulerova metoda

VE[0, 0] = y10;
vyE[O, 1] =y20;
Do[{Do[{
flx , y1_, y2_] = £[n],
x[n+1] =x[n] + krok,
vE[n+1, m] =yE[n, m] + krok+x£f[x[n], yE[n, 0], ¥vE[n, 111}, {m, 0, 13}1},
{n, 0, PocetKroku}]
« Eulerova metoda

yE[0, 0] =vy10;
YE[O, 1] = y20;
vE[O0, 2] =v30;
yE[0, 3] = v40;
Do[{Do[{
flx , y1_ ,y2 ,y3 ,y4]="~£f[m],
x[n+1] = x[n] + krok,
vE[n+1, m] =yE[n, m] + krok « £[x[n], yE[n, 0], yE[n, 1], ¥yE[n, 2], yE[n, 3]1}, {m, 0, 3}]1}.,
{n, 0, PocetKroku}]

7.2.2 Eulerova metoda — Prvni modifikace

Tuto metodu musime taky doplnit o prémeé yEP[0,2] a yEP][O0,3], pokud chcerfesit
soustavuctyi diferencialnich rovnic oprotteSeni soustavy dvou diferencialnich rovnic,
kde mame pouze pramné yEP[0,0] a yEP[0,1]. Dale musime upravit nasbedfunkci f.

Pri feSeni soustavy pro &wdiferencialni rovnice mé funkce nasledujici tar fyl ,y2 ],
pro k1 ma nasledujici tvar f[x[n], YEP[n,0], YEPI{}, a pro k2 ma funkce tvar
f[x[n]+1/2krok, yEP[n,0]+1/2 krok k1[n,0], yEP[n,2]L/2 krok k1[n,1]]

Pii feSeni soustavy prétyti diferencialni rovnice musime funkci f Zmt nasledujicim
zpiasobem f[x_,y1 _,y2 ,y3 ,y4 ], pro k1 f[x[n], yEP[h,QEP[n,1], yEP[n,2], yEP[n,3]] a
pro k2 f[x[n]+1/2krok, yEP[n,0]+1/2 krok k1[n,0],BP[n,1]+1/2 krok k1[n,1], yEP[n,2]
+1/2 krok k1[n,2], yEP[n,3]+1/2 krok k1[n,3]].

Poslednim Upravou je Uprava pré&mé m. Popsanou v Eulekomnetod. Nasledné zimy
si miZete |épe prohlédnout na nasledujicich obrazcich.
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« Eulerova metoda - Prvni modifikace

vEP[0, 0] =y10;
vEP[0, 1] =y20;
Do [Do[{
flx_, y1_, y2 ] =£f[nm],
x[n+1] = x[n] + krok,
kl[n, m] = £[x[n], YyEP[n, 0], YEP[n, 1]],
k2[n, m] = £[x[n] +1/2krok, YEP[n, 0] +1/ 2+ krok+kl[n, 0],
vEP[n, 1] +1/2xkrok«kl[n, 1]],
vEP[n+1, m] = yEP[n, m] + krok+k2[n, m]}, {m, 0, 1}], {n, 0, PocetKroku}]

= Eulerova metoda - Prvni modifikace

yEP[0, 0] =y10;

vEP[0, 1] = y20;

yEP[O0, 2] =y30;

vyEP[0, 3] = y40;

Do [Do[{
£, ¥y1_, y2_, y3_, y4_.] = £[m],
x[n+1] =x[n] + krok,
kl[n, m] = £[x[n], YEP[n, 0], YEP[n, 1], YEP[n, 2], YEP[n, 311,
k2[n, m] = £[x[n] +1/ 2kxrok, YEP[n, 0] +1/2+xkrok+kl[n, 0], YyEP[n, 1] +1/2+krok+kl[n, 1],

vEP[n, 2] +1/2xkrokxkl[n, 2], yEP[n, 3] +1/2xkrokxkl[n, 3]1],

yEP[n+1, m] = yEP[n, m] + krock«*k2[n, m]}, {m, 0, 3}], {n, 0, PocetKroku}]

7.2.3 Eulerova metoda — Druh& modifikace

Reseni soustavy pro #wdiferencialni rovnice mame k depozici pramé yED [0,0] a
yED[0,1]. Funkce ma tvar f[x_,y1 ,y2 ], pro k1 fi§[ yED [n,0], YED [n,1]] a pro k2
f[x[n]+krok, yED [n,0]+krok k1[n,0], yED [n,1]+k1[r]]

Pokud chceméesit soustavu proétyti diferencilni rovnice, musime do programu doplnit
proménné yED [0,2] a yED [0,3]. Funkce musimeaepsat do naslednych tvar
fix_,yl ,y2 ,y3 ,y4 ], pro k1 f[x[n], yED [n,0], y& [n,1], YED [n,2], yED [n,3]] a pro k2
f[x[n]+krok, yED [n,0]+krok k1[n,0], yED [n,1]+krokk1[n,1], YED [n,2] +krok k1[n,2],
yED [n,3]+ krok k1[n,3]].

Dale nesmime zapomenout &mt proménnou m. VeSkeré zény jsou znazomrny na

obrazcich.

» Eulerova metoda -Druha modifikace

vED[O, 0] =y10;
yED[O0, 1] =y20;
Do [Do[{
flx_, yi_, y2 ] =£[n],
x[n+1] = x[n] + krok,
kl[n, m] = £[x[n], YED[n, 0], ¥yED[n, 1]],
k2[n, m] = f[x[n] +krok, YED[n, 0] + krokxkl[n, 0], YED[n, 1] + krok«xkl[n, 1]],
vED[n+1, m] =yED[n, m] +1/2 xkrok« (kl[n, m] +k2[n, m])}, {m, O, 1}1,
{n, 0, PocetKroku}]
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« Eulerova metoda -Druha modifikace

yED[0, 0] = y10;
yED[O, 1] =y20;
vED[O, 2] = y30;
vED[O, 3] = y40;
Do [Do[{

flx ,y1 ,y2 ,v3 ,y4]1=~f[mn],

x[n+1] = x[n] + krok,

kl[n, m] = £[x[n], YED[n, 0], YED[n, 1], yED[n, 2], yED[n, 3]1],

k2[n, m] = £[x[n] + krok, YyED[n, 0] + krok+xkl[n, 0], yED[n, 1] + krokxkl[n, 17,

vED[n, 2] +krok +kl[n, 2], yED[n, 3] + krok+kl[n, 3]],

yvED[n+1, m] =yED[n, m] +1/2 xkrok« (kl[n, m] +k2[n, m])}, {m, 0, 3}], {n, 0, PocetKroku}]

7.2.4 Runge — Kuttova metoda 4¥radu

Reseni soustavy dvou diferencialnich rovnic:

Pronenné:

YR [0,0] a yR[O,1]

Funkce ma tvar:

fix_yl_y2 ]

pro k1 f[x[n], yR [n,0], yR [n,1]]

pro k2 f[x[n]+1/2krok, yR [n,0]+1/2 krok k1[n,0],’[n,1]+1/2 k1[n,1]]
pro k3 f[x[n]+1/2krok, yR [n,0]+1/2 krok k2[n,0],’/ [n,1]+1/2 k2[n,1]]

pro k4 f[x[n]+krok, yR [n,0]+krok k3[n,0], yR [n,Hk3[n,1]]

Rozdil @i feSeni soustawtyi diferencialnich rovnic

Pronenné:

yR [0,0], yR[0,1], yR [0,2], YR [0,3]

Funkce ma tvar:

fix_yl y2 ]

pro k1 f[x[n], yR [n,0], yR [n,1], yR [n,2], YR [B]]

pro k2 f[x[n]+1/2krok, yR [n,0]+1/2 krok k1 [n,0]yR [n,1]+1/2 Kk1[n,1],
YR [n,2]+1/2 k1[n,2], yR [n,3]+1/2 k1[n,3]]

pro k3 f[x[n]+1/2krok, yR [n,0]+1/2 krok k2[n,0], B [n,1]+1/2 k2[n,1],
YR [n,2]+1/2 k2[n,2], yR [n,3]+1/2 k2[n,3]]
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pro k4 f[x[n]+krok, yR [n,0]+krok k3[n,0], yR [n,}1k3[n,1], YR [n,2]+ k3[n,2],
yR [n,3]+1/2 k3[n,3]]

Dale nesmime zapomenout na p&éomou m. VSechny z#émy jsou zobrazeny na

nasledujicich obrazcich.

» Rungova — Kuttova metoda 4. fadu

yR[0, 0] =y10;
yR[0, 1] = y20;
Do [Do[{
£[x_, y1_, y2_] = £[n],
x[n+1] = x[n] + krok,
kl[n, m] = £[x[n], yR[n, 0], yR[n, 111,
k2[n, m] = f[x[n] +1/2krok, yR[n, 0] +1/2xkrok+kl[n, 0], yR[n, 1] +1/2+krok+kl[n, 1]],
k3[n, m] = f[x[n] +1/2krok, yR[n, 0] +1/2xkrok+k2[n, 0], yR[n, 1] +1/2+krok+xk2[n, 1]],
kd4[n, m] = £f[x[n] + krok, yR[n, 0] +krok *k3[n, 0], yR[n, 1] + krok*k3[n, 1]],
vyR[n+1l, m] =yR[n, m] +1 /6 xkroks (kl[n, m] + 2+k2[n, m] + 2+k3[n, m] +kd[n, m])},
{m, 0, 1}], {n, 0, PocetKroku}]

« Rungova — Kuttova metoda 4. Fadu

yR[0, 0] =y10;
YyR[O, 1] =y20;
yR[0, 2] =y30;
yR[0, 3] =y40;
Do [Do[{
f[X_, }"1_, }"2_, yj_! Y4_] = f[m],
x[n+1] = x[n] + krek,
kl[n, m] = £[x[n], yR[n, 0], yR[n, 1], ¥yR[n, 2], yR[n, 3]1],
k2[n, m] = £[x[n] +1 /2 krok, yR[n, 0] +1/2+kroks+kl[n, 0], yR[n, 1] +1/2+xkrok+kl[n, 1],
YR[n, 2] +1/ 2+« krok+kl[n, 2], yR[n, 3] +1/2+krokxkl[n, 3]],
k3[n, m] = £[x[n] +1/2krok, yR[n, 0] +1/2xkrokxk2[n, 0], yR[n, 1] +1/2+krok+k2[n, 1],
yR[n, 2] +1/ 2+ krok+«k2[n, 2], yR[n, 3] +1/2+krokx+k2[n, 3]],
kd[n, m] = £[x[n] + krok, yR[n, 0] +krokxk3[n, 0], vyR[n, 1] + krok+xk3[n, 1],
yR[n, 2] +krok*k3[n, 2], yR[n, 3] + krok+k3[n, 3]],
vyR[n+1l, m] =yR[n, m] +1/6xkrok« (kl[n, m] +2xk2[n, m] + 2+k3[n, m] +kd4[n, m])}, {m, 0, 331,
{n, 0, PocetKroku}]

7.3 Zobrazeni vysledki

+ Zobrazeni tabulkou:

V této ¢asti programu gmime jen prorénou j z {j,0,1} pokud jde deSeni soustavy pro
dv¢ diferencialni rovnice na {j,0,3} pokud jdeieSeni soustavy préyii diferencialni

rovnice. Zn¢nou prom¢nné j se nam vypisi vysledky Y1, Y2, Y3 a Y4 opivtia Y2.
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» Zobrazeni grafem:

Pokud provadimeéeSeni soustavy pro &wiferencialni rovnice, vystéme si se déma
grafy. Pokud chceme prové&dieSeni soustavytyi diferencialnich rovnic, budeme
potrebovat k zobrazenfeSenictyti grafy. Dale nesmime zapomenout, Ze v kazdém
ListPlot musi byt odliSna prognna yE. Zajistime tim vykresleni pokazdé jinéhdgea
ne napiklad dva stejné. Na&pv prvnim ListPlot budu progmna EPJi,0], odpovidajici
vyslediim pro prvni diferenciélni rovnici. V druhém ListPloude EPJi,1] atd.

ListPlot[Table[{x[i], YE[i, 0]}, {i, O, PocetKroku}], Joined - True,
PlotStyle -» {RGBColor[1l, 0, 0]}, FrameLabel » {"x", "yl1", "Eulerova metoda"},
TextStyle -» {FontFamily - "Times New Roman", FontSize - 12, FontColor -» RGBColoxr [0, 0, 0]},
Frame - True]
ListPlot[Table[{x[i], YE[i, 1]}, {i, 0, PocetKroku}], Joined - True,
PlotStyle - {RGBColor[1l, 0, 0]}, FrameLabel » {"x", "y2", "Eulerova metoda"},

TextStyle » {FontFamily - "Times New Roman", FontSize » 12, FontColor » RGBColoxr [0, 0, 0]},
Frame - True]

ListPlot[Table[{x[i], YE[i, 0]}, {i, 0, PocetKroku}], Joined - True,
PlotStyle -» {RGBColor[1l, 0, 0]}, FrameLabel » {"x", "y1", "Eulerova metoda"},

TextStyle » {FontFamily - "Times New Roman", FontSize - 12, FontColor - RGBColoxr[0, 0, 0]},
Frame - True]

ListPlot[Table[{x[1i], vE[i, 1]}, {1, 0, PocetKroku}], Joined - True,
PlotStyle » {RGBColor[1l, 0, 0]}, FrameLabel - {"x", "y2", "Eulerova metoda"},
TextStyle » {FontFamily - "Times New Roman", FontSize - 12, FontColor - RGBColor [0, 0, 01},
Frame - True]
ListPlot[Table[{x[i], YE[i, 2]}, {i, 0, PocetKroku}], Joined - True,
PlotStyle » {RGBColor[1l, 0, 0]}, FrameLabel » {"x", "y3", "Eulerova metoda"},

TextStyle » {FontFamily - "Times New Roman", FontSize - 12, FontColor - RGBColoxr[0, 0, 0]},
Frame - True]

ListPlot[Table[{x[1i], vE[i, 3]}, {1, 0, PocetKroku}], Joined - True,
PlotStyle » {RGBColoxr[1l, 0, 0]}, FrameLabel » {"x", "y4", "Eulerova metoda"},
TextStyle » {FontFamily - "Times New Roman", FontSize -+ 12, FontColor - RGBColor[0, 0, 0]},

Frame - True]

7.4 Porovnani vysledki

Zde na obrazku je nastimo, jak vytvdit tabulku ve které si dZeme nejlépe porovnat
jednotlivé metody. Je zde nasimo jen vypsani hodnoty, Eulerovy metody. Pokud
chceme vypsat hodnoty, Eulerovy metody musime zmit hodnotu j na {j,1,1}. Pro
vypsaniy, Runge — Kuttovu metodu &adu, musime zémit proménnou yE na yR. Pro

vypsani vSechny vysledky jednotlivych metod, musg&in@ridBox upravit. Pomoci klaves
Ctrl 1, ¢arka) gidame dalSi sloupec. Podle toho kolik chceme zawatzvysledk, si
piidame sloupce.
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Grid.'Box[
e e "y1_E"
Table[{i}, {i, 0, PocetKroku}] GridBox[Table[{x[i]}, {i, 0, PocetKroku}], GridBox[Table[vE[i, j],
// TableForm ColumnWidths = 3] // DisplayForm {i, 0, PocetKroku},
{3, 0, 0}1,

ColumnWidths -+ 6] // DisplayForm

, GridFrame - True, RowLines -+ True, ColumnLines - True, RowMinHeight - 3] // DisplayForm
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ZAVER

Cilem bakaléské praci bylo vytviit notebook v softwaru Mathematica, ktery se bude
zabyvat numerickynteSenim soustav diferencialnich rovnic. VeSkeré pokiyn ktere
jsem si stanovil, byly sptimy. Do notebooku iizeme zadavat konstanty, vstupni hodnoty,
vlastni diferencialni rovnice, pateni podminky, dobueSeni a krok vyptu. Dale si
muzeme vybrat zétyt metodieSeni. VysledkyeSeni si mZzeme zobrazit ve foréntabulky
nebo forng grafické. Notebook je&tnabizi srovnani jednotlivych metod, kde jednotlivé
vysledkyteSeni jsou pro srovnani zapsany do jedné tabulkgbdlky nam vyplyva, zZe
nejpresrEjSi s uvedenych numerickych je Runge — Kuttova aetb.iadu. Mér presrgjsi
jsou Eulerova metoda — Prvni modifikace a Eulenmetoda — Druh& modifika, které se
Runge — Kuttovi metody liSi jen minim&n Nejmér piesnou metodou je Eulerova
metoda. Ta se odiide zmhovanych metod liSi vice. Z hlediska programovatstine
Eulerova metoda nejmé&nnarana. NejnaronéjSi na programovatelnost je Runge —

Kuttova metoda 4Radu.

Vytvoreny notebook by # slouzit jako ponicka pro slozijSi vypaity diferencialnich

rovnic, které byloveku trvaly rékolik hodin.
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ZAVER V ANGLI CTINE

The goal of my work was to create a notebook ofHdatatica software, which will deal
with the numerical solution of differential equatieystems. Any conditions that | set were
met. You can enter your notebook constants, in@hes, their differential equations,
initial conditions for solving step and calculatirig addition, you can choose from four
methods. The results we can see in tabular forgraphical form. Notebook yet offers a
comparison of different methods, where individuakults are compared to solutions
entered in one table. The table shows us that ¢sé ib to set numerical Runge - Kutta
method 4 Procedure. Less accurate the Euler metBater and modified the first method
- the second of the modified to Runge - Kutta méghdiffer only minimally. Least
accurate method is the Euler method. This is tlevipusly mentioned methods differ
more. In terms of programmability Euler method tideast challenging. Programmability
is the most difficult to Runge - Kutta method 4 é&dure.

Created notebook should serve as an aid for coatptic calculations of differential

equations, which lasted several hours man.
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Y —-E  Vysledky Eulerova metoda.

Y — EP Vysledky Eulerova metoda — Prvni modifikace.

Y — ED Vysledky pomoci Eulerova metoda — Druh& modifikace
Y -R  Vysledky pomoci Runge — Kuttova metod#éalu

EM Eulerova metoda

EMP Eulerova metoda — Prvni modifikace

EMD Eulerova metoda — Druha modifikace

R-KM  Runge — Kuttova metoda #adu
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