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ABSTRAKT

Prace se =zabyvd linedrnimi spojit€é pracujicimi systémy, jejich vlastnostmi a
charakteristikami, a to pro jednorozmérny 1 vicerozmérny piipad. Cilem prace jsou
programové realizace v prostfedi Matlab, Simulink, které ma pro tuto oblast podporu
v Control System Toolbox. Tato prace je podkladem a studijni oporou pro piedmét Teorie
systémil, proto obsahuje fadu ilustrativnich piikladli a simulaci. Dale obsahuje nékolik

zkuSebnich testl pro ovéfeni znalosti studentd a vzorovych protokola predmétu.

Kli¢ova slova:

Teorie systému, Linearni spojité dynamické systémy, Laplaceova transformace, Vnéjsi

popis, Vnitini popis, 1DOF, 2DOF, Mnohorozmérné systémy, Matlab, Simulink.

ABSTRACT

This work deals with linear continuous dynamic systems, their properties and
characteristics for one-dimensional and multidimensional systems. The aim of the work is
program implementation in Matlab or Simulink, which has support for this area in the
Control System Toolbox. This work is the study background and study support for the
Systems theory course. The work contains a number of illustrative examples and
simulations. It also contains several tests to check student’s knowledge and model

protocols of the course.

Keywords:

Systems theory, Linear continuous dynamic systems, Laplace transform, Transfer function,

State space, 1DOF, 2DOF, Multivariable systems, Matlab, Simulink.
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UvVOoD

Linearni dynamické systémy jsou zakladem a odrazovym mustkem pro fadu inzenyrskych
aplikaci. V¢étSina objektlh pozorovatelného svéta se fidi fyzikalnimi, chemickymi,
spoleCenskymi a jinymi zékony, které jiz n€kolik staleti véda nedokaze popsat 1épe nez
diferencidlnimi rovnicemi. Pokud jsou tyto relace linearni, jednd se o linedrni spojité
dynamické systémy. Tyto se staly zdkladem pro dalSi rozvoj pro systémy diskrétni,
nelinedrni a nespojité. Je tedy prirozené, ze 1 teorie systému, teorie automatického fizeni,
zpracovani signald je zékladem vzdélani na technickych vysokych Skolach a vyuziva

postupy a principy linearnich systémd.

Tato prace je piispévkem, metodickou a didaktickou pomickou na bakalafském stupni
vzdélani pro pochopeni pojmd, vztahl a fakti, které jsou obecné a v kybernetickém smyslu

maji multioborovy charakter.

Postupné jsou studovany pojmy linearni systém, jeho popis a klasifikace, vlastnosti a
charakteristiky. Je definovana Laplaceova transformace jako nastroj pro feSeni
diferencidlnich rovnic a dalSich pojmu jako ptenos, pély a nuly. Stavovy (vnitini) popis
linedrnich systémii je alternativnim zplsobem vyjadfeni. Plynou znéj pojmy jako
fiditelnost, pozorovatelnost, je uvedeno feSeni stavovych rovnic. Algebraicka teorie je
vhodnym néstrojem pro analyzu, ale zejména syntézu uzavienych obvodi. Zobecnénim
jednorozmeérnych systémil jsou systémy vicerozmérné, a to pomoci polynomialnich matic a

zlomku.

Prace k programové realizaci vyuziva prostfedi Matlab s podporou zejména Control
System Toolbox a Simulink. VSechny pojmy a ptiklady jsou ilustrovany programovou
realizaci v tomto prostiedi. Vzorové protokoly slouzi jako studijni opora a pomiicka pro
absolvovani pfedmétu v patém semestru studia FAIL Prace je doplnéna testy pro potencidlni

ovéfeni znalosti studentu.
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I. TEORETICKA CAST
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1 REGULACNI OBVOD

wvewr

Regulujicim systémem je regulator a regulovanym systémem je regulovana soustava.
Prostiednictvim akéni veliCiny u(?) pasobi regulator na regulovanou soustavu tak, aby se
regulovana veli¢ina y(?) udrzovala na zddané hodnoté w(?) a regulacni odchylka e(z) byla co

nejmensi, idealné nulova .

1.1 Tvidéni regula¢nich obvodi
Regulacni obvody miizeme délit podle:
e funkce, kterou plni
— stabilizujici — Zadana veliCina je nastavena na konstantni hodnotu;

— programové — zadand veli¢ina je nendhodna ¢asova funkce nebo funkce urcitého

parametru;

— sledovaci — Zadana veli¢ina je ndhodna 1 nendhodnéd funkce Casu nebo néjakého

parametru;

— extermalni (optimaliza¢ni) — regulovana veli¢ina je udrZovana na maximalni nebo

minimalni hodnot¢;

e poctu regulovanych veli¢in

— jednorozmérné — regulacni obvod mé jednu regulovanou veli¢inu;

— mnohorozmérné — regulacni obvod ma vice regulovanych veliCin;
e struktury

— jednoduché — v obvodé¢ se vyskytuji jen zakladni vazby;

— rozvétvené — v obvodé jsou i jiné vazby neZ zékladni;
e Casového prubehu veli¢in

— spojité — vSechny veli¢iny jsou spojité v Case;

— diskrétni - vSechny veli¢iny jsou diskrétni v Case;

—  hybridni — nejméné jedna veli¢ina je v ¢ase diskrétni;
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e  matematickych modela
— linearni — vSechny ¢leny jsou linearni;

— nelinearni — nejméné jeden Clen je nelinearni. [1][5]

1.2 Zpétna vazba

Zpétna vazba zajiStuje v systému regulace kvalitnéj$i plnéni cile fizeni, protoze fidici
systém je diky ni informovan nejen o poruchéch, které na systém ptisobi, ale také o stavu
fizeného systému. Systém ovladani, ktery neobsahuje zpétnou vazbu, tedy nezajisti kvalitni

fizeni, protoze ovladaci systém nemé informace o stavu ovladaného systému ani o

poruchach, které na n¢j piisobi, a proto na n¢ nemuze reagovat. [6]
poeucly

velifma Fegubyjici | Eeglovany velifna
systam - system "
TApOIA Tpétnd vazha

Obr. 1: Systém regulace se zp€tnou vazbou

pomcly
veliima Ovlé;fla.ci N Orrladare veléma
system systém

Obr. 2: Systém ovladani bez zpétné vazby
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2 SYSTEM A JEHO VELICINY

2.1 Vymezeni pojmu ,,systém*

Systém je soubor prvkl, mezi kterymi existuji vzajemné vztahy a jako celek ma urcité

vztahy ke svému okoli. Kazdy systém je charakterizovan dvéma zakladnimi vlastnostmi:

e chovanim systému, které urCuje jeho vnéjsi vztahy k okoli — zavislost mezi podnéty

okoli systému, které plisobi na vstupu a danymi odezvami na vystupu;

e strukturou systému, kterd urcuje jeho vnitini funkéni vztahy — zpisob uspotfadani

vzajemnych vazeb mezi prvKky systému a mezi chovanim téchto prvk. [1]

2.2 Definice systému

Systémem rozumime mnozinu S = {P, R, U, Y}, kde 2.1
P —mnozina prvki systému P = {p;, po, ..., pm}s

R — mnozina relaci mezi prvky R = {r;, s, ..., 4},

U — mnoZina vstupnich veli¢in U = {u;, u, ..., u,},

Y — mnozina vystupnich veli¢iny Y = {y;, v, ..., /).

Relace R mezi prvky jsou formulovany pomoci matematickych rovnic. Vstupni veli¢iny U
délime na akéni, méftitelné a neméfitelné poruchy. Vystupni veli€iny Y délime na méftitelné

a némeéritelné.

VSTUPHNI VELICINY VYSATUPHI VELICINY

meéfitelng
»* meftelng
aked . o
*  SVSTER nemefiteltné
nemefiteltng

Obr. 3:  Model definice systému

Jsou-li mnoziny U a Y prazdné, tj. vSechny prvky jsou rovny nule, jedna se o absolutné

uzavieny systém. V ostatnich pifipadech se jednd o relativné uzavieny systém, coz
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vyjadiuje, Ze systém jako celek komunikuje se svym okolim prostiednictvim vstupt a

vystupt. Mnozina P je ozna¢ovana jako univerzum systému.

Ptikladem této definice mize byt systém pro udrzovani hladiny v nadrzi na konstantni
hodnoté tvofeny snimac¢em vysky hladiny, ¢erpadlem, motorem cerpadla a regulatorem

otacek pohonného motoru. Vsechny tyto prvky jsou vzajemné propojeny. [3]1[5]

2.3 Tridéni systémui
Systémy muizeme ttidit naptiklad podle:
e povahy univerza
— hmotné — jejich prvky 1 vazby jsou fyzikaln€ métitelné;
— abstraktni — prvky i vazby nejsou fyzikaln€ méfitelné;
e zplsobu vzniku
— umélé — byly vytvoreny ¢lovékem;
—  pfirozené — nevznikly za pomoci ¢lovéka ;
e  zpusobu zpracovani vstupni informace
— mechanické, hydraulické, elektromechanické, elektronické, optické;
e zmén chovani v Case
— t—variantni — chovani systému se v ¢ase méni;
— t—invariantni — chovani systému se v ¢ase neméni;
e zpusobu chovani
— deterministické — chovani je ur€eno stavem systému a vstupnim signalem,;

— stochastické — stav systému a vstupni signdl urcuji statické charakteristiky,

chovani systému je zatiZeno jistou mirou pravdépodobnosti;
— fuzzy — chovani je popsano pomoci fuzzy mnozin;
e podle hodnot veli¢in

—  spojité — Cas nabyva hodnot z mnoziny realnych ¢isel;
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— nespojité — ¢as nabyva hodnot z mnoziny celych Cisel;
e interakce systému a okoli
— uzavfené — nenastava zadna interakce s okolim;
— volné — pilisobi na své okoli;
e pfitomnosti paméti
— statické — veli¢iny jsou ur¢eny okamzitymi hodnotami fidicich velic¢in;

— dynamické — okamZit4 hodnota vnitinich veli€in zavisi na okamzitych 1 minulych

hodnotach;
e poctu vstupnich a vystupnich veli¢in
— jednorozmérné (SISO) — obsahuje jednu vstupni a vystupni veli¢inu;

— mnohorozmérné (MIMO) — ma vice vstupnich a vystupnich veli¢in. [1][3][5]
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3 LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Laplaceova transformace (dale jen LT) ptedstavuje velmi U¢inny ndstroj pii popisu

chovani, analyze a syntéze spojitych linearnich systému fizeni.

3.1 Ug&el pouziti

Utelem transformace je prevést slozity problém z prostoru originald do prostoru obrazi,
kde se tento transformovany problém vytesi snadnéji a pak se pievede zpét do prostoru
origindlti podle obr. 4. Originalem se oznaCuje Casova oblast a obrazem komplexni
proménnd. Operace jako derivovani a integrovani se transformuji na operace nasobeni a
dé€leni, diferencialni rovnice se transformuji na algebraické rovnice.

|
I
i

ORIGINAL Lol OBRAZ
FROELEMU [ * FRIMALT —» prpoplEMU

v v

neshadneé fedeni snadné fedend

v '

ORIGINAL . OBRAZ
YVSLEDKU [ ZPETNALT €+—— yvysLEDEU

FREOSTOR OBRAZT

o

»-————mm——— -

PROSTOR ORIGINALL

Obr. 4:  Schéma feSeni probléml pomoci LT

3.2 Prima LT

Piima LT se pouziva pro ptevod z prostoru originalti do prostoru obrazii a je definovana

vztahem:

F(s)=Lif ()} = [ £(e)-e™dt , kde 3.1)
0
—  F{(s) je obraz a komplexni funkce definovana v oblasti komplexni proménné,

— L je operator pfimé LT,

—  f{t) je origindl a redlna funkce definovana v ¢asové oblasti pro t € <0, o),
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— 8§ = o+ jwje komplexni proménna,
— tjecas.
Aby obraz existoval, musi byt funkce f(2):

a) nulova pro zaporny cas

f(@®) t=0
J0= {0 (<0
(3.2)
b) exponencidlniho fadu
fo]< M e, .
M >0, «, E<0,oo),t€<0,oo) '
¢) po Castech spojita [6]

3.3 Zpétna LT

Zpétna LT se pouziva pro pievod z prostoru obrazii do prostoru originall a je definovéna

vztahem:
a+jo
fe)=L"F(s)}= 2L F(s)-e"ds, kde L je operator zpétné LT. (3.4)
Y a jo

Tento tvar je znam pod jménem Bronwich-WagnerQv integral, a protoZe jeho piimy
vypocet je obtizny, urCuje se original funkce F(s) pomoci vztahii odvozenych z Cauchyho

vety o reziduich. Pro origindl f(?) tedy plati:

S0y = res|F(s)e" ], kde (3.5)

— s =s;]jsou poly funkce F(s)
- res [F (s)e”] jsou rezidua pro jednotlivé poly s;.
Pro n; ndsobny pdl plati:

1 _dm!

oyl Fee] (.6)

- res[F(s)e‘“ ] =
e

n; je tad polu obrazu F(s).



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010

18

Originalem f(?) je soucet rezidui [F (s)e“] ve vSech izolovanych bodech s = s; plivodni

funkce F(s).

3.4 Vlastnosti LT

[1]

Vybér nésledujicich vlastnosti LT miizeme pouzit pfi vypoctu funkei LT 1 pifi feSeni

linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty.

1. Véta o derivovani originalu

pro prvni derivaci: L{%} =sF(s)— f(0),

pro n-tou derivaci:

Lif ™ @) =s"F(s)- ZS a7 Idt{,’_ ©_
= S F(s) =" ()= £10) =" £(0) = ..~ £ (0)

2. Véta o integrovani originalu
t
1
L{ [ f(r)dz'} =~ F(s)
0 S

3. Véta o pocatecni a kone¢né hodnoté

F(0) =lim f(0) = lim sF(s),
/() =lim £ (1) = lim sF(s).

4. Véta o linearité

L{a,f,() + a, f,(t)} = a,F, (s) + a, F, (s),
LB, F,(s) +b,F,(s)} = b f,(t) + b, £, ().

5. Véta o posunuti originalu (o zpozdéni)
L{f(t—a)}=e“F(s),kde
a>0 a f(t—a)=0 pro t<a.
6. Véta o posunuti obrazu (o Gtlumu)

Lie™ f(t)}= F(s +a)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13) [1]
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3.5 Zpisoby vypoctu LT

Pti praktickém pouzivani LT se s defini¢nimi vzorci vétSinou nepracuje. Vyuziva se
slovniku Laplaceovy transformace, ve kterém jsou uvedeny zékladni korespondence
(Ptiloha PI). Pokud se v ném najdou originaly nebo obrazy v odpovidajicim tvaru, mizeme

slovnik pfimo pouZit.

Potize vznikaji pii zpétné LT, protoze obrazy jsou slozité a je nutné je rozlozit na

jednodussi vyrazy, které pak lze ve slovniku najit. [6]

PHma LT i definiéni integrél (3.1)
slownik LT

ZpEtnd LT definiénd integrdl (3.4)

rezidua

slovvndk LT —» rozklad na pare. dlomky ? Heavisideir rozvoj

metoda neurditych koeficientd

Obr. 5: Moznosti feSeni LT
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4 LINEARNI SPOJITE DYNAMICKE SYSTEMY

LSDS mé obecné vstupni veli¢inu u(z), vystupni veli¢inu y(#) a stavové veliiny x(z).
Systém miize byt jednorozmérny nebo mnohorozmérny. Pocet vstupnich signali tvori
vektor u(?z) a vystupnich signali vektor y(z). Stavovy vektor x(?) ma pocet prvki

odpovidajici fadu systému.

»it)

L YR ¢

Obr. 6: Rizeny dynamicky systém

Popis dynamickych vlastnosti systému 1ze rozdélit na dvé zadkladni skupiny, na vnéjsi a
vnitini popis. Vnéj$i popis systému vyjadiuje ptimo relaci {vstup — vystup}. Pfi vn&jSim
popisu nevime, co se d&je uvnitf. Nemusime znat strukturu systému. Nejpouzivangjsi
vnéjsi popisy jsou:

1. diferencialni rovnice,

2. pfenos systému,

3. ptechodova funkce a pfechodova charakteristika,

4. 1mpulsni funkce a impulsni charakteristika,

5. frekvenéni pfenos a frekvencni charakteristika,

6. frekvencni prenos v komplexni roving a v logaritmickych soutadnicich,

7. poly a nuly systému.

Zvlastnim pripadem je staticka charakteristika, tedy graficka zavislost vystupni veli¢iny na

vstupni veli¢ing v ustadleném stavu.

Vnitini popis systému vyjadfuje relaci {vstup — stav — vystup}. Jednd se tedy o

dokonalejsi zptsob popisu. (podrobné&ji viz kap. 4.2) [1]
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4.1 Vnéjsi popis LSDS

4.1.1 Diferencialni rovnice
Chovani spojitého SISO systému lze popsat linearni diferencidlni rovnici ve tvaru:
any(")(t)+ an_,y("_l)(t)Jr ray(t)+a,yt)= bmu('”)(t)+ ...+ byul(t), kde 4.1)
— a;, b;jsou konstantni koeficienty,
—  u(t) — vstupni veliCina,
—  y(t) — vystupni veli¢ina,
— m, n—stupné derivaci vstupni a vystupni veli¢iny, pro které plati m < n.

Pro teSeni linearni diferencialni rovnice (4.1) musime znat pocatecni podminky systému
y(0), y'(0), ..., y"(0) a pribéh vstupni veliciny u(?) véetné jejich po&atetnich podminek
u(0) az u™"(0). [5]

4.1.2 Prenos systému

Ptenos systému je definovan jako pomér Laplaceova obrazu vystupni veli¢iny k obrazu

vstupni veli¢iny pii nulovych po&ateénich podminkach y(0) = y'(0) = ... =y"0) =0 a
vstupniho signalu u(0) =u’(0) = ...= u™? (0) = 0. Ptenos systému ma tedy tvar:
G(S):Y(S):bmS tokbstb, 42)

Pfenos systému mizeme vyjadfit také pomoci poli (p) a nul (n) ve tvaru :

bm(s—nl)...(s—nj)...(s—nm)

G(S):an(s—pl)---(S—pi)---(S—pn) @

Dale mlZeme pienos vyjadiit pomoci Casovych konstant, pficemz plati, Ze zdporn¢ vzaté

A 14 r 14 /4 r o 7 7 W /4 . 1
pfevracené hodnoty redlnych pola se nazyvaji Casové konstanty jmenovatele 7, = ——a
P

zaporn€ vzaté prevracené hodnoty redlnych nul jsou Casove konstanty Citatele 7, = ——.
n.
J
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Ptenos systému vyjadieny pomoci ¢asovych konstant ma tvar:

bo(l+sr1)(l+srz)...(l+srm)

Gls)= a,(1+s7, \1+57,)...(1+57,)

(4.4)

. a -y I .
Pomér — =k, se nazyva zesileni systému. [1]
0

4.1.3 Prechodova funkce

Ptechodova funkce /(?) je odezva systému na vstupni signal ve tvaru jednotkového skoku
pfi nulovych pocatecnich podminkach. Grafickym znazornénim piechodové funkce

pfechodova charakteristika.
Laplacetiv obraz jednotkového skoku je L{n(t)} = L{l(t)} =—. (4.5)

wity s

1

Obr. 7: Heavisidetv jednotkovy skok

Obraz piechodové funkce je L{A(t)} = H(s) = G(s)U(s) = (4.6)

4.1.4 Impulsni funkce

Impulsni funkce i(?) je odezva systému na vstupni signal ve tvaru jednotkového impulsu pii
nulovych pocatecnich podminkach. Grafickym zndzornénim impulsni funkce je impulsni

charakteristika. Laplacetv obraz jednotkového impulsu je L{5 (t)} =1. 4.7)

ult)

]\r’

Obr. 8: Diractiv jednotkovy impuls
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Obraz impulsni funkce je L{i(¢)} = G(s)L{5(¢)} = G(s) a rovna se pienosu systému.  (4.8)

Mezi impulsni a ptechodovou funkci plati nasledujici vztahy:

h(r)=

i(t)dt res. i(t)=h'(z) (4.9)

ce—3

[1

4.1.5 Frekvencni prenos

Frekvencni pienos G(jw) je roven podilu Fourierova obrazu vystupni a vstupni veli€iny

sytému, jsou-li splnény nulové pocate¢ni podminky systému 1 vstupniho signalu, ma tvar:

Gljo)= " (éf))) (4.10)

Frekvencéni pienos ziskdme z ptenosu systému (4.2) zdménou proménnych s — jo, tim

dostavame tvar:

' b,(jo)" +...+b(jw)+b,
G =G =" . .
(Ja)) (S)‘Sz"w a, (ja))” +...+a1(ja))+ a, @11
[1
]

4.1.6 Frekvenéni charakteristika v komplexni roviné

Pro sestrojovéani frekven¢ni charakteristiky v komplexni roviné se musi frekvencni pienos

(4.11) upravit na slozkovy tvar komplexniho ¢isla
G(j) = Plw)+ jOlw) = RelGjo)j+ jIm{G(jo)) (4.12)

tak, Ze rozSifime funkci ¢islem komplexné sdruzenym. DalSi moZnosti je upravit G(jw) na

exponencialni tvar komplexniho c¢isla
G(jo)= Alw)e’”, kde (4.13)

— A(o) je amplituda frekvencniho pfenosu a vypocita se jako

Alw)=P*(0)+0*(w), (4.14)
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- g/)(a)) je faze frekvencéniho pienosu a vypocita se jako

0(w)

plo) = arctg == . (4.15)

P(o)

Frekvencni charakteristika v komplexni rovin€ se nazyva amplitudové-fazova frekvencni

charakteristika, neboli Nyquistova kiivka. [1]

[ ]
Im

Ple)

Obr. 9: Nyquistova kiivka

4.1.7 Frekvencni charakteristika v logaritmickych souradnicich

Zlogaritmujeme-li a poté upravime frekvencni ptenos (4.13), dostaneme frekvenéni pienos

v logaritmickych soutadnicich
InG(jo)=InA(w)+ jp(w)=n|G(jo)+ j-argG(jo) (4.16)
Tento pfenos miiZzeme vyjadfit dvéma charakteristikami (Bodeho kiivkami):

e logaritmickou amplitudovou charakteristikou

n|G(jo) = f(@). (4.17)
e logaritmickou fazovou charakteristikou

plw)= /(o). (4.18)

Vyhodou logaritmickych charakteristik je zjednoduSeni vypoctu charakteristik sloZzenych
systémtl. Nasobeni pifenosti pfi sériovém zapojeni systémi se zjednodu$i na scitani

charakteristik, tzn.
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G(Jw) =G, (ja))Gz (]a)) = |G1 (].a))|em1 . |G2 (jwlemz ) = |G1 (]a)) G, (ja))|ej(¢l relo)
plati

A(a)) = 2010g10|G(ja))| = 2010g10|G1 (]a)] +20 logw|G2 (]a)]
p(w)=argG(jo) = ¢, (0)+ ¢, (@)

4.1.8 Poly a nuly systému

Poloha polt a nul je zfeyjmd uz z tvaru pienosu, ktery ma jmenovatel rozlozen na soucin

kotenovych Cinitelt

bm(S—nl)...(s—ni)...(s—nm)

) |
=00 " a b= po— o p) @19

Pdly 1 nuly systému mohou byt redlné, komplexné sdruZzené nebo ryze imaginarni. Redlné
poly zptsobuji nekmitavy prechodovy déj. Poly komplexné sdruzené zpisobuji kmitaveé
chovani pifechodového déje. Poly v pocatky vyjadiuji integracni charakter a nuly v pocatky

derivacéni charakter.

U pola a nul je rozhodujici jejich poloha v komplexni rovin€ vzhledem k imaginarni ose.

V levé poloroving jsou poly 1 nuly stabilni, v pravé poloroving naopak nestabilni. [1]
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4.2 Vnitini popis LSDS

Vnitini (stavovy) popis (dale jen SS) je piepis diferencialni rovnice n-tého stupné na n

diferencidlnich rovnic 1. stupné. Stavovy model linearniho dynamického systému ma tvar:

x'(¢)= Ax(t)+ Bulr) (4.20)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) (4.21)
Rovnice (4.20) se nazyva stavova a (4.21) vystupni rovnice. Matice 4, B, C a D jsou
matice realnych ¢isel a znamenaji: 4 — matice systému, B — matice buzeni, C — matice

vystupni a D — matice ptevodu. Vektor u(?) je vektor vstupnich veli¢in, y(?) je vektor

vystupnich veli¢in a x(z) ptedstavuje vektor stavovych promeénnych.

¥
)

uft) x(¥) Fit)

x'{t)
E — [ C

&

Obr. 10: Blokové schéma stavového modelu

Pro striktné ryzi linedrni spojité dynamické systémy, tj. stupen Citatele < stupen
jmenovatele, je matice D nulova. Jeden systém muiZe mit mnoho stavovych popist, tzn. Ze

stavovy popis je nejednoznacny. [3]

4.2.1 Prevod SSnaTF

Prevod stavového popisu (SS) na pienosovou funkci (TF) se odvodi pomoci Laplaceovy
transformace, ktera se aplikuje na rovnici (4.20) a vyuZije se véta o obrazu derivace. Poté

dostaneme pti nulovych pocatecnich podminkéch:

sX(S)= AX(S)+ BU(S) (4.22)

Dalsimi tpravami této rovnice ziskame:
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X(s)=(s1—4)"BU(s). (4.23)
Dale pouzijeme Laplaceovu transformaci na vystupni rovnici (4.21):
Y(s)=CX(s)+ DU(s), (4.24)

za X (S) dosadime (4.23) a po uprave konecné dostaneme vztah pro vypocet prenosu:

G(s)=C(s1-4)"'B+D (4.25)
neboli
G(s)= mCadj(sl— AB+D. (4.26)

Charakteristicky polynom matice 4 je det(sl — A) a kofeny tohoto polynomu se nazyvaji

vlastni ¢isla matice 4 (p6ly systému). [3]

4.2.2 Prevod TF na SS

Ptevod z ptenosové funkce na stavovy popis neni jednoznacny a zavisi definici stavovych
proménnych. Obvyklou volbou je n stavovych veli¢in pro systém popsany diferencidlni
rovnici n-tého stupné a to tak, ze stavy definujeme jako vystupni veli¢inu y(?) a (n-1) jejich

derivaci.

Prima metoda

Uvazujme prenos ve tvaru (4.2). Tento pfenos upravime do tvaru G(s) =

rees LS m e o .
kde casti Q =b,s" +...+b;s+b, odpovida diferencialni rovnice:

Z(s)

We)=b,2" () + b, 2" (e)+...+ b2 (¢) + byz(2). (4.27)
Casti Z(S) = ! odpovida diferencialni rovnice:
U(s) a,s"+..+as+a,

y(t) = anz(”)(t)+ an_lz("_l)(t)+ et alz'(t)+ aoz(t). (4.28)

Pozn.: z(?) je pomocna veli¢ina.
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Zvolime si stavové proménné:
Xy (t ) z\¢ )

x, () =2'(¢)

x,(1)=z"")

a vytvoiime soustavu diferencidlnich rovnic 1. fadu:

X{(t) =X (t)
x,(1)=x,()

£ (0= ()= 22, 1) D 1) - D, )

n n n n

Vystupni rovnici ziskdme dosazenim stavovych proménnych x;, ..., x, do diferencidlni
rovnice odpovidajici prvni Casti pienosu G(s), pfi souasném vyuziti diferencialni rovnice

z druhé casti prenosu.

y(t): (anbO _bnaO)xl (t)+ (anbl _bnal)x2 (t)+-~-+ (anbnfl _bnanfl)xn (t)+ b, u(t) (4.29)

a a a

n n n n

Stavovy model pak bude ve tvaru:

xi(1) g (1) (1) g x, (1) 8

x5 (t) | : : : X, (t) 4| - u(t) (4.30)
TR ERRE

1 I | EA 1 e
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Metoda postupné integrace

Opét uvazujme pienos ve tvaru (4.2) a vychazime z diferencialni rovnice (4.1)
a,y" @) +a, Y ) +...+a,y' )+ a,(e)=b,u"(t)+...+byult).

Zvolime si 1. derivaci stavové proménné x| (¢):

x{(¢) = ag ()~ bou(t) = x, () = [ (@ p(¢) — boue))dt .

Po dosazeni a prvnim pouZiti integrace ziskame:

a,y" e)+a, y" )+ .+ a () +x, ()= b,u" () + ...+ bult).

Déle zvolime 1. derivaci stavové proménné x; (¢):

x3(0)= @, () + 2, ()= byule) = 5, () = [ (y0) + o, (0) = by )l

Po dosazeni a druhém pouziti integrace ziskame:

4, a, )b 0)= b D), )

Takto postupujeme az k 1. derivaci stavové proménné x/ (t) Po dosazeni a n-tém pouziti

integrace dostaneme:

Z vyse uvedeného postupu usporadame soustavu diferencialnich rovnic 1. fadu
0= a0l 2,0+ 458
;“nbl]u(t)

x;<r)=a1y<z)+x1<z)-blu<t):_ﬂxn@)Hl(t){albna

a n

n

x;@):an_ly<r>+xn_la)—b,z_lu(r):—hx,,<f>+x,,-1<r)+(Mju<r>
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Stavovy model pak bude ve tvaru:

0 ... 00 -% I b, —a,by |
X{(t) an Xl(t) an
' a a,b, —a,b
x2(t) _ 1 --- 00 —é x2:(t) + la—nl u(t) (432)
P00 ' :
x:1 (t) 0 0 1 _ an—l x’l (t) an—lbn anbnfl
L a, | L a, |

y(z){o 0 - —i} % () {b"}t(z) (4.33)

4.2.3 ReSeni stavovych rovnic
Homogenni stavova rovnice

Pokud vektor vstupnich (budicich) funkci u(?) je roven nule, nazyvame systém autonomnim

a jeho stavovy model je ve tvaru
x'(t)=Ax(t) = x'(t)-Ax(t)=0 (4.34)

y(t)=Cx(t) (4.35)

Reseni této soustavy spociva ve vyieSeni stavoveé rovnice (4.34). Zjistime-li stavovy vektor
x(t), pak vystupni rovnice je pouze nasobek stavového vektoru s matici C. Stavovou rovnici
muzeme feSit jako klasickou diferencidlni rovnici nebo muizeme pouzit Laplaceovu

transformaci.

a) Klasické feseni
Z charakteristické rovnice (4.34) ziskdme kofen s = 4 a feSeni stavové rovnice je ve tvaru
x(t) = ke, (4.36)
kde k je integra¢ni konstanta, ktera se ur¢i z poc¢ate¢ni podminky ¢ =0 — x(z) = x(0), tedy

k = x(0). (4.37)
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Vysledné feseni je
x(2) = e*x(0), (4.38)
y(t) = Cx(t) = Ce™ x(0). (4.39)
b) Reseni s vyuzitim Laplaceovy transformace
Uréime Laplacetv obraz stavové rovnice (4.34)
sX(s)-x(0)= 4X(s)
X(s)=——x(0).
s—A
a poté aplikujeme zp&tnou Laplaceovu transformaci
x(t)=L{x(s)} = e"x(0) (4.40)
y(t) = Cx(t) = Ce™ x(0) (4.41)

Fundamentalni matice systému

ReSeni homogenni stavové rovnice spoCiva ve vyreSeni fundamentdlni matice (matice

systému) (/)(t) :

a) olr)=1
b) p(-t)=e" =¢p7'(1)
c) olt, +1,)=olt,)-0(t,)

d) Aglt)=p(t)4

(4.42)
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Nehomogenni stavova rovnice

Pokud vektor vstupnich (budicich) funkci u() # 0, pak tento systém nazyvame

neautonomnim a jeho stavovy model je ve tvaru

x'(¢)= Ax(t)+ Bulr)

y(t)= Cx(t)+ Du(t)

Pfi vypoctech pouzivame partikularni integral

w(t)=| plt - 7)Bu(c)dz (4.43)

a vysledné feseni je dano souctem feSeni homogenni rovnice a partikularniho integralu

x(0)= 9l0x(0)+ (1) = ple)x(0)+ [ ple —)Bulz ). (4.44)
[1113]

4.2.4 Riditelnost a dosaZitelnost

Linearni spojity dynamicky systém je fiditelny, existuje-li vstupni signdl u(z), ktery

v konecném case prevede systém do nulového stavu.

Xz

0 x;

Obr. 11: Riditelnost systému

Kritérium fiditelnosti: LSDS je fiditelny, pokud matice fiditelnosti R ma hodnost n (n je

rad systému), tzn. pokud plati, Ze hodnost matice R se rovna dimenzi matice 4.
R=|B 4B .. 4B (4.45)

Linearni spojity dynamicky systém je dosazitelny, existuje-1i vstupni signal u(?), ktery za

konecny €as ptevede pocatecni stav x(z;) = 0 do nenulového stavu x.
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X2

1] X
Obr. 12: Dosazitelnost systému

Riditelnost a dosaZitelnost u linearnich systémt splyvaji. VSechny stavy, které jsou

fiditelné, jsou 1 dosazitelné. [5]

4.2.5 Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost

Systém je pozorovatelny, kdyz zmétenim vstupu a vystupu na kone¢ném ¢asovém intervalu

je mozné urcit hodnotu stavu systému na pocatku méfeni.

Systém je rekonstruovatelny, kdyz zméfenim vstupu a vystupu systému na kone¢ném
casovém intervalu je mozné urcit stav systému na konci méfeni. Pro LSDS opét plati, ze

pozorovatelnost = rekonstruovatelnost.

Kritérium pozorovatelnosti: LSDS je pozorovatelny, pokud matice P ma hodnost n (n je

rad systému), tzn. hodnost matice P se rovna dimenzi matice A4.

C

cA
P=| (4.46)

CAn—l
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5 POLYNOMIALNI METODY NAVRHU REGULATORU

Ptenos regulované soustavy je vyjadren jako podil dvou polynomu

b(s) b,s" +b, " +...+bs+b,

G (S) = a(s)

n n—1
a,s" +a, ,s" +...+as+a,

a prenos regulatoru je

i i—1
G, (s)= q(s)= q,s' +q,_ s+ +qs+q,

p(s) pjsj +pj_]sj’1 Fo DS+,

Tyto polynomy jsou chapany jako koneéné posloupnosti koeficienti polynomil. Ukolem pfi
navrhu PID regulatord je najit vhodné parametry jejich slozek. Pocet hledanych parametrti
u PID regulatoru je tii. Ukolem syntézy je tedy ur¢it jednak stupné polynomi ¢(s) a p(s) a
dale koeficienty téchto polynomd.

5.1 1DOF konfigurace systému rizeni

IDOF je systém s jednim stupném volnosti (se zpétnovazebni ¢asti).

L n

Lﬁ?—' o) —“»6%% Gste) >

Obr. 13: Konfigurace IDOF

0O(s) — ptenos regulatoru, Gg(s) — prenos regulované soustavy, v — porucha na vstupu,

n — porucha na vystupu

Obrazy referen¢nich signald a poruch jsou ve tvaru

W) ) A
M= YT YT 6.0

Na zaklad¢ obecnych pozadavki na vlastnosti systému fizeni miize byt diofantickd rovnice

zapsana ve tvaru afp +bq =d (5.2)

a prenos regulatoru lze zapsat jako Q(s) = (5.3)

s



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010 35

Polynom f musi byt délitelny f,,, f, @ f,, tzn. hleddme nejmensi spole¢ny nasobek téchto

polynomi. Volby stupiiti polynomi rovnice afp + bg = d jsou

degg=dega+deg f—1
deg p>dega-—1 (5.3)
degd =2dega+deg f -1

Parametry regulatoru Q(s) se vypocitaji metodou neurcitych koeficientii z polynomialni

diofantické rovnice (5.2) a koeficienty polynomu d se ur¢i rozlozenim jeho koteni .

5.2 2DOF konfigurace systému rizeni

2DOF je systém se dvéma stupni volnosti (s pfimovazebni a zpétnovazebni ¢asti).

_w | RE)

n

R I e S e B E ) 4%_4,_?,

Obr. 14: Konfigurace 2DOF

O(s) — ptenos zpétnovazebni ¢asti regulatoru, R(s) — pfenos ptimovazebni ¢asti regulatoru,

Gs(s) — ptenos regulované soustavy, v — porucha na vstupu, #» — porucha na vystupu

Obrazy referen¢nich signalii a poruch jsou ve tvaru (5.1)

Zpétnovazebni a pifimovazebni ¢ast regulatoru ziskame vyfeSenim dvojice diofantickych

rovnic
af,p+bg=d , (5.4)

if, +br=d. (5.5)
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Vysledny pfenos zpétnovazebni a ptimovazebni ¢asti regulatoru je pak dan vztahy

Ols)= %, (5.6)
R(s)= ﬁ, (5.7)

Polynomy f; a f; musi byt délitelné f£,, f, a f,, tzn. hleddme nejmensi spolec¢ny ndsobek

téchto polynomu.
Volby stupna polynomt rovnice (5.4) jsou

deg g =deg a+deg f, -1
deg p>dega—-1+k (5.8)
degd =2dega+deg f, —1+k

Volby stupna polynomi rovnice (5.5) jsou

degr =deg f, -1

59
degt=degd—deg f, =2dega+deg f, —1—-deg f +k (59
Velikost pomocné konstanty & se uci ze vztahu
k>deg f, +deg f —dega. (5.10)

Tato konstanta se pouzije tehdy, bude-li jeji prava strana vétsi nez nula, jinak plati k£ = 0.

Parametry zpétnovazebni a ptimovazebni ¢asti regulatoru se vypocitaji metodou neurcitych

koeficientd z polynomiélnich diofantickych rovnic (5.4) a (5.5). Koeficienty polynomu d se

urci rozloZzenim jeho kotent, naptiklad d = (s + m)" ,m>0,n=degd.

[1]
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6 MIMO SYSTEMY

6.1 Obecny popis

Mnohorozmérovy regulatni obvod lze popsat s vyuzitim pfenosovych matic, které
vyjadiuji vztah mezi jednotlivymi vstupnimi a vystupnimi veli¢inami tohoto obvodu.
Mnohorozmérovy regulacni obvod (MIMO systém) ma pak stejnou strukturu jako
jednorozmérny regulacni obvod, kde vSechny vstupné-vystupni veli¢iny jsou vektory a

Gs(s) a Gg(s) jsou pfenosové matice regulované soustavy a regulatoru.

l il
wiil .?6@' . uidl s .}'(g

Obr. 15: Schéma mnohorozmérného regula¢niho obvodu

ot
h

S - regulovana soustava s maticovym pienosem Gs(s), R — regulator s maticovym pfenosem

Gr(s)

Mnohorozmérnou regulovanou soustavu si mizeme predstavit podle obrazku Obr. 16.
Vstupnimi veli¢inami jsou akéni veli€iny u;, vystupni regulované veli¢iny jsou y; a veli¢iny

poruchové jsou v;.

|

Obr. 16: Schéma mnohorozmérné soustavy

[1]
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Zobecnénim popisu systému se dvéma vstupy a vystupy je soustava linearnich

diferencialnich rovnic

y{(t)+ a ) (t)"' a,), (t): bl“l(t)"'bz”z (t)

a3 0+ 5 0)+ sy 0) = by, () + by (1) D

Pouzitim Laplaceovy transformace pti nulovych pocatecnich podminkach dostavame

(s+a1)Y( )+a2 (s) bU(s)+b U (s)

;Y (s)+ (s + a, )Y () = b,U, (5)+ b,U, (s) 6.2)

Soustavu rovnic miizeme piepsat do maticového zapisu

e 4] i e o

kterou mizeme obecné zapsat jako

A(s)~Y(S): B(s)~U(s). (6.4)

Pfenosovou matici mnohorozmeérového systému lze obecné zapsat ve tvaru dil¢ich pfenost

GII(S) GIZ(S) Glm(s)
G, (s) = Gzlz(s) GZZE(S) GZn;L(S) ’ (6.5)
G, (S) GIZ(S) G, (S)

popfipad¢ levym maticovym pfenosem

G(s)=47(s)B(s). (6.6)
Pokud existuje levy maticovy pienos, potom ho Ize otocit na pravy maticovy prenos
G.(s)=B,(s)4,” (s). (6.7)

K oto¢eni maticového zlomku je mozné pouZit elementdrni fadkové nebo sloupcové

upravy.

[3]
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6.2 Syntéza mnohorozmérného regulac¢niho obvodu

V této Casti bude uvazovan mnohorozmérny regulacni obvod 1DOF konfigurace systému
fizeni, tedy konfigurace se zpctnovazebnim regulatorem (Obr. 13). Pfenosova matice

soustavy je vyjadiena ve formé levého maticového tvaru nebo pravého maticového tvaru

Gs(s)=4,"(s)B,(s)= 4, (5)B,(s).
Ptfenosova matice zpétnovazebniho regulatoru je ve tvaru

O(s) =P, ()0, (s) = 0, ()P, ()

Na zakladé& obecnych pozadavki na vlastnosti systému fizeni mizeme zapsat diofantickou

rovnici ve tvaru

A, FP,+B,0, =D (6.8)

kde matice D, se voli jako diagonalni matice. Stupen polynomu d; se mize urcit, pokud na
obvod plisobi pouze Zadand hodnota, naptiklad ve tvaru degd, =2deg A, pficemz
polynomy d; se budou uvazovat ve tvaru (s +m, )deg % kde m; jsou volené poly. Pfenosova
matice vysledného zpétnovazebniho regulatoru Q(s) je zapsana ve tvaru

0(s) = 0, (5)FP.(5)) . (6.9)

Matice F je diagonalni a obsahuje na diagonale jmenovatele pfenosii Zadanych veli¢in.

ReSenim maticové diofantické rovnice se ziskaji parametry maticového regulatoru. Ta

muze byt ve tiech zakladnich tvarech, tj. prava (6.10), bilateralni (6.11) a leva (6.12).

A, X,+B,Y,=C (6.10)
A,X,+Y,B,=C (6.11)
X, A, +Y,B,=C (6.12)

Bilateralni rovnice (6.11) neni feSitelna. Ostatni miizeme fesit elementarnimi sloupcovymi

nebo fadkovymi Upravami.
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A, X, +B,Y,=C

AL B L ’7 ¢ 0
] O sloupcové vpravy N Xp _ BP
0 1 Y, 4p

X, A, +Y,B,=C

|:AP I 0 :| sloupcové tipravy >{ L YL :|

B, 0 I

(@)
S

-B

L

_A P} otoc¢eny maticovy zlomek
P

¢ } otoceny maticovy zlomek
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II. PRAKTICKA CAST
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7 VZOROVE PRIKLADY

Tato kapitola obsahuje nazorné ukéazky piikladi, které jsou feSeny pomoci programu

Matlab a Simulink.

7.1 Prenos systému

Ptenos systému zaddme pomoci piikazu tf. Pokud potifebujeme vyjadfit pfenos pomoci

parcialnich zlomkda, vyuZijeme piikaz residue.

Sywnaxe: sys = tf(¢itatel, jmenovatel)

[r,p, k] = residue(Citatel, jmenovatel)

r = sloupcovy vektor residui
p = sloupcovy vektor poli

k = tadkovy vektor piimych vyrazi

. B
Maéme-li nenasobné kofeny, ma pfenos tvar (5) S R L/ k(s).
A@) S=P S—Ps S=Pa

2s+4

Ptiklad 7.1a: Zobrazte rozklad pfenosu G(s) = —5————
s”+7s+12

na parcialni zlomky.

7.1a
>> sys=tf ([2 4],([1 7 12])

Transfer function:

2 s + 4

s™"2 + 7 s + 12

>> [r,p,kl=residue([2 4]1,[1 7 12])
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2s+4 4 2
sP+7s+12 s+4 s+3

G(s) =

Mame-li n-ndsobné kofeny, zobrazi se v rozkladu nejen samotny koten, ale také tentyz

kofen umocnény na druhou a az na nasobnost kofene n. Obecny tvar prenosu je tedy

B(S): rj I rj+1 2+.”+ rj+m—1 —
As) s-p, (s—p(,) S
: 4 . .
Ptiklad 7.1b: Mé&jme pienos G(s) = % Zobrazte jeho rozklad na parcialni zlomky.
S™+4Ls+
7.1b

>> sys=tf([1 4],[1 2 1 ])

Transfer function:

s + 4

>> [r,p,k]=residue([1 4],[1 2 1 1)

1
3
p =
-1
-1
k =
[]
G(s) = s+4 1+ 3

S 42s+1 s+l (s+1)°
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Zpétné ovéten:

>> [cit, jmen]=residue(r,p, k)

>> printsys(cit,jmen,'s")

s"2 + 2 s +1

Pro vyjadieni pfenosu pomoci poli a nul ve tvaru G(s) =
pouzijeme piikaz tf2zp. Zesileni je rovno vyrazu k(s) ="

Syntaxe: [z,p, k] = tf2zp(&itatel, jmenovatel)

z = koteny Citatele

p = kofeny jmenovatele

k = zesileni
>> [z,p,k]=tf2zp([2 4]1,[1 2 1 ])
Z =
-2
p =
-1
-1
k =
2
2s+4 25 +2
Gy =254 As+2)

s2+2s+1 (s+1)s+1)
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Zpétné ovéten:

>> prenos=zpk(z,p, k)

Zero/pole/gain:
2 (st2)

7.2 Prima Laplaceova transformace
Pro vypocet ptimé Laplaceovy transformace slouzi funkce 1aplace.

Syntaxe: 1aplace (F)

Ptiklad 7.2: UrCete obrazy F(s) ze zadanych funkci f(?):
a) f(t)y=1
b) f(t-2)=e

c) f(t)=3t+cos(4r)

7.2a

>> syms t;
>> f=t"3;
>> laplace (f)

ans =

6/s™4

= F(s)zi4
S

Pozn.: ptikaz syms slouzi k deklaraci symbolické proménné.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010 46

7.2b

>> syms t
>> f=exp (-5* (£t-2)) *heaviside (t-2)
>> laplace (f)

ans =

1/ (exp(2*s) * (s + 5))

1 .
= F(s)= e
s+5

7.2c

>> syms t

>> F=laplace (3*t+cos(4*t))

F =
s/ (s*2 + 16) + 3/s"2 3

7.3 Zpétna Laplaceova transformace
Pro vypocet zpétné Laplaceovy transformace slouzi funkce ilaplace.
Syntaxe: ilaplace (f)

Ptiklad 7.3: Urcete origindly f(?) ze zadanych funkci F(s):

1
2) Flo)= S+1)2
3 -2s
b) F(S)—S2+9€
c) F(S)_;
_S(S+Cl)
7.3a

>> syms s

>> f=ilaplace (1/ (s+1)"2)

t/exp (t)

= f()=t-e*
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7.3b

>> syms s

>> f=ilaplace ((3/(s"2+9)) *exp (-2*s

))

£ =
heaviside(t - 2)*sin(3*t - 6)
= f(t-2)=sin(3)
7.3c
>> syms s a
>> f=ilaplace (1/ (s*(s+a)))
f =
1/a - 1/ (a*exp(a*t))
= f(t)=—(l—e_‘”)

7.4 Diferencialni rovnice

Pro feSeni diferencialni rovnice potiebujeme piikazy diff,

subs a solve. Pokud chceme

vysledné feSeni zobrazit graficky, pouZzijeme piikaz ezplot.

diff = derivace symbolické proménné

subs = symbolické substituce

solve = symbolické feSeni algebraickych rovnic

Syntaxe: Y = diff (vyraz, t4d derivace)
R = subs(vyraz,stary,novy)
g = solve(rovnice 1, ..

ezplot (funkce)

.,rovnice n,

prom 1,...,prom n)

Priklad 7.4: Vypocitejte a zobrazte zadané diferencialni rovnice:

a) y'(e)+4x(t)=5
b) y'(e)+4ylt)=e
) »"(0)+4y'(t)+3x(e)=2u'(r) +

)
) u(t-3)

d) »"(t)+3y'(e)+2y() =

u(t)

¥'(0)

7'(0)= 1(0)=0; u(0) = 0,u(r) =1

7(0)=0; u(r) =1
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7.4a

>> Obraz=laplace (diff (sym('y(t)"),1)+4*(sym('y(t)"'))-5);

>> Substituce=subs (Obraz, {'y(0)"', '"laplace(y(t),t,s) '}, [2,sym('Y")])>
>> Vysledek=solve (Substituce, 'Y");

>> y=ilaplace (Vysledek)

y =

3/ (4*exp(4*t)) + 5/4

>> ezplot (y)

4 4
? : : : !
8 S O
8 U O T W
T S
1.2 f------- J -------- L -------- -------- * ------- .
1 i i i i
0 2 4 B g 10
t(s)
Obr. 17: Prubé¢h diferencialni rovnice 7.4a
7.4b

>> syms t

>> Obraz=laplace (diff (sym('y(t)"),1)+4*sym('y(t)")-exp(-t));

>> Substituce=subs (Obraz, {'y(0)"', 'laplace(y(t),t,s) "}, [1,sym('Y")]);
>> Vysledek=solve (Substituce,'Y");

>> y=ilaplace (Vysledek)

y =

1/ (3*exp(t)) + 2/ (3*exp(4*t))

>> ezplot (y)




49

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010

+ -
- D
— 3
b —_ —_ ~
T T T T gl < 2 - 0 T T T T
: : : : o >N - O e : : : :
1 1 1 1 e - —_ SN~ —_ 1 1 1 1
: : : : L W\ P2 o~ = T S e ]
e RECRE bene RS e 1 £ E 5 2 o ! ! !
! ! ! S 2. 82X " " "
' ' ' — [V =] . I [ [ o
: i ‘ = Hoo> - E v ' H
||||| Ll o i it ililie Sl ik B - - n o o~ > 1 1 1
1 ' ' /m © - O n 1 1 1
: : : S o= s " " !
1 1 1 et < —~ ~ O === ==-- Fpe===-— pmm———— ===
1 1 1 " m —+ — > ~ 1 1 1
..... S EpEpR . — LT ~ ~ = o : : :
" " " -= & N~ 8 o " " "
! ! ! .S ~ =~ . < =2 — I A Fo-sn-- ---- - R
- D - o - ' ' '
! ! ! S SR N ! ! !
..... R SRR L R B © D 5o o - : : :
" " " = N = rfmyees pooooe s T
" " " [ B - g &~ O D : : '
1 1 1 ~ > - jn} *x ' ' 1
||||| A T . SRR B F 0.0. =] () . o~ D ™ I I I
! ! ! ! = 2 5= N @ o - AR REEEE, RREEE AR FRRRELEY
1 1 ] 1 n W © ] —~ (o 1 1 1
1 1 1 1 o - G s n XM 1% 1 1 1 1
: . : : o b R N © B © S} o : . ; :
! L L L = O H4 T O ~ B T * L L .
o i = 4 = 98 a ey © u = oy 4 - o
= = = o EY 3 = 0 Z - o o o o o
O ~ B = > > [Te) e
O ~ 0 0 - > )
@ - Il O o - |
— ~ 0 © 0 O | O
o, [ Il O PR I
@ — 3 0, M @ — >
— > P © O A P~ T
S N
N = -
T g » 9~ A X — |
“ >~ Qo - n A ) Q, +
Q n 3 o~ > | * N
vl O = ©h o > > N — | en
< *x ~ Il ~ Il
f A M A S5 A AN ~ A
S~ A+ A S A A > A -
N—
=~

3.9

2.3

15
Obr. 19: Prabeéh diferencialni rovnice 7.4¢
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7.4d
>> Obraz=laplace(diff(sym('y(t)"'),2)+3*diff(sym('y(t)"),1)+...

2% (sym('y(t) ")) -sym('u(t-3) ') *heaviside (t-3));

>> Substituce=subs (Obraz, {'y(0)"','D(y) (0)"','u(t)"', ...
'laplace(y(t),t,s) "'}, 10,0,1,sym('Y")]);

>> Vysledek=solve (Substituce, 'Y");

>> y=ilaplace (Vysledek)

y =

heaviside(t - 3)*(exp(6 - 2*t)/2 - exp(3 - t) + 1/2)
>> ezplot (y)

0.3

04 f-mmnn-

03 f-mnn--

[ | 'R S —

-

04 p-mmne- Lo

e T e el
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Obr. 20: Prubéh diferencialni rovnice 7.4d

7.5 Prechodova funkce

Pokud ovladdme vypocty zpétné Laplaceovy transformace, nebude feSeni piechodové
funkce zadny problém. Zadany pienos vynasobime obrazem jednotkového skoku a

aplikujeme zpétnou Laplaceovu transformaci. Pro grafické zobrazeni slouZi ptikaz step.

Syntaxe: step(&itatel, jmenovatel)

Ptiklad 7.5: Vypocitejte a zobrazte ptfechodovou funkci a charakteristiku nasledujicich

prenosii:



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010

51

a) G(s)= 2; (aperiodicky typ)
s +3s5+2
L [G(s) 1{ 1 }
ht)=L'3 —2Lt =" — ——
() { s } s* +3s> +2s
7.5a

>> syms s

>> h=ilaplace (1/ (s"3+3*s"2+2*s))

h =
1/ (2%exp (2*t)) - 1/exp(t) + 1/2

>> prenos=tf ([1],[1 3 21);

>> step (prenos)

h(t)=0,5—¢" +0,5¢7*

0.3

04r

03y

bt

nz2r

N

trzec

Obr. 21: Pribeh prechodové funkce 7.5a

b) G(s)= ;5 (periodicky typ)

2+ 25+

O L Pl
s s> +28° +5s
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7.5b

>> syms s

>> h=ilaplace (1/(s"3+2*s"2+5%s))

h =
1/5 = (cos(2*t) + sin(2*t)/2)/(5*exp(t))

>> prenos=tf ([1],[1 2 5]);

>> step (prenos)

h(t):%—(cos(2t)+sin(2t))%e’

0.25

02 pmmmmmmmm o e e

01st

hit)

01r

003t

t(zec)

Obr. 22: Prabéh prechodové funkce 7.5b

c) G(s)=

5 (nestabilni typ)
3s” +s

h(t)_L{ s } L {3s3+s2}

7.5c

>> syms s

>> h=ilaplace (1/(3*s"3+s"2))
h =

t + 3/exp(t/3) - 3

>> prenos=tf ([1],([3 1 01);

>> step (prenos)
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h(t)=1+3e 3 -3

bt

ti=zec)

Obr. 23: Prabéh prechodové funkce 7.5¢

Ptechodovou charakteristiku miZzeme také vykreslit i ze stavového modelu.

LA S
o T A

>> A=[-1 -1;6.5 0];
>> B=[1 1;1 0];
>> C=[1 0;0 17;
>> D=[0 0;0 07;
>> step(A,B,C,D)

Protoze tento systém ma dva vstupy a dva vystupy, dostaneme Ctyii prenosové funkce a

také Ctyfi grafické pribehy prechodové charakteristiky.
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Fram: Ini17 Fram: Ini2)

0.6

Tee Outr1)

Ta: Out(2)

0 2 4 G g 10 12 0 2 4 G g 1 12
t(=ec)

Obr. 24: Prabéh prfechodové funkce systému definovaného stavovym popisem

7.6 Impulsni funkce

Impulsni funkci ziskame vyndsobenim pfenosu G(s) s obrazem jednotkového skoku a poté
opét pouzijeme zpétnou Laplaceovu transformaci. Protoze obraz jednotkového skoku je

roven jedné, miZeme na pienos piimo aplikovat zpétnou Laplaceovu transformaci. Pro

grafické zobrazeni slouZi pfikaz impulse.

Syntaxe: impulse (¢itatel, jmenovatel)

Ptiklad 7.6: Vypocitejte a zobrazte impulsni funkce a jejich charakteristiky nasledujicich

pfenosii:

a) G(s)= ﬁ (aperiodicky typ)

+3s+
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7.6a

>> syms s
>> h=ilaplace (1/(s"2+3*s+2))

h =
1/exp(t) - 1/exp(2*t)

>> prenos=tf ([1],[1 3 2]);

>> impulse (prenos)

i(t) =e ' —e™

0.25

02r

015

it

01

0.05

|:| L 1 1 L 1

] 1 2 3 4 5 =]
t (zec)

Obr. 25: Prabéh impulsni funkce 7.6a

b) G(s) = 2; (periodicky typ)
s°+2s+5

7.6b

>> syms s
>> h=ilaplace(1l/ (s"2+2*s+5))

h =
sin (2*t)/ (2*exp (t))

>> prenos=tf ([1],[1 2 51);

>> impulse (prenos)

i(¢) = sin(20). %e-f
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0.3
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Obr. 26: Prabéh impulsni funkce 7.6b

c) G(s)= (nestabilni typ)

35t +s

7.6cC

>> syms s

>> h=ilaplace(1l/(3*s"2+s))
h =

1 - 1/exp(t/3)

>> prenos=tf ([1],[3 1 0]);

>> impulse (prenos)

ity

0 5 10 15
t(zec)

Obr. 27: Prubéh impulsni funkce 7.6¢
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Impulsni charakteristiku mizeme také vykreslit ze stavového modelu.

e S A

)=l oﬂ2$ﬂ+m]wo

>> A=[0 1;-1 -17];
>> B=[0;1];

>> C=[1 07];

>> D=[0];

>> impulse (A,B,C,D)

0.6

0.5

0.4

0.3

i)

n.z

0.1

_I:I 1 1 1 1 1 1
0 2 4 G g 10 12

t (=zec)

Obr. 28: Pribeh impulsni funkce ze stavového popisu

7.7 Frekvenéni pirenos

Pro grafické zobrazeni frekvenéni charakteristiky pfenosu G(j@w) mame k dispozici dva
pfikazy — bode a nyquist. Bode slouzi pro zobrazeni frekvencniho pfenosu

v logaritmickych soufadnicich a nyquist pro zobrazeni v komplexni roving.

7.7.1 Zobrazeni v logaritmickych souradnicich

Sywnaxe; bode (¢itatel, jmenovatel)
bode (A, B, C, D)
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Potfebujeme-li  stanovit frekvenni rozsah a(rad/s), mizeme vyuzit piikaz
logspace (d1,d2,n), ktery generuje n bodl rovnomérné rozlozenych logaritmicky mezi
dekady 104 a 10% Naptiklad pro vygenerovani 100 bodl mezi 1 rad/s a 1 000 rad/s
pouzijeme piikaz logspace(0,3,100). Pro zaclenéni takto specifikovaného

frekvenénitho rozsahu musi piikaz bode obsahovat frekvencni vektor w:

bode (¢itatel, jmenovatel, w) .

Ptiklad 7.7.1.1: Zobrazte Bodeho kiivky nésledujicich ptenosti

5
a) Gls)=——
) () s> +8s+15
2
b) G(s)=——F"——-e
) () 3s* +45+8
c) G(s) = 23S—+6 , v rozsahu <0,01;1000> rad/s
25 +4s+3
7.7.1.1a

>> bode ([5],[1 8 157)

Magnitude (dB)

Phaze (deg)
o
(]
T
1

133 .

A RS L TR | L MR | L e |
-1 1] 1

10 10 10 10° 10°

Freguency (radfzec)

Obr. 29: Bodeho ktivky 7.7.1.1a
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7.7.1.1b

>> prenos=tf(2,[3 4 8], 'iodelay', 3)

Transfer function:

>> bode (prenos)

Magnitude (dB)

-STED -

11520 i

Phaze (deqg)

-17280

Frequency (radfzec)

Obr. 30: Bodeho kiivky 7.7.1.1b

7.7.1.1c

>> w=logspace (-2,3,100);
>> bode ([3 6],[2 4 3],w)

10 10 10 10"
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20 T T T T
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hagnitude (dB)

Phase (deg)
I
o
T
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10° 10 10 10' 100 10°
Frequency (radfzec)

Obr. 31: Bodeho kiivky 7.7.1.1c

Pro stanoveni amplitudy 4(@)(dB) a faze ¢(@)(°) pouzijeme piikaz

[amp, faze,w] = bode (&itatel,jmenovatel,w). Pokud naptiklad potiebujeme v grafu
upravit rozsah amplitudy od -50 dB do 50 dB, nadefinujeme dBmax = 50ones(1,100),
dBmin = -50ones(1,100) a pouzijeme semilogaritmicky graf. Tentyz postup plati pro

upraveni rozsahu faze.
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= <-150;150> (°)

<-50;50> dB a ¢o(w)

Ptiklad 7.7.1.1c upravime takto: A(w)

logspace (-2,3,100) ;

>> w

4 0.2 2],[1 0.6 4 0],w);

bode ([

[amp, faze,w]=

>>

20*10gl0 (amp) ;

50%*

>> ampdB

’

).

ones (1,100

>> dBmax

) ;

',w,ampdB, '-',w,dBmax, '-',w,dBmin, '-")

100

>> dBmin=-50*ones (1,

A}

>> semilogx (w, ampdB,

>> grid

>> xlabel ('Frequency (rad/sec) ")

(dB) ")

>> ylabel ('Magnitude

>> fazemin=-150*ones (1,100);

=150*ones (1,100) ;

>> fazemax

'-',w,fazemin, '-")

, fazemax,

v
W

,w,faze, '

A}

, faze, '-

W

(

>> semilogx

>> grid

)

A}

>> xlabel ('Frequency (rad/sec)

)

A}

(deq)

>> ylabel ('Phase

CTTTCTTIARTTTITATETATATS S

Al
0fk---

(A Sprpubie 1y

10

10

Freguency(radizec)

el

Obr. 32: Upravena logaritmicka amplitudova charakteristika

150
100 f---
50 |---

(Bap) aseyyq

1]

10
Frequencyirad/sec)

Obr. 33: Upravena logaritmicka fazova charakteristika
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Ptikaz bode (a,B,C,D) vytvoii sérii Bodeho kiivek ze stavového popisu systému, pro

kazdy vstup systému jednu, s automaticky stanovenym frekven¢nim rozsahem.

Ptiklad 7.7.1.2: Zobrazte Bodeho kiivky systému s jednim vstupem a jednim vystupem,

ktery je zadany nasledujicim stavovym popisem

7.7.1.2

>> A=[0 1;-6 =5];
>> B=[0;1];

>> C=[2 0];

>> D=[0];

>> bode (A,B,C,D)

Magnitude (dB)
s
(o)
T
1

Phase (deq)

133

S
10

Frequency (radfzec)

Obr. 34: Bodeho kiivky 7.7.1.2
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Ptiklad 7.7.1.3: Zobrazte Bodeho kiivky vicerozmérného systému, ktery je zadan

nasledujicim stavovym popisem

>> D=[0 0;0 0];
>> bode (A,B,C,D)

>> grid

From: Ini17 From: Ini2)

Tee Outr1)

Teor Outr1)

Tor Out(2)

hMagnitude (dB) ; Phaze (deq)

Tor Otz

Frequency (radfzec)

Obr. 35: Bodeho ktivky 7.7.1.3
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7.7.2 Zobrazeni v komplexni roviné
Synﬁn«: nygquist (¢itatel, jmenovatel)
nyquist (A,B,C,D)
Potfebujeme-li  stanovit frekvenéni rozsah a@(rad/s), mulZeme vyuzit piikaz

nyguist (¢itatel, jmenovatel,w) .

Ptiklad 7.7.2: Zobrazte Nyquistovu kiivku nasledujicich pienosa

1
a) Gls)=——
) ( ) s*+8s+15
b) Gls)=—s e
35> +45+8
1 .
C) G(s) = —————, v rozsahu <0;10> rad/s, po libovolném kroku
s +0,65s+4
7.7.2a

>> prenos=tf ([1],[1 8 15])

Transfer function:

s™"2 + 8 s + 15

>> nyquist (prenos)

004+ ' 4
003+ ' 1
oozt ‘ .

oot ' .

-001

Imaginary Axis
(o)

-0z

-003

-0.04

04 -n.0s 0 n.os oA
Real Axis

Obr. 36: Nyquistova kiivka 7.7.2a
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7.7.2b

>> prenos=tf([1l],[3 4 8], 'iodelay',63);
>> w=0:0.01:100;

>> nyquist (prenos, w)

n.z

INEN

0y

0os +

-005 b

Imaginary Axis
(o)

-0

RINEN

02 - -
02 015 01 -005

] ooz 04 01s 02
Feal Axiz

Obr. 37: Nyquistova kiivka 7.7.2b

7.7.2¢c

>> cit=[1];
>> jmen=[1 0.6 4];
>> w=(0:0.01:10);

>> nyquist (cit, jmen, w)

0&

06

04r
02r

02 F

Imaginary Axis
[}
]

04t

06

08}

o e e e A oo ]

Feal Axis

Obr. 38: Nyquistova kiivka 7.7.2¢
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7.8 Stavovy popis
Pievod prenosu na stavovy popis

Stavovy popis ziskdme z pfenosu pomoci funkce ssdata nebo ss. Vlastni ¢isla matice
uréime piikazem eig. Pro rozhodnuti o fiditelnosti a pozorovatelnosti systému musime
urCit matici fiditelnosti (4.45) a pozorovatelnosti (4.46), zjistit jejich hodnost a porovnat

s fadem systému.

Syntaxe:
[a,b,c,d] = ssdata(pfenos) — pievod pienosu na stavovy popis
ss (ptenos) — pievod pfenosu na stavovy popis

eig(a) — vlastni ¢isla a vlastni vektory
eye (n) — jednotkové matice o velikosti n x n

R

ctrb (A,B) —urceni matice dosaZitelnosti (fiditelnosti)

obsv (A,C) —uréeni matice pozorovatelnosti (rekonstruovatelnosti)

v}
Il

rank (A) —hodnost matice

Ptiklad 7.8: Nasledujici pienosy pieved’te na stavovy popis, urcete vlastni ¢isla matice a

rozhodnéte o fiditelnosti a pozorovatelnosti systému.

a) G(s) = 2# (bez derivace na pravé stran¢)
s”+55s+6
s+5 . . <
b) G(s) = (s derivaci na pravé strang)
s +5s+6
2
c) G(s) S 65 +3 (neminimdlni realizace)

s +6s°+11s+6
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7.8a

>> prenos=tf ([2],[1 5 6]);

>> [A,B,C,D] = ssdata(prenos)
A =
-5 -3
2 0
B =
1
0
C =
0 1
D =
0

>> [V,D]=eig (A)

v =
-0.8321 0.7071
0.5547 -0.7071

D =
-3.0000 0
0 -2.0000

>> P=obsv (A,C)
P =
0 1
2 0
>> hodnost P=rank (P)
hodnost P = 2

>> R=ctrb (A, B)
R =
1 -5
0 2
>> hodnost R=rank (R)
hodnost R = 2

Stavovy popis sytému je ve tvaru:

P A S
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Protoze hodnosti matic fiditelnosti a pozorovatelnosti odpovidaji fadu systému, je systém

fiditelny i pozorovatelny.

7.8b

>> [A,B,C,D

A =
-5 -
2
B =
2
0
C =
0.5000
D =
0

vV o=
-0.8321
0.5547

D =
-3.0000
0

P =
0.5000
0

hodnost P =

R =

2 -1

0

hodnost R =

]

0
4

>> prenos=tf ([l 5],[1 5 61);

= ssdata (prenos)

1.2500

>> [V,D]=eig (A)

0.7071
-0.7071

-2.0000

>> P=obsv (A,C)

1.2500
-1.5000

>> hodnost P=rank (P)

2

>> R=ctrb (A, B)

>> hodnost R=rank (R)

2
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Stavovy popis sytému je ve tvaru:

AR A

w()=[05 125] B((tf))}

Protoze hodnosti matic fiditelnosti i pozorovatelnosti odpovidaji fadu systému, je systém

op¢t fiditelny 1 pozorovatelny.

7.8c
>> prenos=tf([1 6 5],[1 6 11 6]);

>> [A,B,C,D] = ssdata(prenos)

A =
-6.0000 -2.7500 -1.5000
4.0000 0 0
0 1.0000 0
B =
2
0
0
Cc =
0.5000 0.7500 0.6250
D =
0

>> [V,D]=eig (A)

v =
-0.5797 0.4082 0.1741
0.7730 -0.8165 -0.6963
-0.2577 0.4082 0.6963

D =
-3.0000 0 0
0 -2.0000 0

0 0 -1.0000
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>> P=obsv (A,C)

P =
0.5000 0.7500 0.6250
0 -0.7500 -0.7500
-3.0000 -0.7500 0

>> hodnost P=rank (P)
hodnost P = 2

>> R=ctrb (A,B);
>> hodnost R=rank (R)
hodnost R = 3

Stavovy popis sytému je ve tvaru:

x )| [-6 =275 —15[x()] [2
x,(t)|=| 4 0 0 ||x,(t)|+]0|ul)
()| |0 1 0 ||x()] |0
XIO)
y(t)=[05 0,75 0,62]| x,(¢)
x3(t)
Protoze hodnost matice pozorovatelnosti neodpovida ftaddu systému, je systém

nepozorovatelny, ale fiditelny.

Pievod stavového popisu na pienos

Mgjme stavovy popis ve tvaru
e e AR NG

Jeho ptenos ziskame nésledujicim zptisobem:
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>> A=[-5 -3;2 0];
>> B=[1;01];

>> C=[0 1],

>> D=[0];

>> kontrola=tf(ss(A,B,C,D))

Transfer function:

s™2 + 5 s + 6

Reseni stavovych rovnic

Uvazujme stavovy popis:

NI A AR NG

ot o

NV ] S| x
, S pocatecnimi podminkami

ReSeni homogenni stavové rovnice spociva ve vyfeSeni fundamentdlni matice (4.42).

Mame dvé moznosti feSeni:

1. Aplikovat zpétnou LT na vyraz (s] - A)_1

>> syms s
>> A=[0 2;-3 =5];

>> x=ilaplace ((s*eye (2)-A)"-1)

% =
[ 3/exp(2*t) - 2/exp(3*t), 2/exp(2*t) - 2/exp(3*t)]
[ 3/exp(3*t) - 3/exp(2*t), 3/exp(3*t) - 2/exp(2*t)]

>> C=[1 0];

>> x0=[0;2];

>> y=C*x*x0

y =

4/exp (2*t) - 4/exp(3*t)
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3 -2t _ 2 -3t 2 -2t _ 2 -3t
x(t) =| 2 : 3 ’ 2 : 3 x(O)
—3e +3e" —2e 43¢

y(t)=4e™ —de™

2. Pomoci piikazu expm a vypoéitat vyraz e”

Syntaxe: Y = expm(A)

>> syms t
>> A=[0 2;-3 -5];

>> fundamentalni=expm (t*A)

fundamentalni =
[ 3/exp(2*t) - 2/exp(3*t), 2/exp(2*t) - 2/exp(3*t)]
[ 3/exp(3*t) - 3/exp(2*t), 3/exp(3*t) - 2/exp(2*t)]

>> C=[1 0];
>> x0=[0;2];

>> y=C* fundamentalni*x0

y:
4/exp (2*t) - 4/exp(3*t) (2*t) - 4/exp(3*t)

Vysledky jsou totozné jako u 1. postupu.

U nehomogenni stavové rovnice musime vyfesit fundamentalni matici a k ni pficist feSeni

partikularniho integralu (4.43), kde go(t —r) predstavuje posunutou fundamentalni matici

A(t—r)

systému o hodnotu 7, tj. go(t) =e . VyuZijeme piikaz int.

Syntaxe: int (vyraz, v, a, b)
v = proménnd, podle které se integruje
a = dolni mez integralu

b = horni mez integralu
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Uvazujme opét vyse uvedeny stavovy popis. Vstupni signal u(?) = 1 a pocate¢ni podminky

stavu x(z) = 0.

>> syms t tau

>> A=[0 2;-3 -5];
>> B=[0;2];
>> u=1;

>> pos_ fundam=expm ( (t-tau) *A) ;

>> integral=int ((pos_fundam*B*u), tau,0,t)

integral =
4/ (3*exp (3*t)) - 2/exp(2*t) + 2/3
2/exp (2*t) - 2/exp(3*t)

>> C=[1 0];

>> y=C*integral
y:
4/ (3*exp (3*t)) - 2/exp(2*t) + 2/3

ProtoZe pocatecni podminky x(?) = 0, je feSeni homogenni ¢asti 0.

4 o 2
x(z‘) _ ge 2e + g
27 +2e7
y(t) = Ee_” —2e™ +§

7.9 Polynomialni metody navrhu regulatoria

7.9.1 1DOF Kkonfigurace systému Fizeni

Mame navrhnout regulator pro 1DOF strukturu fizeni, pro hodnotu ndsobného polu

m = 1,6 a simula¢né ovéfit jeho funk¢nost. Pienos regulované soustavy ve tvaru

G(s) = s+2  bs+b,

s*+55+3 s’ +as+a,

Vstupni veli¢inou je jen zadana hodnota ve tvaru jednotkového skoku.
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f(s)=s >deg f =1
Stupné& polynomti ¢(s), 5(s), d(s) jsou
2 oqls)=a5" +as+qq
deg pls)21 = pls)=pis + 7,
4 —>d(s):s4+d3s3+d2s2+d1s+d0

_Q

Po dosazeni do diofantické rovnice (5.2) a ipravach dostaneme
5154 +S3(ﬁo +5p, +Q2)+S2(51~70 +3p, +¢, +2q2)+s(3ﬁo *+49, +2Q1)+2q0 =d

Srovnanim koeficientii u stejnych mocnin se ziska soustava rovnic

4

sTTp, =

s’ 5p +Py tq, =d,
s’ 3p, +5p, +2q, +gq, =d,
s 3P, +2q, +q, =d,
50 +2q, =d,

Pomoci maticové rovnice 4X = B — X = A”'B se vyfesi soustava rovnic.

ReZeni soustavy rovnic pro 1DOF

>> A=[1 0000;5110¢0;,3521¢0;03¢021;002060 27,

>> det (A7) ;

>> B=inv (A) ;

>> m=1.6;

>> D=[1;4*m; 6*m"2;4*m"3;m"4];
>> X=B*D;

>> pl=X

pl = 1

p0 = 2.0043
q2 = -0.6043
ql = 3.5472
g0 = 3.2768

Resenim vyse uvedené soustavy rovnic, zapsané v maticovém zapisu, se ziskaji koeficienty
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regulétoru, ktery je ve tvaru Q(s) = =

Pro nésobny koien m = 1,6 dostaneme regulator Q(s) =

S

_ Q2S2 +4q,5+q,

~ 2 ~
PiS” + PyS

—0,6043s” +3,5472s +3,2768

s% +2,0043s

Zadana hodnota

-0 B04355+3 547 2543 2763 =2
S2+2 D093s S2+5s+3
Regulatar Rizena soustava

Obr. 39: Simula¢ni schéma pro 1DOF konfiguraci systému fizeni

w(t), u(t), y(t)
TN
]

S

[

S

[

50 100 150
t[s]

200

250 300

——w - 7adanéa hodnota

——u - akéni zasah

—y - wstupni

hodnota

Obr. 40: Regulac¢ni pochod s nastavenim parametra regulatoru pro 1DOF
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7.9.2 2DOF konfigurace systému rizeni

Mame navrhnout zpétnovazebni a pfimovazebni cast reguldtoru pro 2DOF strukturu
fizeni, pro hodnotu nasobného polu m = 1,3 a simulatné ovéfit jeho funkcnost. Pfenos

regulované soustavy ve tvaru

1
2 +4s? +55+1

G(s) =

Vstupni veli¢inou je jen Zadana hodnota ve tvaru jednotkového skoku.

Ur&eni stupiiti polynoma f£;(s) a £, (s)
fils)=1—>degg /=0 fils)=s—>degg /, =1

Urceni pomocné konstanty £ a stupiiii polynomi q(s), f)(s), d (s), r(s), t(s)

2
deg]N)(S 22 —)ﬁ(S)ZﬁZS2+ﬁ1S+ﬁO
0
deg 1(s)=4 —t(s)=t,5" +1,5° +1,5> +1,5+1,

Dosazenim do diofantickych rovnic (5.4) a (5.5) a nasledné Upravé dostaneme

ﬁzss +S4(1~71 +4l~72)+53(ﬁ0 +4ﬁ1 +5]72)+S2(4]30 +5]31 +1N72 +92)+S(5]30 +IN71 +Q1)+
+Po+qy=d

t,s’ +tst +t,80 +t57 +r, =d.
Koeficienty polynomu d(s)

d(s)=(s+m) ' =(s+13) =5° +6,55* +16,9s° + 21,975 +14,285 +3,71
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Srovnanim koeficientii u stejnych mocnin se ziska soustava rovnic

5.

S

Pomoci maticové rovnice 4X = B — X = A™'B se vyfesi soustavy rovnic.

2
4p, P
5P, 4P, Dy
P, 5P 4P, 4,
P 5P q,
Po 90
Zy
ly
15
L
Ly

o

ReSeni soustavy rovnic pro 2DOF

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
P2
pl
rO
q2
gl
q0
r0

B=inv (A7) ;

m=1.3;

D=[1;5*m;10*m"2;10*m"3;5*m"4;m"5];

X=B*D;

p2=X(1)
pl=X(2)
p0=X(3)
g2=X(4)
ql=X(5)
q0=X(6)
r0=m~5

= 1

w = N O =N

.5000
.9000
.8700
.2805
.8129
L7129

> A=[1 000O00;410000;541000;,154100;...
015010;,0010011;
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Ziskame koeficienty pro zpétnovazebni Cast regulatoru — Q(s) a pfimovazebni Cast

regulatoru — R(s).
Pro nasobny koten m = 1,3 dostaneme

0,87s% +2,2805s +1,8129 3,7129
S — b 9 b R S — b
0s) s2+2,55+19 (5) s +255+1,9

‘ 37129 [
+
1
242 55418 I oy

Zadana hodnota Primowazebni cast regulatar F+asl 5t
Rizena soustava

0.87s2+2 28055+1 2120
S2+Z Hz+1 0

Zpetnovazebni cast regulataru

Obr. 41: Simulacni schéma pro 2DOF konfiguraci systému fizeni

N
A
/ /

w(t), u(t), y(t)

O T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300
t[s]
——w - zadana hodnota ——u - akeéni zasah — Yy - wstupni hodnota

Obr. 42: Regulac¢ni pochod s nastavenim parametra regulatoru pro 2DOF
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7.10 Syntéza mnohorozmérného regulac¢niho obvodu

Mame za tkol navrhnout maticovy regulator pomoci polynomialni syntézy pro 1DOF
strukturu fizeni a simula¢né¢ ovéfit jeho funk¢nost. Vstupni veli¢inou je jen zadana

hodnota ve tvaru jednotkového skoku.

Mnohorozmérny systém je zadan diferencialnimi rovnicemi

@)+ 3, (e)+ 4y, () = 0,25u, (1) +u, (7)
2 (0)+ y5(0)+ v, () = 0,25u, (1) + 2u, (1)

Soustava rovnic se piepiSe do maticového zapisu

AT T

Pti navrhu mnohorozmérového regulatoru vyjdeme z maticové diofantické rovnice

A, FP,+B,0,=D.

Stupent polynomi d; ur¢ime z rovnice degd, =2-degAd=2-1=2. Poly polynomil byly

zvoleny takto m, = -1, m, = —-2. Matice D pak bude ve tvaru
2
|+ 0 .
0 (s+2)

0
Matice F bude ve tvaru F = {; } .
S

K vyteSeni diofantické rovnice bude vyuZito elementarnich sloupcovych Gprav a schématu

AF | B D| 0
I |0|>|P |-B,
0 |7 Op | 4p



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010 80
Dosadime hodnoty a upravujeme
[s>+s 45 | 025 1 ] (s> +s  4s 1 1
K sP+s| 0,25 2 s st +s 1 2
1 0 0 0
3.slx4 1 O 0 0 3.sl.(-1)+4.sl.
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 4 0
L0 0 0 1] |0 0 0 1
(5% 45 4s 1 0 | (5% 45 4s 1 0
K st +s 1 1 K st +s 0 1
1 0 0 0
4.s1.(-1)+3.sl. 1 0 O 0 3.sl.(—45)+2.sl. 4.51.(—s)+]1.s]
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 4 -4 0 0 8 -4
| 0 0 0 1] |0 0 | -1 1
[s2+s 0 1 0 |
0 s+ 0 1
1 O O 0 (s+1)3.sl.+1.s]  (3s+4)4.sl+2.sl
0 1 0 0
4s —32s 8 -4
| - 4s -1 I
(s +25+1 0 1 0 |
0 s +4s+4 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
125 + 8 —445—-16 8 -4
| 251 Ts+4 -1 I
Ziskané matice pro popis regulatoru jsou
~ 1 0 0 12s+8 —44s5-16
Polo 1 TP —2s-1 7s+4 |

Zakon fizeni s vyuzitim pravého maticového zlomku, tedy bude FU (s) =0, INDPAE (s)

oo

s 0
0 s

po roznasobeni a pievedeni do asové oblasti je mozno psat

|

125 +8
—2s—1

Ts+4

T
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ul(t)=12¢/(¢)+8e, (¢)— 44e. (t) - 16e,(¢)

Uy (t) = _261,(t)_ ¢ (t)"' 7e;(t)+ de, (t)
Integraci ptedchozich dvou rovnic je pak mozno urcit rovnice, které definuji regulator
u, (¢) =12, (t)+ 8[ &, ()t — 44e, (1) - 16 e, (¢)dt
u, (¢)= 2, (1)~ [ e, (t)dt + Te, () + 4[ e, (¢ )at '

Dvourozmérovy fizeny systém je uréen zadanymi linedrnimi diferencialnimi rovnicemi,

tedy

(@)= =3,() = 4y, (£)+ 0,250, () +u, (¢)
95(6) ==, (6)= », (6)+ 0,25, (1) + 2u, ()

Na zékladé poslednich dvou dvojic rovnic Ize sestavit regulacni obvod pomoci niZe

uvedeného zapojeni.

@ ] L

Gaint Integrator ul ;I;;?\_
T

Gaing

¢1r v
T

EE

ylw2 1,2 e 2

Obr. 43: Simula¢ni schéma dvourozmérného regula¢niho obvodu
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w (1), w(t), y4(t), yo(t)

11
0,9 1
0,7 |
0,5 1
0,3
0,1
0,1 (\/— 5 16 15 24 25 :;0 55 4‘0
-0,3

0,51

tfs]

—_—y1 —_—y2 —w2 w1

Obr. 44: Prib¢eh regulacniho pochodu pro zadany mnohorozmérovy systém
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8 VZOROVE PROTOKOLY

8.1 Protokol 1 — SISO systém

ZADANI
Jednorozmérny linedrni spojity dynamicky systém je dan pfenosem:

2s+4

G(s)=——"""—.
(s) sP4+T7s+12

Vypracujte nasledujici tikoly:

1. UrCete frekvencni ptenos, proved'te upravu na sloZkovy 1 exponencidlni tvar
komplexniho cisla a vykreslete amplitudové-fazovou frekvencni charakteristiku v
komplexni roviné¢ (Nyquistovu kiivku) a frekvenéni charakteristiku v logaritmickych
soutadnicich (Bodeho kiivky).

Urcete stavovy popis systému pomoci pfimé a integracni metody.

Rozhodnéte o fiditelnosti o pozorovatelnosti daného systému.

Vypoctéte standardni fundamentalni matici systému.

U

Vyfteste stavovou rovnici, uvazujte pfitom nulové pocate¢ni podminky a vstupni signal
u(t) = 1. Dale pak urcete vystup ze systému y(z).
6. Navrhnéte regulator pomoci polynomidlni syntézy pro 1DOF a 2DOF strukturu fizeni,

vZdy pro jednu hodnotu ndsobného polu m. Simula¢né ovéite jeho funkénost.

Poznémka:
Pribéh Zadané veliciny uvazujte podle nasledujiciho obrazku.

D

0 a0 100

Obr. 45: Prubeh zadané veliCiny

U kazdého bodu proved'te kontrolu pomoci programu Matlab.
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VYPRACOVANI

1. Frekvencni ptenos a frekvenéni charakteristiky

2jw+4 _ 2jo+4 -0’ -Tjo+12 _
(o) +Tjo+12 -0’ +Tjo+12 -’ -Tjo+12

G(s)l,,o = Gliw)=

_—2jo’ +100” —4jo+ 48
o' +250° +144

Frekvenéni pienos ve slozkovém tvaru

G(jw)= P(w)+ j0(w)
)= 10w + 48 L 20 4w
o' +250° +144 / o' +250° +144

G(ja)

Frekvenéni pienos v exponencialnim tvaru
G(jw)= A,

kde

A(0) =P () +0* (o)
)

_ arerg 2@
(o(a)) =arctg m

100> +48 Y 20 -4 ) -2 +100° — 4o + 48
A(a)): 4 2 + 4 2 = 4 2
w +25w° +144 W +25w° +144 W +25w° +144

(a))— arct 2w’ —4w _a)4 +25w* +144 _ aret 20 —4w
v & o' +250% +144 10w* +48 & 10w* +48

3
—20° +100° — 4w+ 48 T o
o + 10w -+ 1002 +48

w* +250° +144

G(jow)=

Nyquistova kfivka

>> w=(0:0.01:100) ;
>> cit=[2 4];
>> jmen=[1 7 12];

>> nyquist (cit, jmen)




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010

85

0.1

Imaginary Axis

-0z

oz

-0

e T

oA 0z na 04
Real Axis

Obr. 46: Nyquistova kiivka

Bodeho krivky

>> w=(0:0.01:100) ;

>> bode (cit, jmen,w)

L
[y} =
T T

mMagnitude (dB)
)
[}
1

Phaze (deqg)
I
n
1

10 10° 10 10

Frequency (radfzec)

Obr. 47: Bodeho kiivky
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2. Stavovy popis systému

a) prima metoda

Pfenos upravime do tvaru G(s)=

Diferencialni rovnice
y(t) = 22'(t)+ 4z(t)
u(t)=z"(¢)+72'(¢)+ 122()

Volba stavovych proménnych

x,(1)=z(r)
x(1)=2')

Diferencialni rovnice 1. fadu

x,(¢)=2"(¢) = —12x,(¢) = 7x, () + u(t)

Vystupni rovnice
y(t) = 4x,(1)+ 2, (¢)

Stavovy model

>> A=[0 1;-12 -71;

>> B=[0;1]
>> C=[4 2]
>> D=[0];

>> kontrola=tf(ss(A,B,C,D))

Transfer function:

2 s + 4

s"2 + 7 s + 12
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b) integra¢ni metoda

(2s+4) _ ¥(s)
s +7s+12  U(s)

G(s) =

Diferencialni rovnice

y"(£)+7y"(¢)+12(¢) = 2u'(¢) + dulz)

Volba 1. derivace stavové proménné x, (¢)

x, (1) =12y(r) ~ 4u(r)

Po dosazeni a integraci dostaneme

YO+ 7y )+ 5 0)=2u') /]

Y'(O)+ 7x(e)+ x, () = 2u()

Volba 1. derivace stavové proménné x, (¢)

x, (1) = 73()+ x, (1) - 2u(t)

Po dosazeni a integraci dostaneme

y(e)+x,6)=0 /]
y(t)+x2()=0:y()=—x2(t)

Soustava diferencialnich rovnic 1. fadu
x, () =12y(¢)— dult) = —12x, (¢)— 4u(?)
x, ()= Ty(e)+ x, (1) = 2u(r) = x, (1) = 7x, (¢) - 2ulr)
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Integrac¢ni metoda

>> A=[0 -12;1 -7]1;
>> B=[-4;-2];

>> C=[0 -11;

>> D=[0];

>> kontrola=tf(ss(A,B,C,D))

Transfer function:

2 s + 4

s*2 + 7 s + 12

3. Riditelnost a pozorovatelnost

Pro vypocet zvolime stavovy model systému ziskany integracni metodou, tedy matice A, B,

C, D jsou
0 —12 —4

A= B= c=[ -1] D
1 -7 -2

Matice fiditelnosti

R=|[B AB]:{_4 24}

-2 10

Hodnost matice R je 2 a fad systému je také 2 — systém je fiditelny.

Riditelnost

>> A=[0 -12;1 -71;
>> B=[-4;-2];
>> R=ctrb (A, B)

-4 24
-2 10
>> rank (R)

ans = 2
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Matice pozorovatelnosti

Ll ]

Hodnost matice P je 2 a fad systému je také 2 — systém je pozorovatelny.

Pozorovatelnost

>> A=[0 -12;1 -71;

>> C=[0 -17;
>> P=obsv (A,C)

>> rank (P)

ans = 2

4. Fundamentalni matice

olt)= L (s - 4) ' }= adj(sl - 4)

det(sI—A)
s+7 -12
o(t)="L" L N R _l st +Ts+12 0 st +Ts+12
sP+7s+12 1 ) 1 S

sP+Ts+12  sP+Ts+12

Pro vypocet zpétné Laplaceovy transformace jednotlivych ¢asti fundamentdlni matice

pouzijeme residua.

+ + +
L'y———— s+ = dim 3 e 4 lim 5o — 3¢ 4 4o
s +T7s+12 s>(-4) S +3 s> S+ 4

-2 .o —12 - -
L' e‘“ + lim e =12¢" =127
ST +Ts+12 s—>(—4> s+3 so(-3) S + 4
L = e + lim et =—e M e

‘ 4 3
e =4e =37

e+ lim
s—)( 4s+3 s>(-3) S+ 4

L 1

1
1
{S +7s+12} s—)( 4)S+ s>(-3) S +4

52 +7s+12
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| -3e™ +4e™ 12e7 —12¢7
(D(I) - 4y o de ¥ — 37

Fundamentdlni matice

>> syms s

>> x=ilaplace ((s*eye (2)-A)"-1)

x:
[ 4/exp(3*t) - 3/exp(4*t), 12/exp(4*t) - 12/exp(3*t)]
[ 1/exp(3*t) - 1/exp(4*t), 4/exp (4*t) - 3/exp(3*t)]

5. Stavova rovnice

Stavovy model neautonomniho systému je uvazovan ve tvaru

LT S e o g

Dale uvazujeme tyto podminky
— vstupni signal u(t)=1

— pocatecni podminky stavil x(t): 0
t
Redeni stavové rovnice neautonomniho systému Jex + J-(/) t- r Bu
0

Protoze pocatecni podminky jsou nulové, fteSi se pouze partikuldrni integral

jgo t-7 Bu
0

t —4 t _126—4(1—r)+8e—3(t—r)
V(- gco(t-r{_ 2]1 S (P

Integrujeme po slozkach a plati l,y(t) = [I,Vl v, ]T .

t t
w,(t)= —126‘4’Ie4’d1 + 8e‘3"([e3’dz' =3¢ " (e‘” —1)+§e‘3’ (63’ - 1)= —%+ 3 —%e"3t

0

w,(t)= —4e‘4tje4’dr + 2e‘3tj.e3rdz' =—e" (64’ - 1)+§e‘3t (e” —1)= —l+ e —ge‘3t
0

0
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— % +3e7 " — %e_”

x(t) = 1 5
Lo L

3 3

Reseni vystupni rovnice stavového neautonomniho systému y(¢)= Cx(z)+ Duf(z)

y(t)= Cx(t)+ Du(t)=[0  —1]x(¢)+[0]-1

Stavova rovnice

>> syms t tau

>> A=[0 -12;1 -71;
>> B=[-4;-2];

>> u=l;

>> pos_fundam=expm ( (t-tau) *A) ;

>> integral=int ((pos_fundam*B*u), tau, 0, t)

integral =
3/exp(4*t) - 8/ (3*exp(3*t)) - 1/3
1/exp (4*t) - 2/(3%exp(3*t)) - 1/3

>> C=[0 -1];
>> y=C*integral
y = 2/ (3%exp(3*t)) - 1l/exp(4*t) + 1/3

6. Navrh regulatoru pomoci polynomialni syntézy
a) 1DOF

Mame pienos regulované soustavy ve tvaru

25+4  bs+b,

Gls)= =
() s2+7s+12  a,s® +a,s+a,

wls) =2, 1) =ls) =0 £,(5) =5 £,(s) = £,(s)=1

S

= deg f(s)=1
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Uréent stupiiti polynomtt ¢(s), 5(s),d(s):

deg ¢(s)=dega+deg f —1=2 —q(s)=q,s* +q,5+q,
deg ﬁ(s)z dega-1>1 — ﬁ(s): DS+ D,
degd(s)>2dega+deg f 124  —d(s)=s'+d,s’ +d,s’ +ds+d,

Dosazenim do diofantické rovnice afp +bg = d a nasledné Gpravé dostaneme

l~71S4 +S3(l~70 +7p, +2Q2)+S2(71~70 +12p, +2¢, +4Q2)+S(1250 +24, +4‘J1)+4QO =d.

Koeficienty polynomu d(s):

d(s): (s+m)degd = (s+m)4 =s* +4ms’ +6m’s> +4m’s +m*.

Srovnanim koeficientl u stejnych mocnin se ziska soustava rovnic

4

sTp =1

s’: 1P, +D, +2q, =d,
s 12p, +7p, +4q, +2q, =d,
s 12p, +4q, +2q, =d,
50 +4q, =d,

Pomoci maticové rovnice 4X = B — X = A”'B se vyiesi soustava rovnic

— -1 — — -

1 0 000 P | 1
7 1 200 Do d,
A=[12 7 4 2 0 X =|q, B=|d,
12 0 4 2 q, d,

0 0 0 0 4 | 9, | d, |

ReSenim vySe uvedené soustavy rovnic, zapsané v maticovém zapisu, se ziskaji koeficienty

_ 92S2 +q,5tq,

regulatoru, ktery je ve tvaru Q(s) = 4.
DiS” T+ PoS Jp
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Pro nasobny koten m = 1,2 dostaneme

D, =1,8976
P =1

q, =0,5184
q, =—4,224
q, =—2,0488

0ls)= = 2,0488s% —4,2245+0,5184
s? +1,8976s

1IDOF (m = 1.2)
>> A=[1 0 0 0 0;71 20 0;12 7 4 2 0;0 12 0 4 2;0 0 0 0 471;
>> det (A);

>> B=inv (A) ;

>> m=1.2;

>> D=[1;4*m; 6*m"2;4*m"3;m"4];
>> X=B*D;

>> pl=X(

pl = 1

p0 = 1.8976
g2 = -2.0488
ql = -4.2240
g0 = 0.5184

-2 048524 224240 5124 2o+
_..-...
s2+1 59765 F4Ts412

Zadana hodnota Regulator Rizena soustava

Obr. 48: Simulaéni schéma pro 1DOF konfiguraci systému fizeni
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15 -

10 -

w(t), u(t), y(t)
——
——

0-f ‘ ‘ :
100 140 200 250 300
-5
-10
t[s]
=\ - ZAdana hodnota ——u -akéni zasah ——y-wstupni hodnota

Obr. 49: Regulacni pochod s nastavenim parametrti regulatoru pro 1DOF

b) 2DOF

Mame ptenos regulované soustavy ve tvaru

bs+b
G(S): 22S+4 _ 21S o
s°+T7s+12  a,s” +a;s+a,

Pfenos zpétnovazebni ¢asti regulatoru

s+
Ofs) =20 =1
pi+p,  Sip
Ptenos piimovazebni Casti regulatoru

r, r

ps+p,  fip

R(s)

w(s) =2, n(s) =v(s)= 0> £,(s)=s, £,(s)= £i(s)=1 = deg f(s)=1

N
Uréent stupiiii polynomti £,(s) a f,(s)

fi(s)=NSN(f,(s). f.(s))=1>deg g £, =0 f,(s)=f,(s)=5>deg g f, =1
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Uréeni pomocné konstanty k a stupiiti polynomit ¢(s), p(s),d(s),7(s),(s)

k=deg f,—deg f, —dega=-1<0

deg ¢(s)=dega+deg f, —1=1

deg p(s

dega—-1+k=1

)
deg d(s)=2dega+degf] -1+k=3

deg r(s)=deg f,-1=0

deg #(s) = deg d —deg f, =2

—> k=0
—>qls)=q,5+q,
—>1~7(S)=1N91S+1~70

—>d(s)=s+d,s* +d,s+d,

r(s) =7,

%
> t(s)=t,5" +1,5 +1,

Dosazenim do diofantické rovnice af,p+bg=d a tf,+br=d a nasledné upravé

dostaneme

Pis® +5%(Bo + 75, +24,)+ (7P, +12P, +4q, +24,)+125, +44, =d

t,s° +1,8° +(t0 +2r, )s+4r0 =d

Koeficienty polynomu d(s)

d(s):(s+m)degd :(s+m)3 =5 +3ms’ +3m’s +m’

Srovnanim koeficientl u stejnych mocnin se ziska soustava rovnic

3

S P
2 ~
s° 7p,
st 12p,

s

s t,
2.

s
1.

s

+ D,
+7P,
127,

+2¢q,
+4q,

Pomoci maticové rovnice AX =B — X = A”'Bse vyfe$i soustavy rovnic. Ziskame

koeficienty pro zpétnovazebni ¢ast regulatoru — Q(s) a ptimovazebni ¢ast regulatoru — R(s).
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Pro nasobny koten m = 2 dostaneme

450::2
ﬁlzl
g, =—4
q|=-—L5
3
m
rO—T:2
—-1,5s -4 2
s)=—2 R (s)=
QI() s+2 ]() s+2

> A=[1 0 0 0;7 1 2 0;12 7 4 2;0 12 0 471;
>> B=inv (A) ;
>> m=2;
>> D=[1;3*m;3*m"2;m"3];
>> X=B*D;
>> pl=X(1)
p0=X(2)
gl=X(3)
q0=X(4)

pl = 1

p0 = 2.0000
ql = -1.5000
q0 = -4.0000

T T

Frimowvazebni cast regulataru

Zadana hodnota

2z+4

e e b

-1.5s-4

=2

petnovazebni cast regulataru

Rizena soustava

Obr. 50: Simulaéni schéma pro 2DOF konfiguraci systému fizeni



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010 97

w(t), u(t), y(t)

§ I e Y e O

0 50 100 150 200 250 300
t[s]

=V - Zadana hodnota ——u - akénizadsah ——y-wstupni hodnota

Obr. 51: Regulacni pochod s nastavenim parametrti regulatoru pro 2DOF

ZAVER
Pro vypocet stavového popisu byla pouzita metoda postupné integrace a pirima metoda.
Zadany systém je fiditelny a pozorovatelny. Polynomidlni syntézou pro 1DOF jsme ziskali

—2,0488s% —4,2245 +0,5184
s* +1,8976s

ptenos reguldtoru Q(s) = . Pro 2DOF byly navrzeny pienosy

2 :
R (s)= ——. Byla provedena simulace pribéht regulacnich pochodii

—-15s-4
()_ s+2 ! s+2

O (s

(obr. 39 a obr. 41). Spravnost vSech vysledkil byla ovéfena programem Matlab.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2010 98

8.2 Protokol 2 - MIMO systém
ZADANI
Mnohorozmérny spojity linedrni dynamicky systém je zadan diferencidlnimi rovnicemi

Y1)+ 3, () + 3y, (e) =, (1) + 2u, (¢)

29, (0)+ 5 () + () =, (0) + 3u, (¢)

Vypracujte nasledujici tikoly:

1. Urcete levy a pravy maticovy pienos systému.
Urcete stavovy popis systému.

Rozhodnéte o fiditelnosti a pozorovatelnosti.

hall T

Vstupnimi veli€¢iny regula¢niho obvodu jsou Zadané hodnoty w; a w,, které jsou ve
tvaru jednotkového skoku. Navrhnéte spojity dvourozmérovy regulétor, provedte
simulaci regula¢niho pochodu. (Zadana hodnota w, piisobi od poc¢atku doby simulace,
z4dana hodnota w, zacne pisobit v poloviné doby simulace.)

5. Na zéklad¢ regula¢niho pochodu rozhodnéte o autonomnosti obvodu.
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VYPRACOVANI

1. Levy a pravy maticovy prenos systému
Pouzitim Laplaceovy transformace pii uvazovani nulovych pocate¢nich podminek

dostaneme soustavu dvou rovnic

Y, (s)s +1)+3%,(s) = U, (s)+20,(s)
2YI(S)+Yz(s)(s+1):U1(s)+3U2(s)

Soustava rovnic se piepiSe do maticového zapisu

[ xS ]

pfi¢emz je mozno vyuzit zjednoduSeného zapisu A(s)- Y (s) = B(s) U (s)

Vysledny maticovy ptenos (levy maticovy zlomek) bude

GX(S)ZAI(S).B(S):[S” 3 }F 2}.

2 s+l 1 3

Po roznasobeni matic ziskame maticovy prenos ve tvaru dil¢ich pfenost

s—2 2s =7
| s*+2s=5 s*+2s-5
GX(S)_ s—1 3s—1 :

sP+25—=5 sP+25-5

Pravy maticovy zlomek je mozno urcit pomoci elementarnich sloupcovych tuprav, tj.

obecné zapsanych ve tvaru

A|B 1] 0
110|>|X|-B,
0171 Y| 4,
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s+1 3 1 2 s+1 3 1 0
2 s+l 1 3 2 s+l 1 1
1 0 0 0 3.50.(~2)+4.s1. 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 -2
| 0 0 0 I | 0 0 0 1|
[s+1 3 1 0 | [ 1 3 1 0 |
2 s+1] O 1 2 1 0 1
(—1)4.s/.+3.sl. l 0 0 O 3.sl.(=s)+1.sl. 4sl(=s)k+2.sl. 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 3 -2 —-3s 2s 3 -2
i 0 0 -1 1 | | s -5 | -1 1 |
! 0 1 0 |
0 1 0 1
3.s1(=3)+2.51. 4sl(=2)+Lsl 1 0 0 0
0 1 0 0
—-3s+4 2s-9 3 -2
| 52 —s+3 -1 I
1 0 0 |
0 1 0
(~Dxl.sl43.5] (~D)x2.sl+4.sl. 1 0 -1 0
0 1 0 -1
—-3s+4 2s-9 3s—1 —-2s+7
_s—2 —-s+3 —-s+1 S—2_
Vysledkem je pravy maticovy zlomek
1 0][3s-1 -2s+7]"
G . (s)=B,(s) 4,7 (s)= .
jehoZ pfenosova matice je pak
s—2 2s =7
G @): 1 0_ 1 _S_z 257 _|s*+2s-5 s2+2s—5.
P 0 1| s*+25s=5|s—1 3s-1 s—1 35 -1

s2+2s—-5 s7+25-5
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Pravy maticovy zlomek

>> Bp=[1 0;0 11];

>> Ap=[3*s-1 -2*s+7;-s+1 s-2];
>> G=Bp*Ap~"-1

G =
[ (s - 2)/(s"2 + 2*s - 5), (2*s - 7)/(s"2 + 2*s - 5)]
[

(s - 1)/(s"2 + 2*s - 5), (3*s - 1)/(s"2 + 2*s - 5)]

Pro ur¢ené determinanty plati, ze det A(s) =det 4, (s) Vysledné polynomy jsou shodné.

2. Stavovy popis systému

Mnohorozmérny systém je zadan diferencialnimi rovnicemi

() + 3, () + 3y, (e) = u, (1) + 2u, (¢)
23, (0)+ y3(0)+ v, () = u, () + 3u, (¢)

Volba 1. derivaci stavovych proménnych x; (pro prvni diferencialni rovnici) a x; (pro

druhou diferencialni rovnici)

X =y, +3y, —u, —2u, = x| =—x, —3x, —u, —2u,

Xy, =2y, +y, —u, —3u, = xy =-2x, —x, —u, —3u,

Po dosazeni a integraci dostaneme

y1'+x1'=0/j =y, =—X

y;+x;:O/j -y, =—X,

Stavovy model

<ol | kol S
-1
0

AL S

=

=

<
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Integrac¢ni metoda

>> A=[-1 -3;-2 -1];
>> B=[-1 -2;-1 -3];
>> C=[-1 0;0 -11];
>> D=[0 0;0 0];

>> kontrola=tf(ss(A,B,C,D))
Transfer function from input 1 to output...

s - 2

2 s =7

3. Riditelnost, pozorovatelnost

Z vySe uvedeného stavového modelu madme matice A, B, C, D

-1 -3 -1 -2 -1 0 0 0
-2 -1 -1 -3 0 -1 0 0
Matice fiditelnosti
-1 -3 3 7

R:[BAB]{_I -2 4 11}

Hodnost matice R je 2 a fad systému je také 2 — systém je fiditelny.
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Riditelnost
>> A=[-1 -3;-2 -1];

>> B=[-1 -2;-1 -31;
>> R=[B A*B]

-1 0
C 0 -1
P: =
CA I 3
2 1

Hodnost matice P je 2 a fad systému je také 2 — systém je fiditelny.

Pozorovatelnost

>> A=[-1 -3;-2 -1]1;
>> C=[-1 0;0 -11;
>> P=[C; C*A]

P =
-1 0

0 -1

1 3

2 1

>> rank (p)

ans = 2

Zadany systém je fiditelny a pozorovatelny.
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4. Navrh spojitého dvourozmérného regulatoru
Jediné vstupni veli€iny regula¢niho obvodu jsou zddané hodnoty w; a w,, které jsou ve

tvaru jednotkového skoku. Tzn., ze v, (t)=v,(¢)=n,(t)=n,(t)=0, w,(t)=w,(¢)=1.
Pfi navrhu mnohorozmérového regulatoru vyjdeme z maticové diofantické rovnice

A,FP,+B,0, =D.

0 s

S O T 1 O T 1 0 T
Ev |: j|’ hw [1 ] 2 v |:0 1j|’ v [O O] s n |:O 1:|’ n [0 O]

Stupent polynomi d; ur¢ime z rovnice degd, =2-degA=2-1=2. Poly polynomil byly

zvoleny takto m, =—1, m, = —2. Matice D pak bude ve tvaru
2
Do (s + 1) 0 2
0 (s + 2)

K wvyfeSeni diofantické rovnice ALFI;P +B,0, =D, bude vyuzito elementirnich
sloupcovych uprav a schématu
A F | B, D 0

I 0 |=>|P | -5,
0 11 Op | 4

s*+s 3s 1 2 s*+s 3s 1 0
2s s*+s 1 3 2s s+ 1 1
L0 | 0 0 | | 10| 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 -2
| 0 0 0 I | 0 0 0 1|
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[s2 +s
2s
4.51.(~1)+3.51. 1
0
0
L0

(s+1)3.s/+1.s]  (35+4)4.sl+2.s]

N

N

2

3s

N

w o o O =

OO>—‘O+

2425 +1
0
1

0
7s+3
—3s5-1

3.51.(-3s)+2.sl. 4.51.(-25)+1.s]

S O = O

0
sS+4s+4
0
1
—15s5-8
6s5+4

Ziskané matice pro popis regulatoru jsou

~ 1 0
PP=0 1l O, =

|

Ts+3

—3s5-1

—155 -8
6s+4 |

w o O o =

S o = O

w o o o =

Zakon fizeni s vyuzitim pravého maticového zlomku, tedy bude FU (s) =0 PINJP%E (s)

A o

po roznasobeni a ptevedeni do ¢asové oblasti je mozno psat

—155;—8}{121 (s)

6s+4

ul(t)="Te(t)+3e,(t)—15¢}(¢)—8e, (t)
) (1) = =3ej(t) = e,(¢) + 6€5 (1) + 4, (1)

Integraci ptedchozich dvou rovnic je pak mozno ur€it rovnice, které definuji regulator

u,(t)=Te,(¢)+3[ e, (e)dt —15e, (¢) 8 e, (¢)dt

u, (t)= =3¢, (¢) = [ e, (e)dt + 6e, (1) + 4] e, (¢)dt '

Dvourozmérovy fizeny systém je uréen zadanymi linearnimi diferencialnimi rovnicemi,

tedy

1(0)==2,(0)=3y, )+ u, () + 2, ¢)

Y3 (6)==23,(6)= 3, (0) + 1,

(£)+3u,

1)

|

Ez(s)
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Na zaklad¢ poslednich dvou dvojic rovnic 1ze sestavit regulacni obvod pomoci nize

uvedeného zapojeni.

il

Gaint Integratar ut |1\

M
w1

“F
h 4

Integratord

Integratord

v

2

—< : }‘763'"12 e E - E
vin2 wu2 w2

Gain1l

Integratord

Gain  Integrater? uz W
e
1 -
s

Gain? Integrators  —

Obr. 52: Simula¢ni schéma dvourozmérného regulaéniho obvodu

1,2 §

0,8
0,6 1
0,4 4
0,2 1
[ 5 10

w,(t), wy(t), y4(t), y,(t)

15 ZOV 25 30 35 40
-0,2 -

04
t

‘ —y1 —y2 —w2 w1

Obr. 53: Prbéh regulacniho pochodu pro zadany mnohorozmérovy systém
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ZAVER
Zadany mnohorozmérovy spojity linedrni dynamicky systém se 2 vstupnimi a 2 vystupnimi

veli¢inami, popsany diferencidlnimi rovnicemi ve tvaru

Y1)+ 3, () + 3y, (6) =, (1) + 2u, (¢)

2, (0)+ 35 () + 3, () =, (0) + 3, ()

s—2 2s =17
2 2
ma levy a pravy maticovy zlomek ve tvaru G, (s)=| * Jg %Sl_ S s ?:LS2_S [ 3.

s2+25—5 s7+25-5

Z dil¢ich ptenosti je zfejmé, Ze systém neni stabilni. Stavovy model byl ziskan pomoci

metody postupné integrace ve tvaru

x@)] [-1 =3]x() L2 u, (£)

X} -2 —1|x@)] |1 =3]|u,()
-1 '
0

')
R AR

—_~

—

4
t

i

Zadany systém je fiditelny a pozorovatelny. Z priab&hu regula¢niho pochodu je zifejmé, ze

—

zména jedné zadané veli¢iny zpisobi zménu vlastni vystupni veli¢iny 1 zménu dalsi

vystupni veliCiny. Regula¢ni pochod je tedy neautonomni.
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9 ZKUSEBNI TESTY

9.1 Testl1

Uvazujme pfenos sytému G(s) = 22S—+4 .
s +7s+12

A O i

10.

Napiste poly, nuly, relativni fad a fad systému.

Vypocitejte piechodovou funkci.

Vyfteste impulsni funkci a pokuste se vykreslit pribeh impulsni charakteristiky.
Napiste frekvencni pienos systému ve slozkovém tvaru.

Pomoci libovolné metody proved’te prevod na stavovy popis.

Rozhodnéte o fiditelnosti a pozorovatelnosti systému.

Pomoci Laplaceovy transformace vypocitejte diferencialni rovnici
2y"(t)+3y"(1)+ ve)=e" »'(0)=y(0)=0.
Pfimou Laplaceovu transformaci uréete obraz funkce f(t—7)=1¢.

Vyfteste fundamentalni matici

x|(¢)=—3x,(¢) + ul?)
r)=x,(0) '

Napiste feSeni diofantické rovnice a(s) f (s)fa(s)+b(s)q(s)=d(s), pokud je pienos
regulované soustavy G(s)= 5 4 T Na obvod plsobi Zadand veli¢ina ve tvaru
s+

jednotkového skoku a polynom d(s) ma tvar d (s) = (s + 2)2 .
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9.2 Test2
Uvazujme stavovy popis systému
x@)| [-5 -3][x@)] [2
! = + u(t)
)] 12 0 ][x()] |o
x, \¢ '
y(t)=[0,5 - 1,25][ ‘ )} +[0Ju(z)
Xy (t )
1. Urcete fiditelnost a pozorovatelnost tohoto systému.
2. Proved’te pfevod na pienos systému.
3. Rozhodnéte o periodicite, fazovosti a zapiSte pfenos pomoci ¢asovych konstant.
4. Vypocitejte prechodovou funkci a pokuste se vykreslit jeji charakteristiku.
5. Vyfieste impulsni funkci.
6. Pomoci Laplaceovy transformace vypocitejte diferencidlni rovnici
y(e)+5yle)=2 y0)=0.
f o s N . 2s+3
7. Pomoci zpétné Laplaceovy transformace urcete original funkce F (s) = .
s(s + 2)(s + 1)
2
8. ZapiSte prenos systému G(s) = % pomoci diferencialnich rovnic.
s°+3s+

9. Mnohorozmérny systém je zadan nasledujicimi diferencidlnimi rovnicemi:
10)+23,(0)+ () = 20, (0) + 5 (0)
3y (I)"' y;(t)+ Y2 ([) = Zul(t)+ “2(t)
Uvazujte nulové pocate¢ni podminky a napiste dil¢i prenosy tohoto systému.

10. Urcete jeho stavovy popis.
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ZAVER

Prace v teoretické Césti obsahuje objasnéni pojmu jako je linearni systém, jeho popis a
klasifikace. Déle je vysvétlena Laplaceova transformace, jeji vlastnosti a zpisoby vypocti.
Kapitola Linearni spojit¢ dynamické systémy je rozdélena na podkapitoly Vné&jsi popis
LSDS a Vnitini popis LSDS. Podkapitola Vnéjsi popis se zabyva pojmy jako diferencialni
rovnice, prenos sytému, impulsni funkce, piechodova funkce a frekvenéni pfenos.
V podkapitole Vnitini popis je objasnéno feSeni stavovych rovnic, pifevod ze stavového
popisu na pfenos a naopak. V kapitole Polynomialni metody navrhu regulétorti je vysvétlen
postup pro navrh regulatoru pro 1DOF a 2DOF konfiguraci systému fizeni. Kapitola

MIMO systémy je zamé&fena na syntézu mnohorozmérného regulaéniho obvodu.

V praktické casti bylo k jednotlivym teoretickym pojmim vytvoieno n€kolik ilustrativnich
ptikladli a simulaci v programu Matlab a Simulink. Déle praktickd ¢ast obsahuje dva
vzorové protokoly. Prvni protokol je zaméfen na jednorozmérny systém a druhy na
mnohorozmérny systém. V posledni ¢asti jsou uvedeny dva vzorové testy pro individualni

oveéreni znalosti studenta.

Studenti tuto bakaldfskou praci mohou vyuzit pfi vytvareni seminarnich praci z ptredmétu

Teorie systémil nebo pro ovéeteni vysledkl svych vypoctu.
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ZAVER V ANGLICTINE

The theoretical part contains clarification of concepts such as linear system, its description
and classification. There is explained Laplace transform, its properties and methods of
calculation. Chapter Linear continuous dynamic systems is divided into subsections
External description and State space. The subsection External description deals with
concepts such as differential equations, impulse function, transfer function and frequency
response. In the subsection State space is explained solution of equations of state space,
transfer from state space to transfer function and conversely. In Chapter Polynomial
methods of design controllers is explained how to design a regulator for IDOF and 2DOF
configuration control system. Chapter MIMO systems is focused on the synthesis of the

multidimensional system.

In the practical part was created some illustrative examples and simulation in Matlab and
Simulink. The work also contains two model protocols. The first protocol focuses on one-
dimensional system and the other for multidimensional systems. The last part includes two

sample tests for verification of an individual student's knowledge.

Students will use this work for example to verify the results of their calculations or for

creation of seminar papers.
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SEZNAM PRILOH

PI Slovnik Laplaceovy transformace



PRILOHA PI: SLOVNIK LAPLACEOVY TRANSFORMACE
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